Teoria Quantica de Campos I @

Métodos Funcionais

Usualmente fazemos: (Peskin 9.1, Ryder 5.1)
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Estudamos entao o comportamento destes operadores no espaco de Hilbert, resolvendo:
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Alternativamente, podemos estar mais interessados no estudo de objetos do tipo:
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Que é a amplitude de probabilidade de uma particula viajar de q, para g, em um dado
tempoT.
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Para um numero de intervalos muito grande: z G

e um elemento qualquer desta cadeia: __\
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E preciso ter cuidado com Hamiltonianas que tenham produtos entre os operadores p e q,
neste caso é preciso “Weyl-ordenar” a Hamiltoniana antes de usar a relagcao acima (ver Peskin pg 281).
Com esse cuidado podemos usar (3.1) normalmente.
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De (2.1) temos:
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No limite do continuo ( § —> O ) N —P =) p e g podem ser pensados como fun¢des do
tempo, temos entao:
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No caso de um sistema com mais coordenadas: o‘ — ( clﬂ )1:) "')‘[N\ (eq. 4.1)
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(eq. 4.2)

Com isso temos uma forma de calcular esta amplitude de transicao (que chamaremos de
propagador) a partir desta “soma” sobre todas as possiveis trajetérias no espaco de fase.
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Temos uma forma mais simples para o propagador no caso de Hamiltonianas do tipo:

H — ﬁ_}\ L \(ZC\\ (eq. 5.1)

neste caso as integrais no momento podem ser feitas:
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(eq. 6.1)

Comentarios:
(1) Nem sempre é possivel escrever o propagador na forma (6.1), ela sé vale se o Hamiltonia
no for da forma (5.1)

(2) Originalmente Feynman assumiu (6.1) e a partir dela provou a eq. de Schrodinger

Derivadas Funcionais
( Peskin pg 289, Ryder 5.4)
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Derivada Funcional:
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Funcdes de Correlacao
(Ryder 5.5)

Desejaremos usar este formalismo para obter funcdes de correlagcao e propagadores para as
teorias de campo estudadas. Comecemos entao pelo seguinte objeto:
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Uma vez que transformamos este operador em uma funcao, podemos seguir o mesmo

procedimento usado nas paginas 2 a 6 para obter:
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O ordenamento temporal aparece naturalmente na integral de trajetdria

Este procedimento pode ser generalizado para:

1
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(eq. 12.1)

Isso é quase funcao de correlagao que precisamos, a menos dos estados iniciais e finais,
que deveriam ser o estado fundamental (vacuo). Gostariamos de obter:
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O que temos é uma transicao de vacuo-vacuo, com estados mais excitados (particulas)
criados e aniquilados em tempos intermedidrios. Isso é aproximadamente o que acontece em
situacdes experimentais, com particulas criadas em um ponto (tipicamente por um choque) e
aniquiladas em um outro (no momento da deteccao). Podemos dar conta destas criagoes e
aniquilacoes usando fontes:
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Uma generalizacdo da idéia de uma particula carregada interage com o campo elétromagnético por meio de um termo J, A\
onde _)ﬂ é a corrente associada a carga. Este corrente é a fonte do campo Ay

Neste caso estamos interessados em estudar entao o seguinte caso:
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Estou buscando um elemento de matriz que envolva o estado fundamental da teoria (vacuo)
isto pode ser obtido a partir do elemento acima de mais de uma forma:
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Com T, grande, a soma de exponenciais deste tipo
sera dominada pela contribuicao de menor energia.
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A conclusao é que a amplitude de transicao vacuo-vacuo é proporcional a integral de trajeto-
ria acima. Definiremos entao o FUNCIONAL GERADOR:
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(note que definimos Z de forma normalizada - jogamos fora qualquer nimero (eq. 14.1)

na frente deste - isto € o mesmo que dividir por Z[J=0] o que faz o Peskin eq. 9.35)

Y | Umaoutra forma de “separar o vacuo” seria modificar a Hamiltoniana
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ATENCAO: no Ryder ele define este funcional com + ;":— £ C\ (Ryder: eq 5.68), ele consegue sair “impune” disto pois s6

utilizara esta definicdo para o campo escalar, cujo potencial ¢ — ¥ "‘\
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Com esta definicao em mente, notemos que:
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Lembrando que estes limites de integracao tém o efeito de separar o estado fundamental:
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Obs: No Peskin, pg 283, ele faz essencialmente a mesma coisa, mas ja para um campo. Na esquacao (9.16), por exemplo,
ele estd dividindo o espaco em trés partes:
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0 que é o mesmo que fizemos comt, t,TeT.

Quantizacao Funcional do Campo Escalar

(Peskin 9.2, Ryder 6.1 a 6.5)

Estendemos essa idéias para uma teoria de campo, fazendo as seguintes substituicoes:
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A Lagrangeana de um campo escalar livre é:
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Z,15) = D Exe _.Ng()‘\yL [y) <D+ w‘—;&)g[) ~%¢°T]l =

Note que o que fizemos aqui, por meio da introducao deste campo ¢y, foi “completar quadrados”. Queriamos uma integragao

funcional na forma“$O¢” para aplicarmos as férmulas generalizadas para Gaussianas. O que resta ndo depende de f e pode
ser tirado da integral funcional.
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Propagador de Feynman

2.(5) = L\J/ Ex(’é—%\g‘h Py T Dol 3(@\5

L; irrelevante, lembre-se que usaremos a versao normalizada, ver eq. 14.1 (eq. 18.2)
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Poderiamos ter chegado no mesmo resultado usando as generaliza¢des da integral de Gaussiana para a integracao

funcional:
1 = — 1
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(ver Ryder pgs 186 a 188)
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Voltando ao campo escalar livre vemos que:
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Quanto a normalizacao de Z, temos que, na auséncia de fontes:

J=0
co, 2o, -=> =1

=
, _ <o, -7
E conveniente entao redefinir Z de forma que %o isc\ - ) \ O,

B)
Note que na eq. 14.1 o0 que tinhamos feito era: Z-oL3 1) = N <0,<)10; =<

Com isto temos 20 [0] = /\

O que pode ser obtido redefinindo 14.1 para:
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Ou no caso do campo escalar redefinimos 17.1:
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O Peskin faz isso diferente (veja eq. 9.34) - ele deixa sem normalizar e depois imbute a normalizacdo em eq9.35  (eq. 21.2)
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(eq. 21.1)
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A partir da qual obtemos a versao normalizada de 18.2:

2.[7)-eerl {0 s

De novo note a diferenca para o Peskin, eq. 9.39

(eq. 22.1)

Interpretacao do funcional gerador

O funcional gerador é uma transicao vacuo-vacuo, podemos vislumbrar o seu conteudo fisico
expandindo a exponencial:
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(eq. 22.2)
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O que pode ser escrito em diagramas de Feynman se definimos:
P A \

N Y
e—— A (2T Q(P\B
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15 iy
Cada propagador destes é o propagador de UMA particula livre. Obtemos entao uma teoria

para muitas particulas, exatamente como queriamos. Cada termo nesta expansao é um correlator

0 que sugere como obter estes correlatores a partir de Z:

Esta expansao em série do funcional pode ser justficada se pensarmos na expansao de uma
funcao e depois tomarmos o limite apropriado:
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Definindo: \6,; = 0% _
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podemos fazer o limite do continuo: i —> g Jx
A

-
:\ 3, RS //\— 06X Cay MY
FLp %_b “ N “A \

> .2 FIp
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Flylé o da funcao T (X1,...Xp)
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De fato, se olharmos a expressao (22.2):

2, (5= _%\SA‘& A‘YS J6 Nl Sﬁ\h\
L
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QLT i

Vemos que estes produtos de propagadores (os correlatores) desempenham o mesmo papel
da funcao T acima. Isso justifica o nome que ja vinhamos usando para Z (funcional gerador) e permite
reescrever a equacao 15.1 em sua versao normalizada (e para campos):

8“ ZQES\S _ ;J\ /o \TH}MQ o (lﬂ(u\}\ Q7
ST 0D NS0

3=0°

3&(%\\}\@7 _ . R Z;[ij
C\ 5.3('%1\ S )(‘\(\,\\

=0

o| T4t

Aqui as definicdes nossa e do Peskin “convergem”, nés normalizamos antes, ele normaliza aqui (veja eq. 9.35) (eq. 24.1)

Isto nos da uma forma pratica de obter nao sé o propagador de uma particula, mas todos
os correlatores (funcdes de Green) da teoria.

Correlatores da Teoria

Vejamos primeiro o correlator de dois pontos:

DNEARA
O () 7 ()

<ol T[é(‘mb“»\] |02 = —

=0

$Zo - O e S D (23 Ty 09N
5 ST ® SO O \6 C\ VL\)B
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—N

d4
Y ?iiw

S SO D DTy Sl +
S [

R N
i (.li\) [SECW\ AFU'*?‘PT@%)\ M)v& +
:éo _%Bm(m B3y A - ggmm(m‘-m avﬂ 4

-1 (Y Q 0rCe ) 3y )T+ gs(@sm(m‘—m o) T

+I<Z§ F(m - 3(@ )463 gg(ﬂﬁ (< -0 6\\,>]_‘_,} -
ARl NSy L T +B
2
9 S7 o AF(m—msww«gﬁ _N T +--g=
LS :

— /\ F( - EXF ' L— \ \
(eq. 25.1)

Obviamente isso fica mais facil se usarmos a regra da cadeia para derivadas funcionais (ndo provamos, mas ela vale):

Z4 = EXFE_ I} 32 _ 1 SL [
- ST BRI

El SAF(%_K,]\S(\(,‘\J\(,‘

ST T




Teoria Quantica de Campos I
N N

— P —_ — —

_0 S F(K A, 3 () Iy LxP[ j

N EJ(Q

ié/ N+ /) 0 g ’F(\K—\QSSC{QJ%,\ (_gl % ELX(£ . ]

- 1 é—ﬂp%'“\*‘«gﬂ"%“‘ﬂ3 ce) JMS Ar_(»c_mscxwuk} exe[ - T)
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J=0

col TLgey P ) [0> = & A &y-wy)

De 25.1 fica 6bvio que:

Se aplicamos uma terceira derivacao (funcao de 3 pontos) também obteremos zero:

/\— ) —0 8 —O_E'S_ — - LQFL%_K\ AF(/Z—-M\S(X4\}\&,‘+
~ DI L S L %Tc«&

NS /LF(?)-?)\S/)F ) D () diy 4 2 O (e g/s\—_(@—mx 3N
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+§A ;(‘K ~,) 3 () JMS N r_(»(- K, ) 300) I, S Ar_(»(- Ky 300 Jwﬁ} Ex{—iﬂ

Que da zeroquandoJ=0

Na funcao de 4 pontos recuperamos termos que sobrevivem a J = 0:

sy 1S ) S2

ﬁ
N

S © ST [ SI); @(?)3

y o=

= - = g& Ar— L%‘W\AF— (= -w) + *Qr—évb'%\ QF(’(—\OB +

AL (m-\o\ Af()’\’q Eﬁxt{'il + .

—O QusNYo  J=Q

<olT L_gb SRV ¢CK>\QZSC%1\] o™ =

= [ A (-6 Ap (=10 A (47D ALSTD 4 N (00 ) ’XF“”"’\}

(eq. 27.1)

Estamos no caminho de provar o teorema de Wick (basta continuar calculando funcées de mais pontos):

<o TZ p(<d .. b (‘Ca»\\] |o> :Z<O,T [d)(m,;\gb(uﬂloz‘ .<o/T[</)(m@1¢(1&|o>

PerRMITS .
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Campo escalar interagente [)ﬂékj
4 S IO
(-1 -2 @ Lo=g % d¢ -3

Para o campo livre, fizemos a transi¢cao de 21.2 para 22.1:

/ o Y
’\w UJLB;\V\E«%(wa)gﬁ¢ AWD
Z,05) = 2 C \J #> 2 [j] = Exl é_;ggm a‘“@ BIEN QF@,%\ S%\E
<Dd> MCU 16 (Daweie Vo | | “
e Gl 1
2 c - -

A expressao da direita é mais conveniente para fazermos a derivacao funcional em J. Gostariamos de
conseguir algo equivalente para a lagrangeana com interagao.

- R Expg&&m@q@g =p (7
z [ ._)] = | . !
5 D <{£ £x f’{« Sc)"m LE (essencialmente precisamos separar ¢ de J)

= s Ejﬁ = func. gerador p/ campos livres

Z E 31 = func. gerador p/ campos com interacao

Vamos encontrar e resolver (em funcdo de Z;) uma equacao diferencial para Z:

I

i eq. 28.1)
NITDON BM Exf’{& SJNLE L, (pea@pr-nge
3G

. S)“m L)

Y T
SD(F\ e;grf‘\ctﬁ_hﬁ\ 1 (eq. 28.2)

2[5 = \p¢ 2L) of [;%5\2 wwmx

(isto é basicamente a transformada de Fourier para funcionais)
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=
B 20 o (0 L o

(reescrevemos a lagrangeana como no comeco da pag 17)

_ 2[4 S Dﬂv\(gwm:vp - &\]

S o)
S_ E Lxx(l]+v“3¢(‘<\c)‘
IS
S \~\ L’L\)()\]L .\, i &q— Cé(x\ >/J btj(_l)(\ﬂ (J\‘\( o
S () >d>(® (usamos a propriedade do ex5, pag 10)

g+ | ek e I 1de & Dgelie -

- y»‘l ()) L\,hx'r‘ ,— G(PL‘?)\ + —— g L\) 5 [E;b¢(["‘-sx ()XK —
)
\_/_\/\—/

podemos usar integracao por partes (duas vezes) para
transferir as derivadas para ¢(x)

— (\] t v»\lBCi)L‘B\

_ (e £ (800 ] - -LSN\L Soe- \M} )
%SM\[ g ‘“*H} ) b 0 |4 _pes

ol / \
= = £ (99)
54) 4’”@?5\

A/ZBM‘ ZLQ (o + ~ VDO ~0Q\T(¢mgx
b

-~ 9
Multiplicando os dois lados desta equacao por: (= %P [:NS\B (e (750“\ d )j

e integrando em ¢:



ZJ:(M CxP Egj (xyj)oddj _
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S’V LN

RHS:

~(e2)( 94 2067 prene ) SW 2167 Sur (99 e ()
~ T

S2C3) (conforme eq.28.2)
S T(‘(.\ %%%%W d’m%[@m[\gm Xq)]

—_—

NAo JeEm I

7
A
Aqui aparece o passo fundamental

* SWT (ct)(».\\ C#P ,:‘kgj(gd)(w\ Jqu - Sj-‘ T (1&— S§_—)— E %P ,:NSSM(bCQ J")j
S

EX:LCPW(Q — D LG—S
Y1 AR

S I

A <_—S %)(x Cw\“ - _, d?(\ ey &
= — xPE X (D —_ CXPESS(\C )

=X DS celfubon) = - o 0025 er[otor] -
ik 330N

= A ¢ coyere [fopeon)
v\

A D T

ers = (pev) L 32050 &‘.m_,(% 55-_5\ gpsbﬁm exe( )=
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. S _
—(p+wr) L3200 _ ].IN_K’\_, =\ ZLCS
) A S TN i % 57\ ]

[ HS = P({) AEZI\_ECPE CxP Elgj(xyj)c»q quj _
%@U\

_ > () cxp E&Smdxa yj B .&Db ;S(Q% (4] cxp [‘kgmm aﬂj
J

I
o

Este é um termo de superficie no espaco dos campos (ndo no espaco de Minkowsky)
pensando que estamos sempre fazendo a conta com %, — (1 hc,)}& e este termo
desaparecera na“borda” ((;D —» Qo\

- j(nﬁz[ﬂ

Finalmente:
v ~ S _ — =
(p+w) L 32030 ]-.,ﬁ(l = N\ZE3) = Jhz[o

(eq. 31.1)

(D-l'\f"\l /J SZQL\T-]: - 3
dp el = Jeazld]

(eq. 31.2)

Queremos resolver 31.1. Provaremos que a solucao é:

Z 3] - N Ex(’{/i\ g&“«% %_S\JJEQOCS]

(eq. 31.3)
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j(ﬂz[:{h AERYES EXP[; g - (ig‘b‘)ﬂ 2.3\ =

a1 6 - (e (1 &
ex Fa dy |J(x)ex ['H <, (———) dy]
P[ J t(I (,”(‘)) l X ) EXp J nt ol

=) =k

)
= N EXP[A : iédyﬂ[d@\— gs(ﬂzlﬂ =

- i@; T )
eq. 31 2 (o Y= Si?m’ Jevzl)
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R TRy MRREREIVEEN S

ZLS) =N exe &go(,ﬂ({ %\)K\szﬂ

2\ 52 FAP
(EH B e o(\,w{ S 1/

Em suma, para teorias interagentes, usaremos o funcional gerador (normalizado segundo o
mesmo critério usado para o caso livre):

2[5 Exf’[k % \ i 7“’[—&&&&&&»*@ 3(?5\M\X
ng’{k \ 9 [ gd(\t\/l Ly Sy x\t\&E/

(eq. 32.1)
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Expansao perturbativa para }\d)ﬂ ;

. A
o&m ' ";\.(f

S6 conseguimos tratar a exponencial de L, que aparece na eq 32.1 por meio de uma série
(que podemos truncar se A é pequeno). Essa é a expansao perturbativa no formalismo funcional:

ol {40
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Y & Ae CO\ ( S/AF(QWL) T(Qd%> — (/,\\:(Z - %) T(w\f](’%i

T

®

s
Y

3
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e X—X
Q2

Q}*QA%Lfo k

L fatores de simetria

E facil obter Z em ordem 2, ja que o denominador é obtido fazendo J = 0:

[4 i e DAL

b(h\ [1 - 22 g( 3 aﬂ
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E)_A’\ (3@362}[ g“ D ?{ )'Z—\X:

ZC’A] [ PN aﬂﬂ w'g(c haat Sl "“
—300532}

=S

1

Z[7) - E g(c <o+ B8 ) XL ET&FS

Q)
(eq. 35.1)
A partir desta, podemos obter os correlatores (em ordem 1)
Correlator de 2 pontos:
3
S =L73]
<ol {Q[)CVW\ @Cﬁb\\k 0> = —
PRTTAREICH
=0
O termo com 4 Js ( }{\ nao vai contribuir quando J = 0, o outro termo nos da:

_A
A} S —

‘)\g C\AF(,OB(SAF(Z“\L\ 3“‘\3“> Iz €

z[3l="%
S{Q Q (2~ 1080\“(2 \'L> S(O AK_+

oL

%% [’j] = L QF (-D>

" %3(\(‘\\ ~

nesse termo a poténcia de J aumentou
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Se ficamos em ordem A podemos escrever: Teoria Quantica de Campos Il @

- Q—LQ(\L‘%\ ) J‘ﬁc
() L) - N ) =
cofenpedlior = o\ ¢ &" LD V) T

-+ i &

-

D CNO)
e'ﬂLVLYS

= A
~\! ) -
LR Ry L B (0

pe \
\/"\/.L: "

De fato isso também valeria para ordens superiores, j4 que teriamos uma série geométrica:

_ NS ‘73\
colT[pte prd] oy = L\ &
@‘“5 ﬁi-m‘,\+ e

Isto € exatamente o que espereriamos como o propagador de uma particula livre de massa m..
O efeito das correcoes introduzidas pelos loops tém o efeito de modificar a massa da particula.

A massa m, é chamada de massa fisica ou massa renormalizada, voltaremos a ela em breve, basta
no momento notar que a contribuicao:

A,: CO\ = QF (‘t“%\ = I] ! Ak’yi

@'ﬁ)\' 98 N pRE

é claramente divergente para 9’& —D =D
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Correlator de 4 pontos:

‘-( J—
FARY
_ x\@u\ ) N lo> = S
LO} | §d£ 1 > @C > (i(‘(w E \ YSRYEN IICON *)C\L\S\@L“S

3=0

N =0 - [AF (46) N (=T A DD B LG+ [ (a1 ) /XF(“r“z\}

(vejaeq.27.1)
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>

(1
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= D é%\_ AFLo§§JX [‘l/AF(Q‘Kn\ Dy (Z ) +
O7J,

A DY

+ 2 Ap(Z- ) T () Ty Oy = 12 QeI () Ty 06)

A

AT
) c -
N _

_1 TR D (G- +

termos com poténcia maior que 2 em J (como s6 restam duas derivadas estes
termos vao dar 0 quando J=0)
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=

termos com poténcia maior que 1 emJ
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termos com J

< AN l“@\g)% [Z D ez 4 Np (2 Yo B Lt =% q h

L\
Pecey

\/\/_\/

Sao seis termos com todas as combinagdes de a,b,c,d=1,2,3,4

= —’L>\ /))\[ O ]= _&A@l*QBE O ]:
9 \” ~

Lv Fator de Simetria
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Fator de Simetria

N~ YGN = JAYS (a- "-1\
Temos ainda a contribuicao do termo X (batizado de “B” na pag 38):

T
Vﬂguﬁw*\z&\ e
hl
- |

&F
O
9

_r L
) §_> &h EE A
'~1\

3533

Nao vou fazer esta conta, mas vale a pena fazer uma delas na vida, entdao vou colocar isso em uma lista

= -2 A DL E MY 020 DR 0, Gy by

-]

L‘D Fator de Simetria

LQ/T%I‘“\CIDCM\@@))\@(M\} o> =

:—BL:]—%L%( > \NT(X)}FO(*\

(eq. 40.1)

Com isso em maos ja conseguimos ver as regras de Feynman da teoria (no espaco das coor-
denadas):
L = D (-

X :p—)\\

Fator de simetria  —> S/\\\
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Notem que temos em 40.1, diagramas conexos e desconexos:
_BL ( v \+ai(><>l

S6 contribuem para a parte trivial de um espalhamento (ndao ha intera
as particulas, apenas a propagacao de duas particulas independentes)

E neste que estamos interessados

Podemos definir um funcional gerador que produz apenas os termos conexos:

AW
e 05

2[ 3= WIs)= -a e 2030

correlator de 2-pontos:

S S U =2 o | W [_w PR
(3OS TH N I ER ISP 20| ST

+

ERERS
2[31] 9360 T T

B\E_ - O Z[:D— = 01 = 1 }\__O normalizacdo

J5=0 o°°<ol¢(®f0>

S _ . ¥ =[3) - <ol Tipeyden Yo
_ 0T 306)

T=0

No caso da funcao de 2-pontos, W e Z sao equivalentes (o que queriamos, ja que nao havia diagramas desconexos na funcao
de 2 pontos
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S N S - B s B I AR
ij@]\%jb«%\%? L%B\%T(‘(ﬂ - BSL«O%HMBEL‘EQ STEY +[%m}mk (\‘

1=0

(derivadas de ordem 1 e 3 desaparecem quando J = 0)

(1 32 Sz NI Sz .
Z N g \-/_’N N T _ _
2 (T SIS F (TepyIty S 830D

b
A2 Sz /a0 vz _
R RCARS IO NCRR G D 2 33_( ) B30 FTN S O §
: — o~ — =
S (eq. 42.1)

—éll{(b(w.\bb{ﬁ%\é} 21 {(ﬁ‘“\bL“sQS\@ <o] Tiﬁ(“h ¢( 43 Cf)(\‘Q p(‘ﬂ} o>

(aqui estao contidos os diagramas conexos e desconexos)

PIGT
(;/~>_ _O
1 N 1
"____.———} \(1—-———"‘_)__ \—_
(A D N I X 3 XN 3

3~
1 E> Cancelamentos:

[ 1___’31\\#1(_@,_@_
- . 11

4 )

rQ -S—Q_+-1—Q'_4_-§—Q~> <"\1

A
> 1\ TeEn~o0S

Fica claro que os termos dentro de também serao cancelados (pelos dois termos de
derivadas de segunda ordem que ainda nao consideramos em 42.1)
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Podemos entao definir um correlator de n-pontos conexa ou irredutivel:
(ndo confundir com one particle irreducible, 1 PI,
que é outra coisa que veremos mais a frente)

SN

(’EC\( Vty\\—/‘/
)y« I - —
ARSI DI N G N
\S:

No caso da funcdo de quatro pontos:
L B0 g ey = <o | TIheNded O P Y 0> +
— <ol T{ptpbeaylo™> <o| T P peyy o>

— <ol T{oupbagpylo™> <o T{Pu) by o>

— <ol T{pupbapylo™> <o| T {Prd poeyy o>
—_  —

A fb(\ﬂ )11\

colTIbtnded e pup 10> = 2 Ly 4) ~Z<b@&© O
\/_\_/ PemmT

0N, =133

parte conexa e —
t[\/' parte desconexa
>ﬁ< = >§< +
\Y}

) >< * == 4905

Para fungcées com n pontos, vale a mesma ldgica:
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I
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+
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Paralelos entre Mecanica Estatistica e Mec. Quantica

Interludio: um pouco de Quantica Estatistica

| = f“_i_\/G]\
<C{F} U(J(ﬂ“\;ﬁtgbj e ®

.E
soyy= (w[sF-v)

Vamos supor que este particula estd em contato com um banho térmico em temperatura T.

As propriedades do sistema serao dadas pela matriz densidade:

(Nao é essencial saber exatamente de onde vem isso para o que vamos ver, mas se vocé estiver interessado:
em Mecanica Estatistica Quantica: K. Huang, Statistical Mechanics, caps. 8.1 a 8.3)

stn _%H%
U=

A

: I A
para um sistema em equilibrio: _ /) e \ A
ﬁs v = ——
2 leg T
NS

D L
normalizacao

fator de Boltzman

Esta é uma probabilidade e diz que, se o SISTEMA esta em um dado autoestado de energia E,
a probabilidade de encontrar a PARTICULA neste estado é ) - E
— €

pad
TR[SD(S] =1 e— Z = TQ [_EXP(_P;DS funcao de partigdo

O valor esperado de qualquer observavel O é dado por:

<8>,5 = Tf((ﬁzéS)

(fim do interludio)
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Consideremos o operador de evolucao:

Ch Hd oy A=l
—_ E3 — e [ A N -
U(’f\ = @ < £>'| J~Lt) >0
\_/—\/_/
ot~ T~ 0

O que acontece se fizermos a continuagao analitica para o plano complexo em t? - U s6 é limi
tado para valores negativos de Im[t]:

Q
Q

X XX <X X ! <
¢ (Ohterns) T <Y € c<piy>
x froberns) X&ﬁ)&xxéyxx;‘?e[t]

Ok

chamamos isto de rotagao de Wick

Olhemos o eixo imaginario: + = -LZ, C > O

— < X
Uy = e *®
Obtemos uma exponencial do tipo que aparece na matriz densidade, entao se fizermos:
?:k?"—& D Y :./\__U(.,_A’ZB
be; T ;o=
L 2 = Iy EUC‘“C\X
Vemos que a“evolucao” de um sistema neste “tempo imaginario” serve para descrever as

propriedades deste mesmo sistema em equilibrio com um banho térmico.

Vejamos o que acontece com o elemento de matriz de U, definido por um integral de traje-
toria

c\(£\~——u C1E(_Z\ . 2 \
S[y e -V -

Y _, 1 ey (7 -

Je T |

3
| I

b — _;géz, -

(poderiamos refazer todo o processo de discretizacao para o tempo complexo, mas o procedimento “inocente” de fazer isto
direto na integral de trajetéria funciona)




Teoria Quantica de Campos I

\fTM notem que estamos interessados na evolugao que

! leva de um ponto a ele mesmo

_ _
= xt[ -1 S.r 3)
SDC& A (il

‘XL_G\ D ﬁ(l\ ) A acao agora é a soma K +V (¢ uma hamiltoniana classica)

LD Temos uma condicao periodica cujo periodo t esta relacionado
com a temperatura: Z . K

R, T~

— Recapitulando:

B H -FH
Particula (quantica) em temperaturaT —b 5?3( < %‘ IQ[Q P l

—~—

I KWO saber,

e posso obté- Io daqw

Particula (quantica) em tempo imaginario — U( A 3 Q\—/

... mas vai além. Pensemos num sistema relativistico (classico):

— )
ASZ:‘J%LTA\« (— 3+ + &\
\ -

\\7 {— = -A Z .\Z € m

N 3 p n+1
() S = 4G+ ~—] distancia Euclideana em ¢

¢

Voltando ao sistema anterior, estdvamos descrevendo uma particula (nao relativistica) em

1 dimensao (espacial). Vejamos o que acontece se pensamos no parametro t° como uma distancia,
além disso, consideraremos um sistema simples (oscilador harmonico):

v o
\ICC\L_{U“\

2

Discretizando o “tempo Euclideano”:
© c




C{f

SD* Exp -% 32[
b
s 1

W49, £xrf -

K s\
=z = L EXP 1_
K
—/

“soma” todas as conﬁguragoes 1
AR -
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2

2
_I_\"’\L}JO\

energia

acoplamento entre vizinhos energia

o _
Bt /2% > Jeru 1.
\g 5 / 8 leo A
~ 7 Y 3
b PEQ
O termo de acoplamento entre vizinhos favorece “sincronizacao”
j—ﬁ G are

1 Oscilador Quantico
(em Temp finita ou

®

tempo imaginario) —> Cadeia de osciladores classicos acoplados
Futuacdes quanticas 3 p  Futuacdes térmicas
LS 4 o By
1 grau de liberdade <\1 VY numero grande graus de liberdade classicos
Temperatura (Comprimento da Cadeia)_
1T =X i\ 7 z_“
ke T

periodo al
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—  Recapitulando (de novo):
—R H
Particula (quantica) em temperaturaT —b 5?3( c = lqgQ l

I KWO saber,

e posso obté- Io daqw

Particula (quantica) em tempo imaginario —D U( VA ) Q\/

72 =T (-2

integral de trajetdria sobre
configuracoes periddicas

E também a funcédo de particdo de um sistema cldssico (de fato de muitos sistemas
classicos acoplados aos “primeiros vizinhos”) — Meacanica Estatistica

Até agora vimos a relacao entre o operador de evolucao e a funcao de particao. E os obser-

vaveis?

/\p\(<1\) qm < A(1§3>ﬁ: Tflﬂ:ﬁg‘ A(‘\é\]:
Te [/UE () A(‘le\l

. BT i T [ Ve (=)
L/_\/_\__//‘ s
SD e "€ o
A . 1SE I:Cicj emcammhosperlodlcos
N\ =
Te [Ne@ A = §91E AR = %"

Notem que, pensando em
classica, esta mesma definicao dd o vanr esperado em Mecanica Estatistica para observaveis

de um sistema de temperatura T

Vza

- :)_ESE I:clcj
915 < /l\b(caw\\

- 250y

1

—_—

Py

D) Y. como asoma sobre as configuragcdes de uma cadeia
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7 — =0
2 -*F

Te (V@) = Z\,e e

T — o =V e—% = > L:EE" = (—;YI— =

p [C)E C'L.*b.b\l - <O e:%EA (0>

Te [V AGo = <o Aldlo

Ao\;\(%\lO§ =< A>)}-D=o

Mandar a temperatura para zero projeta os operadores no vacuo (estado fundamental) da
teoria. Com isso podemos entender outra forma de obter os propagadores de Feynman:

<ol TLqlky ANICE

-
._aw (D) <

S L PR
. N
&f(\opo \G‘ 1 /
4 :ﬁr)
G 4
Y 5 -£5¢
Podemos obter primeiro o valor < qe (T Qe N>, — e ¢ (15@1375 (%

PA

C21< ZJ_S =DC't4 < 't;\

e entdo voltar ao tempo real fazendo: &y —7 © 4
. = < YENq (Y
T) y VoA t L (1 <l > ?

'

Se tivéssemos calculado a mesma coisacom G, < Z,, (note que na intergral de trajetéria nao
ha diferenca, teriamos voltado para:

<(\ (.‘L').B Q\ (,‘E'\\ >—Q/k

ou seja, voltamos sempre no produto temporalmente ordenado:
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< TGN N >
2/k

Para projetar no vacuo basta tomar temperatura zero

PP b, <ol TIjlog b\ 10>
T—0

Paralelos no caso do campo escalar

b} > 7
qs(m"b = (4, dsts —JEr I

7 Y

ﬁ/linkowsky

t

<
SLd1= J’wiﬁ(ﬁ\l—ﬁ(ﬁ%g*f "54*%‘75"*37"}&
\L — =it
S[_QS] S \ i ( \L (_‘éyrmﬂw +J¢}E

3 3‘weé(3—if\’+3(§%§+f e
(S

)

=

Que é analogo a um sistema classico (s6 que em 4 dimensodes):
gga [(vs\ O (T-TO S 4 s’ - Hs

energia livre de Gibbs

S(‘d —+ densidade de spin I IC —» temperatura, temp. critica

H —» campo magnético %}Q — constantes
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A QCE (Yf_q_ fEx\

-~ 7 - ,Y€~V{'Ea)
(e O(wgy>s [ H8 = i
<SZ§ ’ (s S T C

| Kﬁ - ¥4x|_°°0

mecanica estatistica

funcao de correlacao
comprimento de correlagao
BT e g

Vemos que o comprimento de onda Compton dos quanta do campo (m™') faz o papel do
comprimento de correlagao do sistema classico analogo.

Finalmente, notamos que uma das formas em que podemos escrever os correlatores é:

e boa A doey

gvcb deey DN ng
< gy" by A Pecy

Lo\ TI b b §lo> =
. Ve ©

A\
A/ v A
(D_\, Y~ —kf,} N 04N = SNYGTER AN A q)m: &F(\‘\\@q’%\é
-

- Llﬁp(\\-‘(%

l—«o “integral kernel”’de A" © Q ©
_ Ut b0e) A gSC\«E
5)95 P(Ley P () € S E >

SPDCj) e— S)"\cg 00 a gSC\«E\

< 00N U N> =

Isto é analogo ao calculo de uma média de uma variavel aleatéria, variando conforme uma
distribuicao gaussiana Z:

=

/‘3\ matriz N x N simétrica

2 = 62}? Cxe "gb(\A"‘Q* 95—%_%

o
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=1Y% <‘d?brd>l?> CuRTD

e

A >> I\ — A2z

A << A /\ — /‘iﬂ >> 1 = <¢P‘<\D%5 Lont

Voltando para o espaco de Minkowsky isto nos permite entender porque a parte “on-shell” do
propagador é reponsavel por particulas se propagando por longas distancias:

AN

Quantizacao do Campo Eletromagnético

(Peskin 9.4, Ryder 7.1)
Comecemos tentando o caminho ingénuo, analogo ao que fizemos no campo escalar:

. xg(év+3¢§u_ e J‘(E¢(D+Q+Lé\4} -4;'5}
=(3) —igw ¢ _lNEW & — -

N

— GXP[—E g)"x )"\6 S0 AF(\(_‘& E(Lb\}

R
kEQ[A“}

No caso do campo eletromagnético (sem interacao com a matéria):

KSC»L—I— —SJ P\,J) X’X_
e

A

2[33:_/) ?Ar,
N

L= -2 R P =000 A (g A - 3 A7)
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&Nﬁ?\ (A a8 R = SAH wAT O N
(@)

x\»@ A
o

_ -1 p\?_ Y AN N v
{ - _\|<aw Op A ATy R 2, A R

\—/

1]

v éév p‘/‘)(‘yJ NX

1

gcm (3B A
ga

= gAH(AM m- &y AN v
(}I"\l D - 3/4 éV) A = O (eq.deMaxwell)

Em principio sé precisariamos inverter este operador, mas ai esbarramos em um problema:
imagine uma configuracao de campo especifica (estamos somando sobre TODAS ELAS):

ACOY = T sy

(Z)MD - 5v5"3y“ = (Odh-05DYW =O

O operador tem autovalores zero, e portanto é singular. De fato, a integral:

%DAH Exfé\ggéjw A () (Dlgw—}" )v)r‘\qh\}

vai receber uma contribuicdo igual a“1” cada vez que considerarmos uma contribuicao deste tipo. E
divergente. Podemos ver que esta divergéncia é transmitida para o que seria a funcao de Green:

YA _ N Y
C“K\SN 00—,y )P (4-»6\ = & O cw_»b\
s fo
(tem que ser realmente grande para satizfazer isto )

/v?\ e
(0-3,)0 () = & 0 Gy
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A raiz do problema estd na invariancia de gauge. Quando somamos sobre diversas configura-
¢oes de A, somamos inclusive aquelas equivalentes (ligadas por uma transformagao de gauge) o
gue é uma forma de “multipla contagem”.

ja incluimos esta nao devemos incluir estas
configuracao

Temos que forcar a nossa integral de trajetéria a considerar somente estados inequivalentes
por uma transformacao de gauge. Uma forma 6bvia de fazé-lo é fixar o gauge, mas como fazemos
isto em uma integral de trajetoria?

O truque que resolve foi proposto por Faddeev e Popov. Suponha que queiramos fazer nossa
integral de trajetéria com um vinculo qualquer, uma funcao do campo que queremos que seja zero:

Vinculo: C}' (/_\N\ = QO

A
Podemos usar isso como fixagcao de gauge, ex: Cy (/—\N\ = 5}, P\ = QO

Gauge de Lorenz

Podemos forcar a integral de trajetéria a s6 considerar “caminhos” em que G = 0, fazendo:

9
%W\A e —

E claro que ndo podemos simplesmente inserir esta delta, mas:

1 = S(G(A:\\ DETL S LAY

ol
IQ\,) = A N+ 5 AN
() para entender porque isso é verdade e como proceder, vamos pensar num caso mais sim-

_(w?+ 1\ —Rl
= g é Y A‘z& e "6 = ()G g()'l e € = queremos uma expressio

\ | J'geral para fazer separacoes
\—J\———/'\D 4 deste tipo

ples:
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= %39 g\n 3ot et Sey =

eN—

forca a integral ao eixo x
1 —_gaé Se)

Como escrever a identidade se escolhemos outro eixo?

%(Vce‘\\ e
Lon® = W Serva@

v

F{e\ = 23(036 - X Sene

NV = \19&\\% (8- fon=0

\

6

D (V(e\\B = r—z {:3(6 O+ SC@—@A}
Séegwleﬂ: 3 == —> 1= Acm\g%((ke\x Jo
S

N = &_El_*%l_

o

- sca@--\-‘Q$FNG

~ . ) —
Fazendo a rotagao dos eixos: \6 = 73 O - W SEN &
\L\
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1= ANSY ‘\gw@x 4o

voltando na integral original:

(\*‘

—_ 5&3 ady e 8363\«‘ 3 € AT S

-z

g\ﬁ/l\/J

ai estd a separacao que queriamos, possivel por conta da invariancia rotacional da integral inicial. Aprimorando um pouco a
identidade:

Q(FL\_": SQ(PLBX\ do = g%w@\\ VET)E\’J_?-\ AP‘ :%’T(%%l
QULB:D{T/%,P:O

f-o0

1=g do S ([t or*-/%l
=0

! podemos generalizar este procedimento para integrais em mais variaveis. Com infinitas delas obtemos:

1 =g ESD) De{“’“‘“ 1
&k (A

Bcj LAy = SD& S(G(A‘Z\\ a5 = Ay NNE
| KRG = A+ ke
N[ A7) =[P B(elAT Y =
0w \ o —o =V Dx = PBQ“

X K
A: [ A :j-\ 1 — SDL g (GQAY,T \) \ AH— (}(._( g;r;\;:deeGdaeuge, logo ndo
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) B } _ 4 A Q p
AV Ao )= A E Nl
Notem que todo o “truque” so se aplica se pudermos aproveitar alguma simetria (a rotacional
no exemplo simples, aqui a de Gauge), entao temos que fazé-lo antes de introduzir as fontes:

VA 6@3& " -

=\ = VA ékg = S(G(A:\\/Ae EANS =

Z note que nada aqui depende de a.
infinito multiplicativo que queriamos separar do resto (vai embora na

normalizacao)

Ainda falta entender como calcular: Q 2 EANS

Nao precisamos (POR ENQUANTO*) nos preocupar com este determinante, basta notar que
além de invariante de Gauge ele é (PARA TEORIAS ABELIANAS*) independente de A, . Por exemplo,
no Gauge de Lorentz:

Gauge de Lorentz

G(AN=Ps ()= 2" S
TGRS WIS SRS G

*se vocé ficou curioso, dé uma olhada na sessao 7.2 do Ryder, entre as egs. 7.35 e 7.46. Quantizaremos teorias nao-abelianas
mais a frente
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' N
Y P\r, G&S& x’*: DbQ /A(f y P\r, < S S(G—(/"H\\

Tomando uma funcao de fixacao de Gauge genérica:
y
6_(/5\\ = Ay O — WK

&
o

','I’ ‘\\ ’ N, N i\ L
Vh s D% YAV \DA, © ) S(e”ﬁ\ﬂ-w\

A expressao vale para qualquer ®. Posso inclusive integrar em ®» de ambos os lados, usando
uma func¢ao que escolherei gaussiana para a distribuicao dos w(x)

R |
NEN 87\»3 c VT DA eﬁoQ "

— N

PO N S
00y o € (o G €5 sy

N (%\ € uma normalizacao, que garante que N(%\ S?b) e_.',\g)w" l% — q

Nada muda no lado esquerdo da equagao a cima, mas posso integrar em ® do lado direito,
usando a fungao 6

N S XL-L ,” ‘\\ l,', \\ . | N S\)‘L‘L RN )u\_l_ CYJA \l
Sp’*r’ e =INCEY | D"“‘;“\/A@\‘agw,ﬁg SV

O resultado final é equivalente a simplesmente modificar a Lagrangeana:

< F\>é‘€t=; G‘; 1_‘; «F
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1 /\"a N\
‘S\(,—F - = —lg (B ANE Termo de fixacao de gauge (gauge fixing)

Obs.: para lembrar como o problema (e a solucao) aparecem no contexto da quantizagcao candnica, veja o Ryder (pgs 146-147)

Entao temos agora:

IN S )‘L'L . ‘\\ ','I Ny \\\ . ‘S\ : s,‘
? AI" cé S - :.'N(g\\} ,:, D%\:a\/-l(f “:S'DRT, e S Fre 7 X

Para esta nova lagrangeana introduzimos a fonte e obtemos o funcional gerador devidamen-
te normalizado:

II' \\\ l’,' “‘ ,, ' .k 5\ _ 3— P\A
2[3) _—1 N(S\ :' D""'.:‘/Ae SF\? Ny € (oo ' 5 e
N l\ I'I || ," \\\ 'I'
2~ T

’*S ‘S*EFf My
N,= gN(g\}{ Do«}:‘\{;& ‘:: S’p N, ©

~ 5\ (rF+ Sﬂf\ﬁ\ y
S’p e §( +J Ne

Z| )=
- e\S (& +Ler) I
=

Podemos entao tentar novamente o procedimento de completar quadrados e separar a
parte da fonte. A parte quadratica nos campos agora fica:

he f = %MK [g AN(BM -3, R\N _ %SGN r\"\l} =
[ RGpm-aanr w2 A (0,00 A

- SJ”& ia AI?)"" DJF(%"‘\AA» A =

—J—1> temos que inverter este operador
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No espa¢o dos momentos temos:
- A 9(4

&5 3Dy S, /\1 "0, C [BWD l—(%— SJy Bvl,ﬁ\“(qg\?:\(

(W 3\ (QW\*

:%5& O T N Ry € gl - (‘5 % %}rw\e e

(ATY (&W\‘ b
Iy Y SO ng Ak, \U“ " Q(“ - “75““’@‘\} ATk L
(:.US‘

k=L,
:gc) ﬂ’C (ﬂ(\ [/l - B Vz /Dl ,:\) @] A / I’L\ atencéo: aqui segui a notacio do Peskin - incluindo

Y um fator “i” na definicdo do propagador. No caso
(\_—FB l do escalar, usei a do Ryder, de forma que

A= Fj s ZTIOPY>= 1 Delop

No Peskin é definido:

D= —=— »ml LTEPPY>= D e
g O caso do foton o ertaz:
Do Dy.\, Ny ] s yz;t o o
/"V
"' -\5 Qﬂbﬁv pg,i{z Cg D %’]

Ry BT ﬂ«-%yw ) D[ A

Este operador tem inverso e podemos mostrar que este é:

= 3| (AR S L e | s

Assim temos o propagador em alguns Gauges conhecidos:

S:/\ =V r)\;(I)LBN — _;\?p\)

(Gauge de Feynman) D; + RE_
3 o D D(ﬂc\f,\,: — M G}SN _\,)RRQW
(Gauge de Landau ) .@:_"' L 02_

Como estamos falando de uma teoria livre, a Unica regra de Feynman que podemos obter é
mesmo a do propagador



Teoria Quantica de Campos I

Quantizacao de Campos Espinoriais

( Peskin 9.5, Ryder 6.7)

No caso da quantizag¢ao candnica, era necessario (para evitarmos estados de energia negativa)
exigir que os campos de férmions satisfizessem relagdes de anti-comutacao:

(v W\ =
RN
Isto é simples quando estes campos sdo operadores, mas agora queremos fazer a troca:
A N S
< Py \\)k%\S = \Ph W gep e
L JL_ ¥y

L / » Nao sao operadores, mas precisamos
que anti-comutem

< \{/J\LMB \,PL\\S = - < \,(;(}5\ \,\\)L‘L\>

Precisamos de fung¢des definindas em um espaco de nimeros complexos que anti-comutem,
o que ja havia sido proposto antes por Grassmann. Os numeros de Grassmann satisfazem a seguinte

{6 JY&% = @ Q_/ + \z/@ = Q um par de nimeros
de Grassmann se
comporta como um

numero usual

A

61"— @) Q’i YZCQJ‘ ‘Vﬂl’ﬂx - Qs%

gce)\z/\ —_i)\_—‘ a@ +(\)_\jy&,-\_i\je‘z +jS2405©v£
@) Q

Me@i

Ha uma ambiguidade na definicao de derivada (temos que decidir se ela age pela direita ou
esquerda):
sL A

propriedade:

O que tem diversas consequéncias:

sL (OM) = %y — oy O = VOeM)z %y + oy O
MQQ\—& : MQQ e
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Definiremos:

NS
N

J
N
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Adicionalmente, queremos que:
S - O+ VZ, —P gée P(@\ = &é@ 9(6“2\

F(e = F(ox)
A+BO = AT DB(e+)
‘qel\z —» ¥ =0

para satisfazer essa propriedade 886 ® tem que ser uma constante

gé69=/)

gée feey = gée(% Fa® s e e, o)) -

- O\/\’\'U\S\z = SS@ ()CG,‘L\

Para numeros de Grassmann complexos:

@Yz\ - n*t o = —@VL jg)vl Séwﬁ:o

e"vg z _ o \sz
SBYZ’ BWL eﬂfw& = g()z* chU —VZQQ\: gg»g 52@%7“\__ .
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N QU )
e ] Gy g T 1

compare com (pg 19):

¥ ¥
A -94‘2 _ > _%2
BAE*JEG _ A gézjzgfze A
SANERE 0 IS vy 0 A

Suponha um caso bidimensional:
Y4 o~ _ " X
VZ (.Yh) VL i} (V\.« Y\;B

RS AR AL MR UIE
= &?TYZNZI Q;
ST A AT, 0 Y,

BY_Z}“LE )”?j,‘ (\% VN AYZ)‘
Sb@léw - %W« I AN

B A
Fazendo uma mudanca de varidveis,obtemos: SBQ 16
\/L: M\ < X -
M N € C
=N
QAQ)T—(/V\AA oL,y ¥ /V\n'><1\ (/V\1ﬁ°<ﬂ + M) =
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= G\/\m\ MNyy ¥ MNasy Ny )S2q 0ty = DET[M}D(”‘)(X
Entdo, se queremos que: SAYL A‘QL n‘ (ZJ_ _ gébz" 2"‘1 <ol

temos que exigir: AYL AQL—-(DET[/Y\__XX\ e, e

o contrario do que temos normalmente
-1 X
da mesma forma: AYZ‘: é‘(Zt — (DE T [I\‘ 1\ )<, )ui

entao:

: e T fL s L 3
- Q%S%AQB R N ) N G _

A
= N
= -i——/_ Bx* qus :;-5*1 C
Der VA )7
e T

Provamos isso para 2D, mas a mesma coisa poderia ter sido feita para mais dimensdes.

_SAR :
w“w_er 0 D -
compare novamente com a pg 19: 3 Z 'J z C — CDET A\
GRS (TR

Usando derivadas em a, podemos também mostrar que:

bb_L '\,& bil;tib G*._{bA‘Q:(/A\‘B‘}hDGT EA’}
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Podemos definir uma “funcao de Grassmann” como:

\{)C‘d = 2 b (bLL‘Q
N I
LD {.(L)L} base de funcdes usuais

coeficientes sao numeros de Grassmann

E generalizar as integrais funcionais Gaussianas para fungdes deste tipo:

Q»P\

D3y €= Perla))

Com isso podemos voltar aos campos de Dirac.

glé.(‘t\ —v espinores

Jo= AQ\?”%‘P—V"@‘P Ty qz

< Fontes

(Grassmann)

ZQE‘*&)*LF% ¥ Dy e 'LS“‘H (167 0= NP + T +Ii’_a

N=\D?¥ D exf ‘Sy‘“ﬁ (3" - m\ﬂ
— N—_
A

Podemos seguir o mesmo procedimento de completar quadrados usado anteriormente para
separar as fontes dos campos. Neste caso obtemos:

—_—

Yo Y= ¥+, Q”‘DT\)l_—QjL\Vo
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-

= Ex(’g—fu%\’m )\h Y—Z, ”\_1\2%.%89\}77&) W‘E k%{‘w[J(p@” d, - m\\P}

EERAE Exfg— ;gm JII\ A Q%

Resta apenas obter A™":

(eq. 67.1)

AR = (A ) ATy = 31(‘““}{\

A'Ocpy = SGeps (2R ) Do ey

(}\\é"‘ dp =Y (» L) +e ) N _}\B:

--0-~")o. &-@RE\'M—"@
pg 18
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M~
~ y novamente é preciso atentar para notac¢ao, segui aqui o
/\ \Qk 01 + W™ Q‘A k YC C)\IQL Ryder, no Peskin esté4 definido como:\
- N SN gy =2y
(XT) B =R E Rrtaw | fomiit

2 TIPS = Seeyd

O procedimento para encontrar os correlatores é entdo o mesmo de antes (tomando apenas o cuida-
do de ndo comutar os numeros de Grassmann, lembre-se que definimos a derivada agindo pela esquerda)

Zol T T ooy [o> = gﬁi\ o Z7)

W=h =0

D xf—g S }g S 8“131 "z(w\g(«(—\ L\@-IR
P A gl 2 T Besepy

L —~—"—
I

|—

= _ %J"}\ JC‘&—\'A\Y&(%\

este sinal
vem da comutagao

_— e

1308 T Gy 2SI ‘) -
NER YN %yl(y&\ /\\ ﬁ wh YZ‘% Kb\uvz\
W

<o| T Z\W“‘\WO‘:\\S 0> = & SO, - O /q=7~0
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Simetrias no formalismo funcional

(Peskin 9.6)

Considere a funcgao de trés pontos:

LS
<_QJT{¢(»L\‘>(]5MQGSCYQX | > = %g?<(> < (()(mdl(‘t.\\q(fg

(eq. 69.1)

Pensemos em uma pequena mudanca de varidveis (exigir que a acao fosse estacionaria
perante tal mudanca nos levaria as equa¢des de movimento classicas):

Goo —7 PN = Py e ¢ (O
?d)‘ _—?<ﬁ PEQVENO

AORY (L8
chb oY . XPmbzdeta\ =g?<i> oS . Scp‘@&md‘&&\

Espandindo o lado direito para &(x) pequeno, temos:

EPSENCIS &S%% IO

O [Lep Lo L1 o)
57‘}’ G (C]S(m\‘rECvD\S (q&(xa\Jrg(vQ‘S ((13(‘(5\,{5(,,33*3 -

) J“'m ( \
- S?¢ elg - (1 P AIE &@\N(C\B[q’““\cﬁ“*\ RN RELNBO0) DLy~

—+ (1)(14\5 (‘()\\ ©LY3\+ q)(_x(,,\qﬁ(‘()\\ E/UB\ F@(gﬂ:

iS()\I\L L(d) 183\ £(6) .
<Goe <2 sty Gpe oty e
_J

e termos + EUNBCL) DY+ duE (9 Plo\+ G FONE g HS(C%
do lado esquerdo
de 69.1
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TN TANTIA F@(Q%
IACTRE géu‘\( 8(\4-‘41\) ({CVL)

;SJ\ {(9) \
0= 'LS?(?) e gm m[—g@\ B LG by HY PR Dl At e - by
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Como esta expressao tem que valer para qualquer g(x), temos (em ordem g):
;SJK L((b\
Q= S?Sb ¢ [* S)@)\ ¢(44\(£(\<)\\ (t)[x}\Jf-‘l&m-y,\qé(u\ b[%ﬂi@(ﬁ\%&-x,}{)a}\

+ 1¢(14\(ﬁ(“x\ N -Mﬂ

No casoemque [ (¢p)= j{ N0 NOE %\vx\'Cﬁ" (eq. 70.1)

(= -Dd-w
temos: S‘)\I
Q= g [(DH*\ B(P@ ¢(¢4\Q§(“)~\ {m \4_1& y\(f)(u\ ¢)[Y3\..H¢(_»(4\K\( “\B‘t)&;\

+ A(b()(n\(ﬁ(\(k\ Qe - M]

@) L)
(Dw;gms ST AT NS 8?95 eS [ G d e +

RN TAPRTAL TN

que, dividido pela normalizacao, nos da:

(D-f ) <2 IZd)(‘B(b(J‘A\d(\()\\ b[Yg\‘\SL{)‘B— — LQ‘ {&(\( Y\\d(‘LQCb(\(B\KI_Q)‘
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L 2N {qﬂ(ﬂ S - \Cbhcs\bm -k 2N M“\QSN &(\c-\‘s\bm

0 que também vale para um numero arbitrario de campos:

(D4 <—Q\Té4)(‘\¢(‘ﬂ\w{mr\\.\glﬂ5 :,;24 J)]T{gf)(y\ AN ~¢(“n\l|ﬂ7

(eq. 71.1)

O que nos diz que ¢(x) (lembrando que o operador age em x e nao x;) satisfaz a equacao de Klein Gordon
dentro de qualquer valor esperado a menos de termos onde x é igual a um dos x,. Estes termos sao
chamados de termos de contato. A versao desta igualdade para n = 1 nos da um resultado ja conhe-
cido:

A

(D + vv\°)<D, ] T{C} (\(3({)(11\} | > = -X g(\(—w{A 4&\\/13>
\___\/_\/
 AF ()

Para obter o que ocorre no caso de uma lagrangeana qualquer, com um campo genérico @,
voltamos na eq. 70.1(substituindo ¢ por @) e notamos que:

cg\ 159“\ S ‘wi\Q(\)g :S;L_ANL
O D L B a0

ey

Que é justamente o que seria zero nas equacoes de Euler-Lagrange para ¢. A equacao obtida

{ (o) s gy Z@m\ RS ey

Estas equacdes de movimento quanticas para os correlatores sao conhecidas como
Equagdes de Schwinger-Dyson.

s £ O = <UT{on>




Teoria Quantica de Campos I @

Leis de Conservagao

Novamente, vamos usar uma pequena mudanca de variaveis na integral funcional, sé que
agora o faremos na direcao de uma simetria da lagrangeana, para obter o analogo quantico do teore-
ma de Noether. Vejamos um caso simples:

§ = Hﬂ‘P\l—\"’\l\?\L plae ©
c?(x\ — (kaapoc\

d — L

Faremos a seguinte mudanca de varidveis nas integrais: ?é(\,(\ — d)\(m = gf)(t\_\.}\q(\\ ?5((\

\
? (p = —p Cb (a transformacado é unitaria e Det[U] = 1)

Pensando na funcao de dois pontos:

&Sa‘x AR L&J‘t K

% Yk
SW © P ez (34 e OERTIN
Aty b
Expandindo para o/(x) pequeno e considerando apenas os termos lineares em a.(x) (anélogo ao que

fizemos nas pags 69-70): N

b &)
O = ?cb GL&J ) imﬂg* gﬂaﬂ’“\ma@m ¢ 1) I +

[ oo B oo (1t 4»%\1\5
&J& (4,0 ﬁm« ‘gh <05 doy

(e L06) .
0 = \vd S W‘“S&E‘“ ()bt deay|
] [ L (¥ (]5(»44\1 BT e+ b 4 [_ AN d){(){*\l\S
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X &J‘ X S\ L(b 1
I w[‘ & @ B e )+ M deendl) 4

0=\ EDdP <

- E(\L ”@\ (D;F("(}\l

Como isto vale para qualquer ou(x):

}\&c)‘\c \S;L(bl
0=\ Do ¢ [_Q,/b“) B e 616y S Do) - SO cb*%\}

g Pragieend = L e geadiar> < Pl SNy

O que novamente nos da a conservacao classica mais os termos de contato. Esta é a equacao
de Schwinger-Dyson para conservacao de correntes.

Os assuntos que seguem abaixo foram abordados na segunda edic&o deste curso. A versao de 2013
recebeu diversas correcoes e algumas derivactes foram mudadas para ficarem mais claras, portanto
recomendo continuar a leitura usando aquela versao.

Correcoes Radiativas

(Peskin 7.1, S. Weinberg QTF - Vol1 - 10.7)

Vamos agora olhar mais profundamente o que acontece com as fun¢des de Green da teoria
quando “ligamos” a interacao. Comecemos com o seguinte objeto:

N T{H Ginhin>
e |

—= estado fundamental (vacuo) da teoria interagente

Como interpretamos este objeto? Tomemos auto-estados de H eP | N " P

n
Definamos: |\ D> — F Ix> =0 \\7
podem ter uma ou
Bocsr P mais particulas
I 2™ p | A >

A invariancia de Lorentz de H me diz que \)xp> é auto-estado de H

AN = BeOy 1N 2


Ricardo
Text Box
Os assuntos que seguem abaixo foram abordados na segunda edição deste curso. A versão de 2013 recebeu diversas correções e algumas derivações foram mudadas para ficarem mais claras, portanto recomendo continuar a leitura usando aquela versão.
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E O = N

ﬁ Estou definindo como “massa’, a energia
do estado em seu referencial de repouso
(o que faz todo sentido para estados de 1 particula ou
mesmo estados ligados)

= < >£)\
e ng\ NE(OY <A

W > \»{
4Jl|’li<l>(¥3 {)L»B‘g > = <AL cf(ﬂ(]ﬂv@\ﬂ? =

:<Jz|¢(x\l,ﬂ§<ﬂl¢(“h\\ﬂ\+z e A 21 A><Ap lCM\\JI\

\/—\(\j N (x> \3 3.\:9(1\\

O
>/\(’\>( —-&,(’:}K —K"\L
caldel>= <al e deve D> = . 2 1\ hp>e
\/—\/——’—/
Ly translacao
P=Ep

~1 - -\ -
=« 21UUG@U VIne>e " [ rlgoyps€

/ F=Ep P=Ep
boost de P’para 0

U|)\(J> =\ Xoe >

U @(0301: gbéox 2|V = <R|

L-;) para campos de spin maior teriamos que ter mais cuidado aqui (vai para a lista)
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é. —_ = =
N + 4 007) - Er (=)
4_!L|q’>cﬂqﬁtm\\fa> = % i _/\/O\l<47v|q>(a\l>\u5\c e [
(G 2, =
A
Se vocé vem seguindo as ambiguidades de notacao (pgs 60 e
_;(4 j;\ » § e (1 N 68), aqui virtualmente acaba a diferenca entre os livros pois
+~ 0 -x (=N —~e - Ryder, 255 define u dor” do"qu
Pp @ ¢ L g NP A e L it sk
eary LEO AT P ke MONIAUE 0y =k ey
\{b>¥hb N Cf;><11\1}5 S (&AFCVH\“\\
(rLcL\LW\ 3\1\ = M AF (D =
1 . ‘;‘ﬂz(kf(‘\
— N . = »Ple ) 3 ‘&iﬁ e
. N > 13\_\\1 N
— ? C a l >\ 3\ Como é este o propagador usado para as dis-
R < 0
(é:“l\ (, — v’\)‘-\—LC cussoes que se seguem, acaba a ambiguidade
A
Poderiamos fazer o mesmo para o caso y, > x, e obter: DL (b = M
F b N
(RSN
3
N
<JL|T§<;’>u\<ﬁub\7§\fa> = E k<Jz|(I)(a\l %OB\ DF(»( Y hx\

A

Note que obtemos o propagador de Feynman com a massa substituida por m,. Para cada
estado A contribuindo para a funcao de 2 pontos temos também um “peso” dado pela amplitude de
criacao daquele estado a partir do vacuo.

em teoria de perturba-
cao isto seria algo do tipo:  (\¢

M M
R e e o

" B « “IS

.. .

Uma forma util de escrever esta soma pode ser obtida fazendo:

dﬂlT{(}S(\t}éﬁt})\]&\fa? = iﬂ\; Z\\ (&'\T\ %U"\L- V‘\\—A\ k<_s1|q>w\| %05\ DF(»( -?3\{\/\1\—_

N}

PN =2 TN [<aidey o
A

Densidade espectral

= ﬁ f(/v\l\ DF(‘(“\ZB\N\D\
AT

° (representacao espectral de Kallén-Lehmann)



Teoria Quantica de Campos I

E importante notar que, para um estado intermediario de uma particula:

\(-—Ln

teremos m, = m, onde m é o autovalor de energia no referencial de repouso da particula. Esse estado
contribui com uma funcdo § m-w)para a densidade espectral

P =3 S -2+ GO

k \') contribuicdes de estados de

‘4&] 43 (o)) 1°>\ 2 ou mais particulas.

estado de 1 particula com momento zero

Z_ —> Field Strength Renormalization

Como ja vimos, esta massa “m” é a massa observavel da particula interagente e vai, em geral,
diferir daquela que aparece na lagrangeana, que chamaremos de m,,

yn —> Massa fisica

Y, —> Massa nua (bare mass)

Em relacao as contribuicdes de mais particulas, W(w\l\ , temos essencialmente duas prossibili-
dades: a partir da energia em que possamos produzir duas ou mais particulas reais “livres” temos um
espectro continuo da massa m,. Mas abaixo desta energia podemos, dependendo da interacao espe-
cifica, ter estados ligados de duas ou mais particulas. Neste caso teremos polos adicionais em massas
entre m e 2 m. Isto nos leva a uma forma tipicamente do tipo:

?Lﬂ\“\ﬂ
1 particula
estados ligados
2 particulas
2
' = N
Y\,\k (';“\\9'
Passando para o espaco dos momentos:
AP
6\'1 (G4 4_(L|T§¢u\q5m\]g\«fa> = ,)/*\ F (MS =
Al () [\\ + &g

(§]
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2 DY ~
— +a -1\‘ Y
P el P—("\1+'\f_

Que tem a seguinte estrutura analitica no plano complexo:

AT

R VA N e VA [Y’.]

— 17w

B:NND g'rmrgg

Comparemos este resultado com o caso de um campo livre:

e C;P‘<0\7i¢(t\¢60\1l0> = A

(’)— \mi) -\-/\E,

Os dois sao semelhantes e fica claro que temos que levar Z para 1 quando “desligamos”a

interacao. De fato, é possivel mostrar que (veja Weinberg, 10.7) :

Py

g ):(/*\’\ J = 2 1 =2 + g G’(Ml\c)/\\l

Q

o

O que também nos garante que a contribuicao de estados de muitas particulas desaparece

na teoria livre.

PS: no caso de espinores de Dirac, 0 mesmo raciocinio nos levaria a:

N\ NESEEAN
gs‘m A TR P> - 222 RO
S It

- KZ (f*’y“\

PL—W\J'-I-}\C

+ ...

Z P es>=NE Eled
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PS2: obter de fato a forma da densidade espectral é uma tarefa ardua por se tratar de um cal-
culo nao-perturbativo. Um método envolve a utilizacao de relacdes de dispersao. Quem estiver
interessado pode ler: Weinberg, sec 10.8 ou Peskin, sec 18.4

A matriz S e a formula de reducao LSZ (Lehmann, Symanzik, Zimmerman)

(Peskin 7.2, Ryder6.8e7.3)
Vamos ver o que acontece quando generalizamos estas idéias para correlatores maiores

®£ h:); 0T {Cb(“'\\ C,)(.Kv\»,x\\i \_2>
> \F\\

Vamos escolher um dos pontos acima (que chamaremos de x) e fazer a transformada de
Fourier nele:

e e ) Th e ey L PENY >

-3 T T_
e + % N+ % c\xcf
T o — =S
1 1L N

I, > ¥=2° > T

A integral na regido Il é uma funcéo analitica de p° (ndo contribui
para os polos)

. O, .
Na regido | o tempo ¥ € maior que os outros, portanto:

S e g& S c_xpréﬂ\ by ThOCZN . ¢ (21> -

=

el dbs x| Tidzy L bEa Oy I

ﬂ\‘ ) O\
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2O 1S = <alPd In> ¢ /

L@ (wé 7Y - EL{/\\

_ ‘)3% 3 4+ i‘().{{.’ — AP a I.\?Q.(o —*Eﬂv_»@
= é\&o AK— of ) >
2_>\ S % (e g ¢ \_’lE\O\C C <a) Qb (D | N DK

) 4&\ T&#)CZ’\' . q)cz'hﬂ\kl_SLB:

\ o Q Para garantir convergéncia
=0 /J\(E(’_P\\(O—E,X' —

N o ?
_Z_ S I \(,O\\ <alPed ) XS

= <>‘r\ T{<{>CZ1\ Gy oo C()CZHHBX‘JLB‘-

— M —» M
o < =T o_ ,;(Er—;f\x( -ex (B G cee - P+ T
o - W=T, —d ¥=0 e ° ) (rP Dug«( IDARE S S

R A _

= E o — v <alP I N> Ar\ \H)CZ’\'” d{(&m\\klﬂ>
— B [op et |

Esta € uma fungao de p, com singularidades em todos os pontos E,(A). Se estas singularida-

des sao polos isolados ou cortes vai depender da teoria especifica. Vamos nos interessar com o que

ocorre proximo ao polo que equivale a uma particula de massa (fisica) m.

\01_ = P;— _((;D‘L_W\L _ ?;_(wxz (CCJEP\(V"“EPX

EL
. (0

Limm 5= ™ = 28 (P -Ep)

r)u_o-l'EP

o e )T bl PN L ¢} ™>

-
> estado de 1 particula com momento p

RS 2Py b TR JCAA (T

N/ ~

Y .
= + ~ £
? Z | d)o Ic\\i_x\/b estado de 1 particula com momento zero

este simbolo quer dizer “tem polos iguais a” (estamos desprezando os termos finitos)
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Se fizermos o mesmo para a regiao lll, veremos que

P2 ) Th e gy L @} >

o P EalildeEy.. ¢yt

N/
(J .__vv\-\-»\_

Gostariamos de continuar fazendo isso para todos os outros campos dentro do produto
temporalmente ordenado, mas temos que ter cuidado com o isolamento das particulas externas. A
forma de fazer isso é voltar na pagina 78 e, ao invés da transformada de Fourier, usamos um pacote
de onda estreito:

S v S e
AP Yo —ip AP, -k

e e e — 33_9&3 e e e \D&Z\

\P(%B distribuicao estreita centrada em p (voltamos a transformada de Fourier se fizemos
esta distribuicao virar uma delta de Dirac)

Esta pequena indeterminacao no momento da particula associada faz com que ela fique
com a posi¢ao contida em uma regiao do tamanho deste pacote. Retracando todo o raciocinio acima
teremos agora:

Z ‘QQ‘\ g (&) A A 2 U DI M TIPEN . ‘(3(?\”\}!1»
(N WE N B - G HRE

~ A AV T 1 <07 . l{)@w\}l oS
PeE, (:fW\k FL—V”\ . i E
P=(f k)

YRl Y71 /i . —- . e .
Na pratica agora o polo “anda” conforme variamos k, ou seja, o polo de uma particula virou
um pequeno corte cujo comprimento é a largura de (k). A volta ao caso anterior é bem definida con-
forme estreitamos (k) até que vire uma delta e o corte volta a ser um polo.
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Se fizermos o0 mesmo para todos os pontos na funcao de n+2 pontos da pdagina 78,
obteremos:

ntx

1N (m;s R pr-(ﬁ‘i\ eI TIGED . b Can s
L (AT
T
De novo temos trés regides: 1T \| _x;— { - > Y,
. 0 s

N\ sobreposicao maxima dos pacotes

Se tomarmos os tempos que dividem as regides suficientemente grandes (para o passado ou
futuro) podemos assumir que nestas regides ja nao ha mais sobreposicao alguma dos pacotes e di-
vidir cada uma das integrais anteriores em trés regides, assim como fizemos antes. Mais uma vez, ndao
precisamos nos preocupar com a regiao ll, pois as integrais nessa regiao resultam em fung¢des analiti-
cas. Pensemos nas regioes | e lll, e no caso em que so6 “empacotamos” dois campos:

Q Q -
LR SRS 1

< (1| _\ZC(S(M\ L Cf) (V‘P\i—)-\}\_ﬂ__> - _fZ\Té b ¢ b(,ﬁk Tﬂ)(\c,)\ ) _4(\(“&\},%
/X
il

~

— ( pr A “Pevs
S L W(&Jﬁe;ehw%(@

\ oy 2Ec i ey

x £ _Q\T2 4)(14\(’5 LX‘\X\;\K> < /\k\\—i (()(‘(5\ . ...4#(\(”&\ lo>

Q\/—J

E aqui os pacotes de onda se tornam importantes. Como este estado tem que ser aniquilado por
campo que sofrem a restricao de s6 serem diferentes de zero em locais isolados do espaco ele
tem que ser composto de duas excitacoes distintas e isoladas espacialmente. Neste caso podemos

fazer a aproximacao:

S AT AL )T b d O > k) -
/\ ():\T\‘ ;EK

_ ) A 3
:2_ A_E«_ o Hc; _/L_ 4_(7_\4)(\@‘/0“> c_(?_\(;5ba,')\/\ﬂz1><>“4 >\1?le

o Jomy 2E ) 6T A8,
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Agora podemos separar a contribuicao dos “polos” de uma particula (que na verdade agora
sdo pequenos cortes):

Tr(m . 1“1?_(0;3 TIPS L b S s o

A=1

A2\
~ _(T (m P ~ Aa 2B by (T deey - e, o

(e E1<4 (X . v~ FRE
> Eay

A~

Para voltarmos em estados assintoticos de momento bem definido, basta tomar o limite
em que 0s pacotes viram funcgdes delta. A expressdo acima se torna:

[ veimtom A

ot
Finalmente, podemos fazer o mesmo para as funcdes que restam (colocando-as na regidao
[l - passado) e vemos que o termo mais singular de:

o o~

_(T (3?@\3 J“K‘., (-:‘L i \(LKP- (“?i\ < _ﬂ_l —\[C(S(“q\ D Cf) (\(r\+>_\}\_f1_>
1o\ar 2
N

-
~ ) (f’«.-‘m +~Z,\ ou‘iéﬂ f \(_CBX(_({'\?N

contém em si elementos de matrizde S

Resumindo
_ propagadores
< N \2(#(“0 D 4)(‘“&\} > TT( completos <5
Lpacotes de onda
/ ? volto ao pacote estreito

\TT gty cpdy 22, (it RPN

termo mais
singular
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# se pudermos inverter a ordem das duas operacdes indicadas, fica bem facil obter os elementos
da matriz S. Na pratica esquecemos todo o caminho que envolve os pacotes e calculamos o
correlator da teoria interagente no espaco dos momentos:

1S

Tl e ™ W W B 2T LI O TV IR

A =

~ . B
A~ [T @ ﬁ <RSI, >

‘9‘\“7 E(« ;"—'1 P:——\f"\l"_*& }B—. Q):h—\,..\ Rl
Wy

(eq. 83.1)
III

ai basta olhar a funcao resultante na regiao em que todas as particulas externas estao “on-shell’,
perto de seus polos. O coeficiente do produto de todos os polos é o elemento de matriz S.

ps: no caso de particulas com spin, teremos fatores tais como u®(p) acompanhando os propagadores, neste caso temos tam-
bém que separar estes fatores da matriz S, multiplicando por polarizacdes que projetem nos estados de spin finais e iniciais
do espalhamento que queremos calcular

ps2: também temos que lidar com o fator \z", podemos identificar quanto ele vale na funcao de dois pontos de cada
particula e “separa-lo” junto com os propagadores para obter a matriz S
Importante: note que o fator Z e a massa fisica apareceram neste desenvolvimento geral, mesmo
sem termos identificado qualquer divergéncia nas corre¢des radiativas. Suponha que estivessemos
trabalhando em poucas dimensdes e as integrais de loop convergissem. Teriamos que introduzir
Z e uma massa m diferente daquela na lagrangeana (mg)?

De fato, a posibilidade de fazer esta inversao foi provada por Lehmann, Symanzik, and Zimmermann
e a equacgao 83.1 acima é conhecida como Férmula de Reducao de LSZ

Vamos tentar expressar esta formula por meio de diagramas de Feynman. Consideremos
um caso simples:

Consideramos apenas os diagramas conectados, ja que os desconectados nao possuem
a multiplicacdo de 4 polos que procuramos.

lembre-se, por exemplo, da teoria A¢* -

KD DD 6= Ap (4,-2) Np (G2 (%32-‘10\

+—LANAFBF
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A funcao de quatro pontos no espago dos momentos é:

S

T (e ™Y (T o € V) CIT Jpeaden sy g

1

estou pensan-
do em uma teoria
com um unico vér-

tice:

Mas é sé para fim de
ilustracéo, o raciocinio
é geral

Isso pode ser bem complicado:

v \'4
\6"\ ' \01 *Q&’ . ‘
— / -/<__1; com isso agrupamos todas corre¢des que
s6 modificam o propagador nestas “per-
; nas”- os Propagadores Vestidos ou
[ Y, (B — <, bpag

Completos

Resta a parte que modifica o vértice da interagéoﬁ/
que chamamos de diagrama Amputado
Pensemos primeiro na estrutura dos propagadores:

Podemos dividir as correcdes em dois grupos:

O :,__——.J,»EQ.:L_;._,_\_-\-J-_U_-L:‘ ______

Q / W
One Particle Irreducible One Particle Reducible
1PI

1Pr

,,,,,,

Se definirmos um objeto que coleciona todas as correcoes 1PI:

—n (\/\l C?A\ =
fica claro que as correcdes 1Pr serao dadas por: —l— + +.
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De forma que a funcao de dois pontos completa pode ser escrita como:

Ve o | TP JO s L L@ -

T

- -~ 2 - -~ «

— A I\ -1 T 2

- = I + S ,( S = 4 = L(*N’”\ _"__(‘x \_:_’_h
P = ¢ =™ P —Ma 0 - P—"0

-

ua

o P _I'v'\o

-~ <1 VN IR VL S S S U S S S =
a2 ~ 2 R a2 M\O-

P = P —"a P =" P -
. N x
= ‘Pu_m). " — M = 2 a R
Q P —Mmas T (\'\(?\

oy
P Q

O propagador completo é dado por uma funcao complicada, que envolve a auto energia M.
Conforme a discussao das pags 76-77, sabemos que perto de p® = E, 0 unico polo presente € o da
massa fisica:

A ~J + (funcao sem polos\
2

TS NG R aad 2

p—

O

P, —2 Eg,
Py — Er,
‘Q(QA i EQ4
P Eo

Isso quer dizer que se formos para a regiao:

A funcao de quatro pontos tera o seu termo mais singular na forma:

termos regulares

onde, do lado direito, resta apenas o vértice e suas correcoes (diagramas Amputados)



Teoria Quantica de Campos I

Comparando isto com o lado direito da a férmula de LSZ (eq. 83.1), reconhecemos os produtos dos
polos e vemos que a matriz S deve ser:

p

£ 0n R \S \QZ«QI.;_>= =

Para fins de ilustracdo, no caso A%, (em teoria de perturbacao) tinhamos (pg 40):

T icb DG §ry) Cb(bgK\ -
= -3 L/—l [41 C—V—\ 4 X\x YO

N/ v\/
desconectados L Ne Ne) DeAe O

SBF (z = ¥%y) DF(.%*Vt;\ Ap{?f";\ Ae (2 - 24N Jz

i e k@

—  —WM =z yﬂ“ e é\'Dli 5121 A < L. A < k\lﬁ ! R

(e b =y I v '

2N \
832 ¢ 5 Qw)? 3(24“'&"023‘011\
O (0, 0 S L do e
- —-;\>‘ a‘n Dti 1 A Ve A 5(24"’&_\"'02{'&7\()— '~~€
Y R R

gue é a fungao no espaco das posi¢coes. Passando para o espaco dos momentos:

N APy Y . NS —Lﬂq\g b .
gé € SAK‘\@ g e ! gﬂk‘, e <ﬂ“" 2;4)0(«\4)(\*\ ¢(\b‘3 é(bA\K\—(L?:

9 M \ ) \ \ W '/” \\\ ,," | - i
= i (am) d (, G-, "gza\ RS LR P N

¢ N RS ’
2, e A Y ? vy un
(’ e Y"'\‘é P;./'—f:'\ oL ~r~ D_‘ ‘.v\v\\}
N s x oo b .

4

amputacgao

notem que nessa caso nao temos o Z (pois estamos em Leading Order)
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Uma analise equivalente para funcdes de mais pontos nos leva a:

k4 .
wWHL R TR‘

2 PSR > = (T2 @ :
o A

N N

Note que para campos com spin teriamos fatores de polarizagao no lado direito, tal como us(k) ou g, (k)

Funcoes de Vértice
(Ryder7.3)

Da mesma forma que fizemos para o propagador, podemos também definir uma soma para
todas as correcdes do vértice (por exemplo em 144):

Sl = X DO T -

)
S AT ERBPY= =) + \’
P(P‘)F“PSJP"B:/) o R
N »
NocasodaQED: — € P (P\Jp\ = _,I,C\Q + .. _

&)
R _ p
' ((’,(’>‘K\ boa s e

Note que no caso da teoria Lp# temos um vértice com 4 pernas externas e na QED com trés.
Podemos também (em ambas as teorias) definir uma funcao de vértice para duas pernas externas.

Vamos ver como podemos definir estas funcdes para qualquer ordem o obter um funcional
gerador para elas. Primeiro definimos:

S W N A=

— 2T qipio> =0

B (Teo) = e =70 2R ST -
W
\D paralJ=0 2Ls )=1

mas estamos pensandoemJ #0
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€8

SR>

Pensemos neste objeto em uma teoria escalar livre:
gd Ké\?) 300 QFQL “B\_) L\b\
By

G- [y faed 165 ) 5 = 31 =¢

_ 1
D@ = s

- _,\QA\L - _ Jké“}) -\(\56\1‘“5\3&0\

S[) [,‘5(* g \AD (e - n ‘)(“6\ FD—;G:%’% .

LD gue é a solucao classica do sistema

3,/ % N\ _ % .

d()ud) M) ) N _
Q o0 TS
12D+ 93
b LTt <; 08 _ 34
BEHA

Supondo agora que eu “ligasse” a interacao, as contribui¢coes para esta funcao de um ponto
seriam (pensando em 7.¢%):

ﬁ-lff—‘éiJr :@'ﬁ&ﬁ—\[—qﬁ(_,_
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Pensando em termos de diagramas 1Pl (e em uma teoria mais geral):

(f)cﬁ:"“ﬁ(—" X+ 4
;@ —@—

—
DG
"\,\/ ( “G\P b o

_ SJ“\Q DI‘-(K-\B\ S("ﬁ\

@ +.

P L7 ¢, L7
bacs = = 4P )39 [ - Gy ey

- 1Jii g e e )Y

(eqg. 89.1)
Vamos definir o funcional gerador para estas fungdes de vértice:

A
T_‘ l: ¢&l = 81( Pt‘}“-) QQ’*—} + %\%"K beI"M(\ ,"b\ C)bo_(\t\ ‘#(}\ .o

(e = 2 A E%}/
qua((b 5‘7)«2(‘“\

6,20

Comparando isto com 89.1, temos:

S W C{)d( Qm\ gf‘n AF Ge-a) (Scxh\ + Si“il\

8 BN SPa (p
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(D+*5qhQ3w§:—§§Q@H®&Awp(§%»+SEMJ\

— N/

Sl P ly
(0+n) Bu 3wy _ STLRY | 5
P, (N
%m (V'\imﬂ B %gyﬂ RSN (D+w) Do (3(?\ \—— YR
RIS T (e
E’P - =30 ST

(€N
=TT 49 - (mm‘)“b?)(*-vbﬁ

B A AR
)= @)

(L)&:Q ‘—\ (a\(‘(-)?)\

(eqg. 90.1)

o\ =5 rl(\n)c(”___?ch\ — S .. r‘ Egb&}
5¢¢(V~D B(PLQC‘L"\

6,20

Suponha que definamos r'[_QbQL COm a expressao:

WLTY = T3, 45& P paen | | AW g

(eq. 90.2) ST(&\
§_ {_‘Eqbdl - Wi g Je 70 qb&c‘k\x (eq. 90.3)
S99
%P[_SM] - 9w ~ 53@) (h(‘b\ B j%\
Ly Y s
T— ¢S&={>&u~b\

W) 34
Sy Y /
—J e
AV Doy
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> de\ (‘p )

que é justamente como o definimos antes (eq. 90.1)

@)

Note que a funcdo 1Pl de dois pontos é Tl-(?\(l\b\ e nao ] (K, \,6\

. o ) ?
Temos uma Interpretacao para q'_l

W
de‘ (KB B ﬁa /A‘i G¢=9)  Propagador cor;\pleto
. T D
d m(m\ b W = < T{d)a) (b(»b\k |2

@ PALCNERIAN N -
(LEQ €)1

oo ANCSN (4 4—8 y ! T L}) @

RN
.a = J\ ACCK" \
SJL})\ B ' L

Quando fago —p @CL =0 ((,)b 33
g)‘ Eq(b— 0) B(;’, Cb— »B\

S e
STNC NEEANCE 5\‘6 Gy Br e % “B\ = Dot )

(Dw\?( @15( s BT )aG= + At D)

() (o3, Sg0n S My | Ky =~ Seem

f—\ (“-\-‘b\ {630\
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5‘t PMM& A?%' VT A

(eq. 92.1)

C

|’
Pm(\(\’b\ g(f_"_? c-'ﬁt f\“ % t
aT

o

c , -ipe . A A :
QF(})\B\= gé:-t e % a/ﬁ (™) SL aﬂ(;'ﬁ) d (P—P‘\ \h‘m(p)acv (™) C ¢ “h = A S(n-vb\

)
(x é a inversa do propagador completo! No espaco dos momentos:
)

; - AR —~? L“ﬁ\ R
Jf\“ c ‘ﬁ.ﬂ(ﬂ gﬁ Dv () = A 0= “b\
ATl

)

M (TY!
Bl £ B
SLL P DEeY €Y = i SCeyy = oLl
K o) .
P().3 {l ( X
(P\ v e (eq. 92.2)
c .
ﬁ CPS — - massa fisica correcdes 1Pl ao propagador (pg 85)
F o) L / A
\_\/\/ — ) /
L5 R Yt "}
Zv Mmoo o= e N\ (()
funcao de Green de 2-pontos completa \Q

massa livre

F‘(ABX - “(P‘_m’o— N\‘L(?S\ = AG\ICP‘\‘ (@_@35

() (
s T

l\(\( | 7\ - (U i m:)(gé(x—\,b)

Queremos achar relagdes analogas a 92.1 e 92.2 para vértices de mais pontos. Notando que:

AF CY) VBB _< 53%\%5&\)\ D\_\ gdi ()

Ya.3

Podemos escrever a seguinte derivada

S\ _ 2" %@\( 6 -~ ()2 AC:CZ_\\\\L.\} 6

\_—\

SN S 5@(2\\ E(&(z"x

(eq. 92.3)
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S 2 C O _
Ww& ey [Ty = O R
D AC ) (r_S\' R
2 (‘( =) o 2 1z (%) -
g St)_( ) FCh) ‘ (2 "B\ -yj) A‘—( N 83_( \\3 \B O

. L (" \ c
9z <_L é W ] \—‘ \(2)‘%\ T i ()7: 52 A‘__ (Y)z_\&
NECHERIER L%\

TNERL 7o) :
- (&2\(2"3 X (=) %?;(U\ O

& A ChY)
3

g‘\z dWLT) g)é (ﬁ; C"—\)\A\ P(»\@)VB\\ +

YO0 £ LY 8D %\

~ (e 32 0 AT ASE ) Ap Oy ST _
g \}6 F ) A]“ \\L [ \b &%Z"S &\ﬁé% %g‘O\ Q
(1=

Sw (3)
YI0) $ LY 8D Ry

S(3 8202 preeniE ) pp 0o ST
=) o) 392

) W
qx‘ ¥y = L> e —
o (LY SIDI 830




Teoria Quantica de Campos I

O que nos mostra que a funcao de vértice de fato contém os diagramas amputados que
gueriamos. Outra forma de ver isso é invertendo a expressao acima:

3 ) A (S
o PEM ke Y T‘( (¢2) r )(\J,z\v‘(?vj\\%u o NLA]
A=) Py DY) R DO EREE T
como estes sao 0s inversos (eq. 94.1)

dos propagadores completos, o efeito deles sobre o correlator
sera o de “amputar” os propadores.

Podemos continuar derivando para obter expressdes para as funcodes de ordem superior. Em
termos de diagramas, a expressao para a funcao de 4 pontos seria:

~
Obs: note que na pg 90, trocamos a definicao de P[Qﬁ&) dada por 90.1 por:
WESY = M) + Sav. 56 Pacey
w3 [t —
com S\l = ¢«Q(\i\ ~6——— = =309
S -T(W-\ % (})&(‘LB ((x) — B Ry o = /-&

Jx

A = f(»&-m&

o que é uma generalizacao da transformada de Legendre = ©

Identidades de Ward-Takahashi na QED

(Ryder 7.4, Peskin 7.4)

Com as defini¢des feitas nas ultimas paginas podemos agora provar uma generalizagao das
identidades de Ward para os propagadores e vértices completos, as identidades de Ward-Takahashi.
Comecemos notando que quando quantizamos o campo eletromagnético fomos obrigador a fixar
0 gauge, pensando na Lagrangeana da QED:

DEEFF = - 1\1 Ev \:N\’_\_ ;\\Q@((),, +L€(A\,J\\\) ~\f’\©\P - 2_%(8/4,,\1

\r’\/
S

(eq. 94.2)
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A Lagrangeana fixada, no entanto, nao é invariante de gauge - mas precisamos que os obser-
vaveis da teoria - que véem das fungdes de Green - o sejam. Portanto o funcional gerador deve ser
invariante. Assim, dada uma transformacao de gauge infinitesimal:

/_;\}J ’—A/A\N +6N§< o = o< (W
Y ¥ -rey

kp — Y +Fre =<\
vamos ver o que acontece com Z. Lembrando que no funcional gerador aparece:

S = (M Lot 374 VT

Quase toda a lagrangeana efetiva é invariante de gauge, com excecao do termo de gauge-fixing:

AN, %@AwDA@AmﬂQB

3
- 4 AT - L @ A YD+ O(LY
s ¢

mtegragao por partes:

gw@“ AN(P=<) = %a‘w, (DY APY =
As fontes também contribuem para a variagao:

_ __ N N N )
3A POy — S F D A VA B e»<\|)z
— N integracdo por partes:

N EC)M R S s QHSA\) =< O

Portanto:
AS 1
Z=N\Da79Dy € >N\ DA Ty E*‘{‘%’{—%(ﬂy A 3,3 4

_ _ RS
_&Gz\?JAe\P@*&EC
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Considerando que a/(x) é pequeno, podemos expandir a exponencial e obter:

\/\/
®) LA/-' s\_\J’\P]

Uma forma simples de tratar O é usar o mesmo método que usamos para tratar interagoes ante-
riormente - transformamos ele em um operador diferencial agindo na exponencial da a¢ao, fazendo as
substituicoes: E%

_ 1
SR ~oon

= —» (/] + SAK%C&BOBZ

Para garantir a invariancia de Z, qualquer que seja o, precisamos que: () 2 = Q)

o3 (e g e

S eLw

_Ap Y 3N )T, -ae /B SW _p }é’W:Q
[ S 3 ZVZ ) 282}

1p ¥ AW ), wcf‘/vz §W23=©

S 33

Fazemos entdao uma generalizagdo da definicdo para as funcdes de vértice, usando a transfor-
macao de Legendre mas trés variaveis:

PLETAY = Wiy, -\ 0 (Treys 3740

3¢ parece errado no Ryder
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S A SW_ 7 . P
o = Ag

OA S
+
D1 _
:}\-7 VZ, S_,.\\"J = T
5\P‘Q %Q, N 3¢ parece errado no Ryder
61-, - - q/ M— - _{ 1_)
S CP—Q d YL & alguns autores
* %(gemhmmamw
AN ; equacao como
o 2|0 b":‘\% 4 S ST e /A @ 3T\ _ | WerdTakahashiou
comsnaersie | g ) 5_) \Q Q v - W-T Generalizada
EA,J “
(eq. 97.1)

Esta relacao entre os geradores das fungdes de vértice garante a invariancia de gauge de Z
em todas as ordens de perturbacao. A partir dela podemos obter algumas relagdes mais conhecidas:

(I) aplicando as derivadas abaixo de ambos os lados de 97.1

KNS
%M al h | O/\
< s [.S,L %ﬂ.— S Be My Vs S0 D
SMXS‘BE"‘\ SHES E THEO TREW)

< s ‘M&n} ¥ [&Hﬂ@ e e Sty A0
3*’%\5*& ) (\P‘* SO g OB )w@@ S5 )

e entdo fazemos: \PQ: \(_;&: A,} =0

b &—_-ﬂ.e ~g(1—33 M + oe-ny) Sl Lo}
S DRLDS A RISRTD g\p&@b« BTL
o (‘(}n O [S\: (x -M\] ESE <D‘ -M\]

o T Ggauge) = eSSy OUENIES T L0 |

Y k.ty]

(eq. 97.2)
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Passando para o espag¢o dos momentos temos:
~ P, 4\'.&() Y4 L‘\ l =1
&ym Xl‘b,, )1“1 < BC A\C_’ ™ SC“‘““‘S [SF (\8'\“‘“\ -
v M PN —A ;\\‘1 h B ‘lp -
:g‘ym X\N 4 C B h - 1\%‘) ) \— (A A

b:r
~ b % A \3 - -1
_ g 31\64 }1\( P‘BA -A )\\(1 L:LL\(,\ %%\%‘T\? - \b Yq Lg\s (P,\\)\B -

= () e, %U, _P, S Ewlwua\\ Lg\i (p;;y’\: (_{\T)\\ %(@,L?,\»(’L\[%;(PSX']

&3& M‘ My, G»P“bﬂ kz\“1 hy Sﬁw-\@ B: (“_Kq\jﬂ—_

A (w—y\

: M\ '\Pa\\q i -1
= 1 Xl B G Vb X SC”L - 4\ L <_ (P,‘\ N
83 Y \64 X4 x ()\’TX Lg\- ﬂ
) (wb P04 oy 1) 8 (‘31%1\ -
~_\\ b ISP e <,
g ) Y My e . % s S ﬂ B}

- %3“(’4\ % q+¢g -7, \ (\/’ -f() 9 A )\B - (l\ﬁ) S0, +, - (7;\[% (m\}
NASLR T
\ 1, '\54 N cho g — 6 N — 0
& Y B\&. ) 1 C C ¢ A\«, EIW‘ (L(\“Y\)x _ D< {:,ﬁ»*’ ((’|)—\F15k\

W P;j (6 00 = e (5T7) ket g&i@t &< ((ﬂﬂg
AR e - e G R Y S g;@y}

3
Da forma como esta definida, PL . . J contém a carga e conserva¢ao de momento, para
separar estes de forma explicita: ‘
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'1LSX QEDB3D
A‘NN(Q;B;@ = ¢ Qm) 5“((;41.(12_—(73_\3‘_’“‘;9 ( P, f"\h\

€03 - -
W P:i“ (b k)= o< (wh} L Lgf__(@ 1

Identidade de Ward-Takahashi

(eq. 99.1)

Que, em diagramas, fica:

48
R @ =(_a -1 —
"\:J\\a{ 1) J—Q fa +A B E/f; 1}

A

A partir da equacdo 97.1 podemos fazer outras combinacoes de deriva¢des funcionais para
obter relagdes entre diagramas com mais pontos ou diferentes campos.

Correcdes Radiativas na QED

Funcao de Vértice

( Peskin secs 6.2 e 6.3)

A s )
fj; — ,"‘\\ + ! +
'1}’ u\\r:l-nl "ﬂ (’ U\T-l-‘l ,’1'(, \u \r+‘1

N \g\f'
" . _ye yo texto

~

._,\Q

Considerando simplesmente a estrutura de Lorentz e a restricao oriunda da indentidade de
Ward, podemos escrever uma forma geral para a funcao de vértice

. q
QVN\(: LBEGNJK\ 1

M= v R+ e

—_—

ARy

Fatores de Forma

a Q. —LO

L . —D ‘_q ((]1‘)
L.O. - leading order
(primeira contrib. LO

nao nula em teoria I:;. CC\)\ = Q

de perturbacao)

(eq. 99.2)
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Tanto F, quanto F, tém interpretacao fisica. O espalhamento em um potencial eletrostatico
é dado por:

» 1 T,
ATTON = ($63,92,0% AL (4) = [T S I j0,90)
T\ estatico e varia muito pouco no espago

P RN O BN @

70 21 =% 7D
P M= —xCF oy )T M
W‘J

De onde vemos que F,(0) é a carga do elétron, em unidades dee. =D ]:,\ (OB =

(eq. 100.2)
Como ele ja é 1 em primeira

ordem pert., vemos que as correcoes
a este fator devem ser O paraq2=0

O mesmo pode ser feito para F, em um campo vetorial constante:
X =
AST 6N = (O, AGDY
AM =G D T M) AT D

M= e RO T () AT Mm:(@%

= © el
L :1’ RELATVYVIST.
, ] :
;‘Mf — (A€ S <~ = ¢t ., (o\ + T, (o)]Bg NG AAQC‘\NB\
\_/—\K__/
comparando com a aprox. de Born \;Qi (_1,3

2P )ATIp> = = VO AT ¥(E-E,.)
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— BZ
N (N = -—</\)~> 2 Q)
JE—
1/‘) Momento magnético do elétron

> =2 E’MF&(QB} %‘J'/g;% Z?m Q&
Y~

—
sae D
Se escrevermos 0 momento magnético da forma usual: J\, — < S
CG AV

Vimos (eq 99.2) que F2 = 0 em primeira ordem pert. portanto g = 2 nesta ordem. Mas ele sera cor-
rigido em ordens superiores:

“%=»2+k9(<\+..

\E; Momento magnético anémalo do elétron

~ o o 1 —
Vamos calcular as correcdes de primeira ordem ao vértice: \ - \<\ + g T

Lembrando sempre que isto aparece em:

»T P\(.‘“G Y P R e e

» SML —n \”3 S «\(%1_‘(“\ \6\ \(%*—‘m\ (@?S\P

N =

(%\\\\‘ U’L P\_*’“E’ — v 4 RE — R AE

K\J'%tﬁfv y’(\,‘—b‘g\' ——KVX\HJOIV Sy %\S\A

e (Y R N 0 2 i (W] mﬂ‘z”)—_ ek +0Y
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e (M THPE s R eagher )
O‘W\\' [UQ'(S*’LE’]LJ@—\MM ki] Dzl—“%’fkﬂ-] (eq. 102.1)

Para fazer esta integral usaremos o método conhecido como parametrizacdao de Feynman. A
idéia é transformar o denominador acima emum Unico polindbmio de grau 2 em k (que por sua vez
estara elevado a 3). Fica facil ver com fazemos isso no caso da integral simples:

d 1
1
1 { _ 1y
—_—= AN o 6\43“65(6 [A-\"ﬁx
AD [«A+(1-¥)B NS
Q) o
Que poderia ser usada para integrar: parametros de Feynman

|
)‘IQ( 1 _ S . E (1 1'“6 1\ ) . —
(ERNURS 73 Dl o NG W

A
= I\ e bg(mvb—ﬁ
[Lw,@oz \w(hr-\—mp —w \'61

/\

o

9Z ficaria bem facil fazer a integral em L, uma vez que é

Q _—V [JL - ™ \61 esfericamente simétrica

Temos uma identidade mais geral para o caso de varios fatores no denominador:

/) ! (h~’l\\,
= 3‘(,\ . )Xv\ E (ZV’\_']\ N
A’IA&"‘ AV\ E’(AA;\""\(}AL*\.w"'Mv\AQ

(eq. 102.2)

Qo

Aplicando isso ao denominador de 102.1 temos:
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/] ,]
— o = &Jv)‘b)bé{}f*\a'\ B-’\\ __l_
[V i) [ @] (12t P’

(9+q)
D: L& (;Qé—h\l+xf_] 1 %L@—W\}-i— ‘«i] 4 16[(9,{_0‘1_“5] -

=\ (G- F "b(%erloz-‘\+<1)—ﬁ\L\ + %Cﬂc—ml +w N

Q

R MRS LRl AR TS (e (A
= o+ 2y ey ke A0 ey A2 YT G =
EEIPEN O Y e e

l L=hegi-ge
=¥ iy gt g T e e

\/—\//

= P+ -

“a bit of algebra” 3 2
Ao -

~N\= )‘A)b X ﬁg{rﬁﬁ_ %‘(\lJpB(\(—)’? -\-nbc\l PR _uaw\)_ _

Prg= Po(f=p = PP P popt

2> =

- D\“é)b e —)%bw\l v\gwl—vzg(\lfh\r\" 4—\60’\'—-*-\“\‘ —hw\
= () TR RNTR O g

= (=Y = Pl oot —xpep
QW\L LD;\PP\: 3""\1_(\1
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—_Y;(_l&ntb — _Y\_% +1\b\\\+ (”6\6‘“8 “6\(\1 -

) _“')()Blml*w?)‘ll $<0
o
N\= —\uﬂlﬂwz\jw& > O

Pl 2 2
D :SL FRE DN =L +\c“ ~ U=y m*

1
R (e Crgann) 3 T
S = AAE ZW\\*&A MX nvb \?[1

Falta fazer a mudanca de varidveis no numerador

bl =T+ R e Y

Isso envolve um bocado de algebra, é necessario lembrar que:

. JL
(T) P=P) =p ot

C\IB Ewl esta entre espinores: T\(P‘SE"‘] Q)
portanto podemos trocar FU\( P) = m (P

De resto é s6 usar relagdes de comutacdo e as relacdes entre os momentos para chegar em:

M N BM(_%Q (1o '_\B\ “\1 ~+ (4—11—21\V\L\+ KF”# P”)-MX(%_'\\ _
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f] avn (272N (v - “6\}

CD Pois é impar sobre a troca xey (todo o resto da integral é par)
Usando a identidade de Gordon:

— " _ I, 0 N
WLP\\ \Q \LU’\ — WLP\\[L_P_ 4+~ N v 1\)

w(PY
Qv

v
podemos fazer:

o . ~
¢ 5 3m ¥ ”‘Q\JVQ\V
obtendo:

" oNveo ‘Y\Q gubb MERA v - X
S = AAE ZE\* ‘bbgc “va \ p%k

x \g(ngrU O -9y g - (11 A \ ““X“ }g\\]

(eqg. 105.1)

Fica bem mais facil fazer a integral em | caso possamos passar para coordenadas esféricas
em 4D, podemos fazer isso se passarmos para o espaco Euclideano por meio de uma rotacao de Wick

€ C)WQ.=}\ J&OE bgivg =x S‘QE
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- = 3
S Ve —
= ( 5 S(}JZ\' éQ‘E M_
Gy [, 0]
W O
N TN— .
L_D HT Q\‘E_)/A . di }k— A i ﬁ A}.-w\
dmo= 20e JQE L (T L DTN
A
"7z 3
_ NG A N _ -1 A q
(3T S\l N (=D (e (4T SL (\“ D= Qw\—x
5 (eq.106.1)
™ Z
Ve 1 5
JU _ Me e IS L )
(.3:“‘\“\ [9:._ ]\”\ (l—w S‘i Eg\: _ Dl { "T\- L,E +Qw\
<
NN S
\ nZ H 2& W (e 1)
I ;\C_ 1\\'\_,_/\ L ,\

—

(Y e e R

(eq.106.2)

Aqui temos um problema, ja que estamos justamente interessados em integrar termos com
D3 no denominador e a integral é divergente neste caso <

> K -pe0 L

dmo W MS PR | M(ﬁ]
AN
A

Estudaremos o significado desta divergéncia em breve. Por enquanto vamos dar um jeito de
isolar esta divergéncia na integral, este procedimento é chamado de regularizacao e existem muitas

técnicas diferentes para executa-la. O importante é nao confundir este procedimento com a renormalizacéo, tudo que
a regularizacao faz é colocar a resposta numa forma em que a divergéncia fique mais facil de analisar, separada de uma parte fini-

ta (0 que ajuda muito na hora de renormalizar). O método que usaremos é conhecido como regularizacao de
Pauli-Villars e consiste em introduzir uma nova particula ficticia de massa A. Nosso objetivo é fazer

a seqguinte modificacao no propagador do féton que esta no loop:



’l ’l 4
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(B-p\ 44 (Be-p\ 44 L (P -\ 4L

\9% 7 \;@W —K\M

PN
Note que recuperamos o propagador usual fazendo /\ —7 S5

2 X RS
mas para 92 > /\ podemos deprezar /\ e os dois propagadores se cancelam.

Se voltarmos na pg 103 vemos que ganhamos uma nova contribuicdo em que a Gnica mu-
danca introduzida é (nada muda nos numeradores):

Z%« = _Y\BC\A +(’\—E~\\ " *%/\l

De forma que agora temos:

1 - S
S 3L ( X RN S, L Ve
(_L\\ \ [_Q. — Q—l [Q D] [Q::- n D’xg [d; "'/A&S =
_ ;LL\'M h\(h&-lmﬂ#—glx BN VO U AN -
(S ) ) > N x w? )
A AN

—

| leiﬁ_ P 3 AL LA _Q,v\[ﬁ_ 3 A Dy On) |
(k(\\ Kb=s N Q. Koo A QL Koo |

(m £ j

As integrais finitas mudam da seguinte forma:
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podemos ignorar esta modificacao se A >> 1 5—\

Voltando com os resultados das integrais na equagao 105.1, temos:

Nk Q\e &Av wb%(wm v (m% [19«[ ] N&U—L\U \b\‘\

5 N—
—r(’\ 16+ l\ )] S jq hh\%(/] \6\\]
- (eq. 105.1)

AA C\>]/ Z/\l _ﬁ'—i’ fp— = constante de estrutura fina

A\

g PN: \{\}J STI::] (‘1)\ + J\Ji Y(lv gr (O\\ (eq. 108.1)

1%
11 )
= 7 = = [k S(ergan - u&)w{w- e\ e
ST‘,(*\\—(QW &J 5?)37036 n BW\E Ll +&[1 & \?)\(\ (Hb%\ ]%
(eq. 108.2)

0 (eq. 108.3)
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Recapitulando o método usado:

(1) Usamos os diagramas de Feynman para escrever a amplitude

(2) Combinamos os denominadores dos propagadores usando os parametros de Feynman

(3) Completamos quadrados no denominador, mudando a variavel de integragao para ¢
(somando uma constante a k)

(4) Passamos uma numerador para £ e notamos que as integrais das poténcias impares sao
nulas. As poténcias pares sao escritas em termos de €2, ¢4 etc... (o uso da equacao de movimento
ajuda muito a simplificacao do numerador)

(5) fazemos a rotacao de Wick e integramos no espaco Euclideano. Caso as integrais sejam
divergentes, usamos algum tipo de regularizacao.

Notamos que 5 nao tem qualquer divergéncia, de fato podemos calcula-lo:

O valor experimental atual é 0,00115965218073 (28) - tao preciso que é necessario considerar
as correcoes O(a®). Uma vez consideradas, estas correcoes concordam com este valor em 1/1 08

E ]:1 , N0 entanto, contém divergéncias de dois tipos. A primeira, e mais 6bvia, esta ligada o
grandes momentos no loop e é chamada de divergéncia ultravioleta. Na expressao que obtivemos
ela aparec quando retiramos a particula ficticia da teoria, fazendo:

N —2 =s

N (‘:’\ =\ }

A outra esta associada a momentos muito pequenos do féton no loop, e é chamada de
divergéncia no infravermelho. Ela fica evidente se tomarmos, por exemplo, o seguinte termo de F, e

fizermosq=0
- A= _\e¢ l\-(i'\&h\)‘
(=) a‘%%Xwnwy«\ﬁ&{(«-ibn(;\v“] “ﬁ(\ %

(6]
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problemaemz=1

E relevante notar que esta divergéncia no existiria caso o féton tivesse uma massa L, ja que
nesse caso teriamos:

AC‘]LB = - \/‘“6 (\l T O '%\ ~ + \O f\ =) _AGF:Q\ = Cl —Z}\w\l«- bzf“

De fato, divergéncias infravermelhas estdo ligadas a particulas sem massa (e o quao facil é
produzi-las) e aparecerao em teorias que as contenham.

Divergéncia Infravermelha

Comecaremos pela divergéncia de baixas energias. Para facilitar a discussao, vamos assumir
que a divergéncia ultravioleta foi devidamente “resolvida’, por enquanto isso significa forcar a condi-

caodaeq.100.2:
5 (o) =1

Como: = (Q\KB = Ff(g\") + %/\::\/C\‘V/) Yoo
\‘/T/ ®(€§>

Precisamos que a correcao se anule para g2 = 0. O jeito mais rdpido de conseguir isso é rede-
finindo a correcao para subtrair o infinito:

S Eleey = SFED = 8F o)

Com isso obtemos

5F, (9 = (=) 3‘5“()}53(“@‘3 % %’\} [1*V~\(‘-\?)\<\ (”6%\]

0
\- >~
B Ay
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0

(1— \1\,\ -\-3\3‘“\
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E claro que a esta altura esta subtracdo “a forca” é totalmente arbitraria e nos deixa com uma
profunda sensacao de injustica, mas quando tratarmos da divergéncia ultravioleta veremos que ela
é justificada. Portanto aguente mais um pouco.

Voltando a divergéncia infravermelha, vimos que esta nao existe no caso de um féton com
massa. Portanto, uma forma de “regularizar” esta divergéncia é dar uma pequena massa u para o
féton depois ver o que acontece quando fazemos o limite N —> O

Temos:

= (=)\\» 5“()5}3%(w+ﬁ«y«\§ A~ (100 -y (T B
Sl 0= b\w _1\64\ +N6
: s
QcmM (= Y
T TRy
Como estamos apenas interessados no limite N —> O desprezaremos tudo que ngo di-

verge neste limite. A divergéncia vem dos termos (1-z)2, portanto ela ocorre em um “canto” do espaco
de parametros de Feynman:

=] . .
podemos fazer estas substituicdes no numerador e no z que multiplica p
Y. ~ O
170
‘ 1 \ <\) s A
- (= o h Y+ -1 — — - - )
S Gy %U SRR S G N
0

1% % s P
20 (1 N (1 -B—B\“G(\*w ml“_zfﬂﬁ
0= (1-2)8=wg

55 - - mé
= (1 -2) == 1-W 66 e 3
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Para N0 = LN(W— f‘s“*@% L <§>:LN Kil)
©° N/TOONT

1

i JS[J[W}W}* a0 Y iy tﬂ) _
Ty b g

1 v
R VA
3):4‘———% JS[\”\ -4 |Ln *Mi)
) Lo |G

-/

{Zlm(ﬂl3

Este fator de forma modifica a carga, entdo ele é transportado diretamente para a secdo de
choque:

LSL—_— \ { = IQ(“LN\M)MMS

Resultado em “Leading Order” (primeira ordem na expansao pert.)



Teoria Quantica de Campos I @
Como o ﬁlc - . . N
e A a1 SN, A
A = L —— < T o~ ~ —m————C
SEANU ST B NGRS
P (>0

Portanto, nao s6 temos uma secao de choque enorme, mas ainda por cima ela é negativa

Para entender melhor o que esta acontecendo, vamos calcular fig no limite de alto g2
1

) 1% W=V
N .
SETCARN kil Ry

1

O
- + 1
SRS GIC NI S S 2D e W
x
note que abandonamos a nota" C_ ) ("\E"\‘“
cdo Lu(-9 ) porque no limite dé
grandes -g2, sé estamos interessados
nos coeficientes de LN(—B;) € Lal-9) - pY
N cLN q“'l—/>_— '\‘/\ //] ___LN —jl" _)
O Ln(m?) é justamente 0“1"que . X Q >~
foi desprezado a aqui \ 1 L 1 AN
— —z -

Q

Temos enfim:

F(-5—==)=1- 5P (T) (%) 06
(eq. 113.1)

Esta estrutura de dois logaritmos (chamada de “Sudakov double logarithm, ") aparece em
outro calculo famoso de QED, o “soft bremsstrahlung’, a radiacao emitida em baixas frequéncias por
um eletron acelerado. Do ponto de vista de diagramas de Feynman, estamos falando do seguinte

processo:
€
_.’\
NN
(e
—t_ [

£

e

Nao calcularemos isto em detalhes (se estiver interessado, olhe a sec 6.1 do Peskin) - 0 importante é
saber que, no limite em que os fotons emitidos tem pouco momento:

1] << |7 -¢ |
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~M = L)\(\EL' (;\
L_v fator que dé conta da emissdo de 1 foton

amplitude do espalhamento elastico (sem emissao de féton)

amplitude total

na secao de choque ocorre algo semelhante

\ 3 - VAN paYh
do- (p—o P )= 407 (p o ') L ;< \‘;i - Lpf\

L— polarizacdes do féton \)

densidade de probabilidade para emissao de ﬁ_}
um féton com momento k

Esta probabilidade nao pode ser integrada para qualquer k, precisamos respeitar a premissa
de que k é pequeno colocando um limite superior na integral:

B« 1=\ -7
Com um pouco de algebra, conseguimos colocar a integral na forma:
1)

(7«08 o = Jo. 1 T(j)i,) ‘
oo 0 p( - | » velocidades associadas a ‘{?J (?

La funcao que nao depende de k

probabilidade total de emitir um féton com ¢ < W; | < | C-IO\

Esta propabilidade diverge! Temos uma infinita probabilidade de emitir um foton de baixo
momento (“soft photons”). Este fato é conhecido como divergéncia infravermelha da QED. A regula-
rizacao possivel é novamente introduzir uma pequena massa para o féton, neste caso obtemos:

N —\aﬁ_ .
\ Tl 5 Ly 1+
W2 = il——xac -1 Ly I’Lf)
= ) X
@)
\k\ —DL /\’
No limite: \?(‘ —D o5 J—l‘T[L: _(\)‘ ( Peskin pg 201)

p”’

guando fazemos isso assumimos que o eletron A

emitindo os fotons “soft” foi acelerado em uma T ( — L _ j

Unica“pancada’, uma aceleracao curta e intensa ne ’\T) (\ = 3\ N -
A2a

-_—D‘Q
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Assim, temos:

—ax 2
o (e Prmy - doT(p ety = L“( (&

A)L

—)

2
—'l S

(eq.115.1)

gue € a expressao que queriamos, comparemos isto com o que obtivemos em 113.1
2 2
i —» (] =)= 1 - ( ) (-57) ¥ 0
/\ Y

Que modifica a secao de choque de forma que:

C\@J("—D Py ~dog (e Y’\>[1 — == LN( i\}:>1—~l JL>H‘)(*
T

- ‘ll’D ) o

Vemos que, pelo menos até ordem o, a soma destas duas secdes de choque esta livre de divergéncias
ja que as contribuicdes se cancelam. Mas o que uma tem a ver com o outra? O fato é que, do ponto
de vista pratico, nao faz muito sentido diferenciar “medi um elétron” de “medi um elétron + um féton
guase sem energia’, até porque fétons de energia infinitamente pequena sao objetos estranhos (sem
momento, nem energia e nem massa). Qualquer medida vai ter uma sensibilidade maxima a fétons
“soft”, que podemos expressar em termos de uma energia limite E¢, abaixo da qual o féton nao é
observado. Assim, a se¢ao de choque total de espalhamento de eletrons é dada por:

‘LQ;‘P U \ yQ )
= (- +~ - +X\(£&4E
T M_(P P 0 [P — ¢ O )

. 2
Se abandonamos o limite -c\ —1D o obtemos:

|

(}&L;Z 2% 4~%_*Lu(“_37> (),Q(jy-* LN(_M_L_ (),R(j)»_:

gz 1 -2 L ( B+ ©Ml

(eq.115.2)

Onde ja ndo temos mais i, e podemos tomar o limite o — O sem medo de divergéncias
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E possivel mostrar que este cancelamento ocorre para todas as ordens de perturbacio
(Peskin sec 6.5), neste caso a secao de choque medida é:

J\Eﬂ’ _ _& exf | — D\f; Q]{LCT\ Lo (_%’;,\Sl
du o

Auto-energia do elétron
(Peskin 7.1)

Resta tratar a divergéncia ultravioleta do vértice elétron-elétron-féton, veremos agora que ela
esta ligada as correcdes radiativas do propagador do elétron. Vamos a elas:

Primeiramente vale lembrar o resultado obtido na pag 77:

5“«\ eLPK<J‘Lll_{‘\J(L\$@\\D_5 N (4w L
P+ nE
W
2 )PPy == FE (D R

L ]+352.

Nosso objetivo é agora obter as contri¢cdes perturbativas paraZ, em

_ SN
< \PC”A“\)L‘&}‘_Q> = ——<—— + —%&_(—\ > oL

\ﬁ—’&_%’;/v

j\[ Vo) .
f w(fﬁm& Z_.“ Z)Cf’\} )\CO/* )

PD— g+ nE

5 t P—mgte g
—_ 4 Q

basicamente é a contribuicdo de ordem P Mo e

e? para um objeto anédlogo ao que

chamamos de M? na pag 85

I~ S “massa” do féton
- — ; 4 y ’ no fim faremos:
,,\Z&(PX = (-xey [P o AW +n $, =~

( @Tﬂﬂ E IRVSE RS (p- k\l - [Jl g NP0
ordem perturbativa

Temos, novamente, que usar o maquinario desenvolvido para o calculo de loops. A parame-
trizacdo de Feynman fornece (jé integrando em y com o uso da delta):
1
) 1 4

—~ _—— =\ Jx
b —metiE (pf) e Cg{l_‘“ lp + v — (I i)
o
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k & < P o termo linear em € no numerador ja foi cancelado

y \V

, S ) °
—'\ZL(P\— c g g():ﬂy [q: —Q,;*A.E/ll

D= —A(=Op +xp 0y

Podemos usar a regularizacao de Pauli-Villars:

A \ A

(P-tY-peie (Pl 2phie (P-k)-Neie

1 1
2 \ly\ —)‘\LF + 4 o 2 ()\Ik ——l‘(-f; + 4 ™o
- - _ > 31 L _ > 31 1
_r\Zx(P\-— C g g()ﬂy [(LL —ay"')\'f/ll C g g(ﬁl\ E(LL —a,\‘*}»f,ll

[ Q

E fazendo a rotacao de Wick:

ML j:ﬁ L Y LN(QA
&y (@2-n, C-n, o) N,

/\n.
'S
2 (== p(dme =y Ly
A P NN (/’—K\h’\: -l-\(/\))h__\(_("‘"t—)?’_
) (eq.117.1)

Podemos entender a estrutura analitica desta correcao. A funcao Ln tem uma ramificacao
a partir do ponto em que seu argumento fica negativo, como o numerador é positivo a condicao é:

Pe=(1-0m% + - -0 £ 0

‘> LP s6 serd possivel acima de algum valor minimo

O<w<1=r (>Q) (>0 dep2>0

Em termos de x, a funcao f é uma parabola cujo minimo é determinado por p2

{)(\?35 = p) v +( )Jq'(’l —a) Ly
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x
N
P %
o| 1
O minimo passa para baixo de zero em:
D \ - TR
F(,{“\P 3 =0 — P.;_ — (Woi/\J> il““‘\“
3 Y~ YNy Ciee )
\4(_0 (‘P_B p— m :D 1 ~ m P /l 5 . ?\J;NA;/
o~ como ?(4)*’3:)3 >0 )‘f—(’ nao
— ha como uma regidao negativa passar de x >1
XocP—i> - my —p M= v < parax< 1

Mot M W'*_r}

Y
bl
Logo, para 0 < x < 1 temos uma ramificacao que em: P >/ (Y’\O 4\}3 ,3

0 que esta de acordo com o que vimos na pg 77 - temos uma ramificacao a partir da energia em
que podemos produzir duas particulas reais (nessa caso um elétron de massa mg e um féton de mas-

sa )

Também é possivel encontrar o polo, basta seguir o mesmo procedimento que usamos no
caso do campo escalar para somar as contribuicées 1PI (pg 85)

i%<_ﬂ_|T£¢6\u\€\g\&\—
- DT (>

jyk AU W Fastlas <7 @ -
- — + @ +- D0 - @@+ -

N A massa fisica é dada por:

F—rme - —) Dx_m -chg)P/: =0

\

(eq. 118.1)
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Bem perto do polo vale:

f—re =5 () = Ly < - —ZFZ) 3+ NIETESN

| L - a= )
j Yoo 20U T+ Yoo V(o\} |l2> e N ( )(_3 A (f fm\ ’ &Z) 3
- P —

SW\: m =, = Z(fé:m)

Comparando com o resultado obtido para o propagador completo (pg 77):

ju R N Tortlas o L Za(frn

P__

2/ =1 -2 \
L= (eq 119)

Em ordem a, as correcdes sao:

}‘ (> N L A
— — _o (@ e X v i
Qv = Z\(V!'M"X T ONTE S ((’)—K.\W\;‘ FXNToN U h{\

)

A N
Lo | (30 Ly :L
AT (13 +p?

Q
_— ———

11

T | -
N 8 m03 v 4/ 4 mo? - 12
a[z,u (-8 m0* - 2m0? 1i® + 1*) ArcTan| - | -
4 mo? - ?
-2 mo0? + ,u2

2 u (—8mO4 - 2 m0? 1?2 +,u4) ArcTan[

]+
,u‘\}4m02—;.12

mo
v 4 mo? - 2 (3mo4 +2mo0? y® - 12 mo* Log[T] -2t Log[%])

\) K
5 vz

J
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Primeiramente, notemos que nao ha divergéncia quando p— O
Q
L‘/v\ gm: 3~<w° 1 +3L’°(’L%} °G O L(:o tAN(N
l\]-ao &—\‘\_’ ° "

E que, de qualquer forma, a divergéncia ultravioleta estda em um termo que independe de

s

Temos entao a massa do eletron sendo corrigida por uma grandeza divergente. Isto nao é no-
vidade, classicamente temos a energia de repouso de uma particula dada pelo potencial eletrostatico
da seguinte forma (carga pontual):

S

bY
— X e 1 &
s 1 )E "= ( pr L \:— -\ Jin \lr
IR TR e 2 (1T o )
DEMEFL];G-N
\\VT\_ L A )= eV
oD

Q It i Nvo x <N

o]

Nota-se de fato que a divergéncia quantica é menos forte que a classica, quanticamente te-
mos uma divergéncia logaritmica com a escala de energia, classicamente ela é linear. Da para enten-
der que nado poderia ser diferente por andlise dimensional: suponha que mgy = 0, pense no termo
de massa:

\|)=\PL"'\P(L = \”\n—\\s‘P_— ﬁ@gﬁw-@\{t\

se este termo é zero, ndo temos mais nada na
Lagrangeana que “acople” \JJL e \ﬁ{ .Com isso
obtemos duas teorias separadas, uma para cada
quiralidade, e nao ha correcao radiativa que va
VL produzir um termo de massa.

pwfzﬁ@ﬂ VAR R

g Y ~ Y4 (notequeisso quer dizer que um eletron de massa zero nunca ganharia
massa)

Portanto a Unica dependéncia possivel com a energia é logaritmica. Essa “pequena correcao
infinita” parece invalidar todo o procedimento perturbativo, mas logo veremos que podemos reescre-
ver nossa lagrangeana em termos de parametros fisicos finitos desde o comeco, evitando assim o pro
blema. Por enquanto assumiremos que ja fizemos isso e trocar mg por m nas contas que seguem

No caso de Z, temos:
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= /) + S-Z v

=1
A
2, = (’J } -1 = 5 t‘*}
o = A e
S} ]:i SJL(DW7<P{\ Lv ((q W) NN m)y‘/i}
Cley\olw [ — - (1™ g scu=0 — N N
R e B i eyomer=r CLLULE
T _——y A (1-V g
SJM[ - ((a O GV m»w v (o [0 4 p -0y
1 /\l A
AZ) = <)\L —\ Ly % + (D —\(\ Q\L (/I_I)
IP ’- I (4_»5*»9‘ XN [(_')—»QM" +\(p‘]

O que nos dd a primeira contribuicdo perturbativa a “field strength renormalization”Z,, do
eletron. Com isso podemos, finalmente, voltar a questao da divergéncia ultravioleta do vértice da
QED (se vocé ja ndo lembra o que estamos fazendo, volte na pagina 116 e leia a introducao desta secao). Na pg 110
eliminamos a divergéncia ultravioleta do vértice fazendo uma subtracao “forca bruta”, o que subtrai-
mos foi:

1
- - W+ A zl\)- Uq}‘kg\h}
W0V = () \ e yh € M\ %[“-bw%g R Yl a
] /

na pg 110 fizemos a subtracao antes de introduzir 1, mas é mais geral pensar na introducdo de p antes

! N R N (1-4 \—f\ ™ _
- %W“O EM[“‘»\‘W"‘Y ey W\a % oV\ QM[ (1- >( - ’3 ) (1- hx‘x U7
6 ?)\ o +bll b\ iy +b,l

Calculemos a soma destas duas expressoes (Hz em SZ,):

ShEy 5%, (?%7\ e st EEL

(’l—?)\lw:"%ﬂ‘ (,]_?)\kw:—%ﬁ

P(b\: (1—\6\ X3 (1-3) ~ (4-5\(1—151»5\ =
= (1Y (347
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SECOB*_S?—)\: Q

Agora, considerando a férmula de LSZ (eq. 83.1), sabemos que:

e . /ﬁ'\/ﬁ
cex|s)ex>~ @ T@TE
X

N
Por isso, em qualquer espalhamento que envolva este vértice, teremos nao apenas — . el
mas sim:

_e N s —he 72,

Considerando isso na definicdo dos fatores de forma obtemos:

Ny

200 = WREY R
— 2 —— Q/ ¢ao, ag q
e H’\\/ 5)’ L\ ramosZ,
1 SZ)‘ T+ El_“@\\\ \_1(1 4— todos 0s 6 séo em
¥+ BPN ordem o

A RN . Ry —Y .
P52, e sy OE) = U+ R ¢ A SIRG
/\\ . ) A
Vs Re)+ e )
A

Wy

) Cw :(7 S F}.\ ((1‘\ — S F}. (‘1‘\ (nada muda para esta estrutura)

071y SR <SRG+ 82y = SR ~DE )

que é exatamente a subtracao que fizemos na pg 110

Isto nos mostra que, apesar de termos estas divergéncias circulando pela teoria, pelo menos
nessa grandeza observavel (o fator de forma elétrico) as divergéncias se cancelam. E claro que, feito
desta forma, parece apenas um milagre numérico com pouca chance de se sustentar em ordens su-
periores de a.

De uma forma mais geral, para que o fator de forma satisfaca as condicdes que desejamos:

— representa o que tinha-
r (O\ = /] mos antes da subtragao
A napg 110
1 A

podemos introduzir um novo fator Z no vértice, definido por: P”(c\*—_ o) = '2; T (eq 1231)
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e a condicao em F1 para qualquer ordem de perturbacao se torna:

2[,:2—3\ GNJ‘\J
= N N ',\ VN]VFQ‘B z ?.—WK\N“—\Q'J‘:(O\+K,_.).\
AT = TR P RO e T 2 “

M i0Y= 2,2,

Felizmente, podemos provar que isto é verdade usando as relacdes de Ward-Takahashi:

(eq99.1) = ) N QED3D 1 . _
— )\O\ P.\"\i"l ( Pq lf’;‘,c‘\__@; ((’,\—l'cl\;x - [g\:q\%
QEDEB3D A )
"L On ) —=F 2 8 Selpy= ~Z>

4V © - v

.u\i
Bk o p <h g 0 Tlo)q, + Oy ==
Crr»“’O Z_; ¢ //

~ - - -1
st mﬂ a2 Ay o] -2 o
Z2(=2,

Em qualquer ordem de perturbacao

Como uma nota final, note que as identidades de WT sao consequéncia direta da simetria
de gauge da teoria e garantiram o cancelamento de divergéncias em todas as ordens. Este é um resul-
tado importante e bastante geral. No caso de simetrias nao Abelianas trocamos as identidades de
WT pelas identidades de Slavnov-Taylor que tém um papel central nos cancelamentos que precisam
ocorrer nestas teorias. Este € mais um motivo para usarmos teorias de gauge.

Auto-energia do féton
(Peskin7.5)

Vamos ver agora o que ocorre com o propagador do féoton quando consideramos as correcoes
radiativas. Comecemos definindo:

ny
VN[ NV ERSL

1 ’\Cﬁ os propagadores NAQO estao incluidos em I1
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A primeira correcao obtida perturbativamente é:

e
y N@mv = (-xe ) 1) y_”t_‘m[f" S NN =
—> LTy e —w~ ﬂ/g«—‘f\—w\

i Ou-'\

Dada sua estrutura de Lorentz: TV?I\ - T[Z\CCKIB (ZS“" + '-H\$ ({\ (.\n ‘()

r.IY
mas também sabemos que (identidade de Ward): (1,, AN (‘\\ =0

Y

jplT" () = TTRl) 9"+ T ¢ 7 =0
TD, (c‘l) = —_ﬂb(ﬁl) 0'\_ = —\—\—(‘\)3 (l)\

’\}" ( )= ((1 6 ] 0‘3“ (\X (eq. 125.1)

Nao esperamos que haja um polo em g2 =0, ja que a QED nao tem nenhum estado de uma
particula que contribua para este diagrama, entao assumiremos que I1(g2) é regular em g2 =0.

Podemos somar todas as contribuicoes 1PI para obter:

e R (N
- -

() 43T e D
% 5 R~ ) e e -

_ _‘;\%ﬁ!\ _'L?Ff AZTT(Tﬁ _&‘Kif A';,Ar\, W(TSWTS*'«“@ —

T T
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= _ A ye¥ _&%,ﬂf Av I)(‘IB—LW((P)_)_ \\3((\1\_}““ =

ST Y R 1 _ = T IR ANE
FREA D D (E

Na pratica, para o calculo de elementos da matriz S, este propagador devera estar conectado
a uma linha fermiénica de um diagrama mais complicado:

?

) N _ =k rN“lN—Ti A MV (
ST D5 - Q

v
E neste caso as identidades de WT nos garantem que: v /\k (‘\\ = O

em algum lugar neste
elemento de matriz temos:

N
. '*\(—Leﬁ) A
firg - P —

e

E facil obter isso a partir da eq. 99.1, basta notar o que ocorre se usarmos LSZ do dois lados da equacéo, buscando um elemento
de matriz com dois elétrons reais. Do lado esquerdo temos dois polos, mas cada termo do lado direito tem apenas um, de forma
que este nao contribui para o elemento de matriz. Para mais detalhes veja a secao 7.4 do Peskin.

Portanto, para fim de calculo de elementos de matriz S:

W\QJW = "’.‘ci\'“
(1=

Continuamos tendo um polo g2 = 0, portanto a massa do féton nao muda. Note que as iden-
tidades de Ward-Takahashi (e portanto a simetria de gauge) estao por tras disso. Suponha que fosse
possivel ter uma correcao com a forma proibida por WT, por exemplo:

A TTNYCL\\ _— /\,\k (&"V (ondefalta um termo "/y(},\ V")v quegarantiriaWT)
@i [y |
emM

} 1) (desastre!)
='$73L -“6—” @ )k %\L: !

ﬂ
(S (5T e

o eGutan em (\\—_ O

1l

ﬂl.
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2, 1
1=TT{0)
Qualquer espalhamento “soft” (com baixa troca de energia e momento) entre dois elétrons
sera modificado justamente por este fator: N e i @:'23

N 9

17277 N TP YW

A C An
s G
C\fv0=x7 —D

Como temos um e2 acompanhando este fator Z3 podemos vé-lo como uma redefinicao da

e =\N=1¢

mudamos a notagao (assim como fizemos com a massa)

=\=1e

Q
v
L carga que aparece na lagrangeana (carga “nua”)
carga vestida ou fisica (o que medimos)

Mais uma vez temos a condicao advinda da série perturbativa: f e - e n \O (.,{\
- (¢}

carga:

4;

Z__L,)b:/] ‘l‘\OL"L\

I1(g2) tem outro efeito:

Y 2 A %N‘) et (1 ‘W*(O\X
WX#OZD — ?N‘) (.)a ~

(‘s (1-Te) @g\ T (1-Tid

T 2 (=T = ¢ (1T oY)
= 0=

v
[
i

%1 [,] - (WL( 13“—\\\’;( OB\

esta grandeza funciona como uma
carga elétrica dependente do momento
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Em suma, o efeito das correcdes ao propagador do féton é o de mudar o acomplamento
da teoria e torna-lo dependente de energia (passa a ser um running coupling):

ol , —

BZFFF C‘\IB —= CDQ/YW —_— -
— 1L\ OCN 1 - [Trk(c\lﬁ N 03\}

(eq. 128.1)

e (Q) = =<

Calculemos rapidamente I1(g?):

/

rigorosamente teriamos que usar e, e m, mas trocar por e e m s6 introduz um erro de ordem o.?

S e (1496 =2 (e — )= ey

Seguindo o procedimento usual (parametriz. de Feynman, rotacao de Wick), chegamos a:
A

sz?]\ — he\ e _ 1o R 4 b’” Q:-A\c(m\crf!" + ?\T(r\lwﬁ-m\D
(T (% ~0N

[&)
(eq. 128.2)

N= w - vt“-ﬂoll

Que obviamente diverge (temos €> no numerador). Temos que escolher algum método de
regularizacdo. Neste caso a escolha apresenta sutilezas devidas ao fato de estarmos lidando com uma
funcao cuja forma estd restrita pela indentidade de WT. Se fizéssemos por exemplo a regularizacao
por cut-off (que consiste simplesmente em nao integrar no médulo do momento euclideano até infi-

nito, mas sim até uma escala maxima A):
o6 N\

JQ: —D .]QE"D *]:

SN
faltaum termo —~—19 1

para satisfazer WT

Este resultado viola a identidade de Ward e daria uma massa para o féton
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De fato nao é a divergéncia em si que esta violando a invariancia de gauge (as id. WT.) mas
sim a forma como escolhemos regulariza-la, a prova disso é que podemos encontrar outras regulari-
zagOes que preservam as identidades de WT. De uma forma geral, o resultado deve independer da
regularizacdo escolhida e quando duas regularizacdes dao resultados diferentes é porque uma delas
(ou as duas) esta violando alguma(s) das simetrias da teoria. Se elevarmos as simetrias a categoria de
axiomas da teoria, entao temos um critério para escolher a regularizagao correta.

Dentro desta Iégica concluimos que a regularizacao por cut-off feita acima nao é boa. Uma
outra opcao é usar Pauli-Villars, como fizemos nas pgs 106-107, o que preservaria WT mas é um tanto
complicado. Felizmente temos uma outra opcao, a reqularizacao dimensional.

A idéia da regularizacao dimensional é calcular os diagramas como funcao do numero d de di-
mensdes do espaco tempo. Para d suficientemente pequeno as integrais sao finitas, e entdo voltamos
para o mundo real fazendo d — 4

Um exemplo:

JA'QE 1 _ AJZ(L OUZE Qd:;—,]
&a\ﬁ\i {Q; + Q\l ( _ﬁdt ( N g

¢

{1
QIS
P—
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< T2 Bleyy= TS

Usando entdo a definicdo da funcao beta:

o\——" Y =>
a_
<

P(ok*l-)i\
C d—1 L) \ )
o0 e _4 <L ARCEALIES
R N

g, . mi‘*iel—% RESATAEA
e S CS R Ve

z)d-QE 1 __ ! A G )
gw\ Fgeos 0 5) e

(eq. 130.1)

—\/7( z) tem polos em todos os nimeros inteiros negativos e em zero, logo teremos polos em
d=46,%

Como estamos interessados no comportamento perto de d =4, podemos definir: = = A — 5

Py =TS = 2 -8 +00@
< |——’Vconst.de Euler —d — g — =

&—d“/& & >
Al — /1 =3 \ & y 4 o3
<A} (_\ - 1+le L(/Q\ﬁL@(c\

(1) % (Tﬂ - (“Irr\ (‘\“ry = D“\ L+ 1 e Ly(4my+9(e \]

O produto das trés expansdes acima nos da:

by, N
~& /a3 N /:/ Ny LNCA\ ’H—NC\”‘\B \6\ *‘@Céﬁ
Sb\m ('QE + N Z—v; oy
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Comparemos com o que teriamos obtido via reqularizacao de Pauli-Villars

e oA (fé\‘\Jr\f)(/\'“)l

kg\»\\\.xd. (Qz + ﬂ\l A =R 6Ty

Reg. Dimensional Pauli-Villars

De onde vemos que: > 4&—>> | (YL /\xB
c

Isso também explica porque temos um logaritmo de algo com dimensao (Ln[A]), a escala deste loga-
ritmo esta escondida no 2/¢

Podemos também provar algumas formulas mais gerais:

14, 4 K lS“L/I @=L
Sw\\‘L (G5 (MY b

SM % o %Ggl_ia—’] - Vo)

(eq.131.1)

A A
[’Q - A\ (I‘l’“’\ P(‘“\ (eq. 131.2)
Além disso é importante lembrar que: f ‘A,W ‘6 (\\
e
portanto a substituicdo nas integrais (pg 104) fica: R SU /)‘L SL ?S
X L) Tp= _(l 6\\(\
R RIS
P
IR ST S LA AN S
Voltando ao céalculo de | ‘ JB (eq. 128.2 - com pequenas mudangas para dar conta da mudanca de
d|men5ao) os termos com €2 no numera or nos dao:

Qe (- \ 5 dg
()\“) (0 +A\ < \ ( T‘,\ k(a} \_ﬁC’\ - )/:_\ =

e WW ’\A_er@-yl\(&“ (B4

Calculando o termos restantes de 128.2 temos (fica como exercicio):
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\”\_(C\ K <\ ) (Q\\ (eq. 1321)

A
. L ’7 -
Onde: ((\\’_ _ ()\L %(4—‘%3\ (-L )5-\5 (eq. 132.2)
UW\* N

De forma que, fazendo a regularizacao dimensional, obtemos exatamente a forma exigida
pelas identidades de WT.

Fazendo o limite J\—V1 (e—DOX -

Y
\_\gﬂi\l\ —0 "-%L g v (- [_i_ _%(A\LQM(W\—&\;_@(@\

<
()
\_w >
<
m
a integral da parte divergente nos da: — =——

T €

Podemos obter a corre¢ao na carga:

2 2 ~ _ 2X
61_60_23€:—€<»=23_’] = -)\\_—’I: WA(OB— a—

&l cs 1-TO

Temos mais uma vez uma diferenca infinita entre o que observamos (e2) e o que aparece na
lagrangeana (e,2), mas essa diferenca nao é observavel. O que é realmente observavel é a dependen-
cia com g2 desta carga. E facil ver que esta esta livre de divergéncias:

ol

T =T

\——?_, B 2 I— \) s
TS0 . @

A A a

f[\l:(j‘xt _il” I v (A=m) _i__Q,ﬁ(Ao\,_Q,ﬁhﬁ\_&\*_\9@\+

(eq128.1) =—> FFF 1\~ [1_(

c

-2 +Q,,\(v,}) — (T - O

S

”[[\;(f\ ‘li %()w w (=) Q. /T \

W — (O o\*

(eq. 132.3)
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I h ¥\
canaisuet

S

o . L
Primeiro consideremos o caso em que t\ < D S <

neste caso o argumento do logaritmo é positivo e (, ((1 ) é real e analitica em g2 o que esta de acor-
do com o que assumimos na pg 125.

d
No caso em que g2 > 0 (canal s) a funcdo é analitica até g2 =4 m2, e depois disso desenvolve um
corte de ramificacado (a partir deste ponto é possivel produzir um par elétron-pésitron)

Vejamos como isto afeta o potencial elétrico entre cargas opostas (no limite nao relativistico):

<

A 3 ,T*
(@)= -5 = el e
\T IR Ly "l bj\%
13 << >
! b 2 q) (-]
Tz L= (1=-xy |- XU~ g
(ll(“ﬂ) T\ [ —— (-
6]
93 D'T\C C)B D’T'? RN
V(e =-C <1-,) - —= ¢ 1 ¢ &H_ﬁﬁl—'\\}
LS 1T - ] Cay g LT
1S T |
3 M
—_e [ oS (4 ) T A s g 1Y)
[mq\’L TsT v R

O potencial muda para pequenas distancias

Isto muda os niveis de energia do &tomo de hidrogénio:
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NE = \ e VY)Y (~ RESE S b ) [, N T
15 ’NSM f—

s6 estados de onda s tem \\)(0\ + 0

-7
= = - ’()3 - /)D fV
NE, 1,

A funcao delta no potencial é fruto de uma aproximag¢ao um pouco grosseira, podemos fazer

melhor escrevendo: 7| = (Q
Q( (N ) i N (Q(. s | c\
V(__dj _ e’ C esw(e)d ¢ _ =
tn? Q "[r-Ti Q)j m\ Q " -TQ))

- =1 R A Qv e )_\O:(' \Ql
_ xe JQS Heos(8)) Q ¢ S‘JQ Q L B
Gy Q D - Q)J b:r\ Q [« T Q)J
5

AQ
A \Jq e K +TY1(-Q)J
= < .
™ Q
- \Dinserido para regularizar o polo em Q1=Q
Q
O
s
= A AT LS TGN = - =
Tw T 2 5 “
contribui para a integral dando o potencial — -
> c i > P (e [.Q]
! c,-c

As integrais perto do corte (curvas C; e C,) tem partes reais iguais, que se cancelam, entao sé
nos interessa a parte imaginaria dessa contribuicao.

;.)\v\"e asa-& A D

—_—

= QQ F@ 4\ dq Q) = > lw| \da F(Q—t—\j

Ct+Cy
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V() - ﬁ&h g g — [ 1= Q
™ ‘1

Vamos obter a parte imagindria desta funcao para g2 > 4 m2 partindo de 132.3:
4

e () R T
Q ()(7{}(\1\5
\ml—\tU-VLM\l > O /—\
W"Yl}—-‘”;)4 O
¢ te =121 ‘“/w
.‘._
1 L e N
\f‘<\>‘|“ﬂ ’:17fK K_ = fﬁ”&)‘\\eﬂ
w =< v “65\(~/)/

e vert = TLAGDLF O
T [W(se))= l“(*m bl

AN

n

w_
(5/)\ e N
_ 1 2 /\_\11~\ A
L 1 \ - == m [ A
+ 55“6(“15 i ‘1‘( 3
— '~
Yol i) e s G Qv
—_ W Y
- 22t fr e (102 1, 25
™
Estudemos isto em duas regides:
_1(
@ X >>%\ —p Neste caso a exponencial ¢ suprime fortemente o integrando e

a principal contribuicao vem do limite inferior. Neste caso:
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< — (£ 4+~ )
QYO =2\ g Lo o | = Koo ”:\l
/ ) ey 3N S
© < _(£+D\~\\K
fgom (e B/_rg + O
= —
(@]
—2m X
s>k i - o
%V(KB Y \1\\7\7‘3 (W\Kf/L (eq. 136.1)

NGNS —( Y +S
\1 T (HFL\”/L

\__\/\/
Potencial de Uehling

O importante é notar que a corregao é suprimida exponencialmente para grandes distancias
e a escala é dada pelo comprimento de onda Compton do eletron (de fato 1/2m). A interpretacao é
de que a distancias menores que 1/2m temos uma densidade consideravel de pares virtuais eletron-
positron, isto funciona como um dielétrico que esconde parte da carga. @

Polarizacdo do Vacuo: @Q (e0) @®
& @ D

Vejamos o que acontece quando vamos para o limite oposto:

D - = = u ()2~ 10w Db (o

k W(1- »()o\
(eq.132.3) +wmlm%(ﬂ\
=°1; _— W@WF’} + Lot m\\% 5{,{ MX- 2 \0<,5l

O que na constante de acoplamento nos da (eq. 128.1):

S<ere (1) =

B
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Para espalhamentos muito duros (ou seja, distancia de interagao pequenas), -g2 fica grande
e o acoplamento efetivo aumenta. Podemos fazer uma imagem qualitativa disto fazendo q = 1/r

e obtendo o grafico abaixo: A

Qeff (T)
I
137
= > logr
r=1/m
N\
Renormalizacao
(Peskin 10.1)

Vimos alguns cancelamentos de divergéncias no caso da QED, mas por enquanto pode pare-
cer complicado descobrir quais diagramas temos que considerar para que estes cancelamentos ocor-
ram. Além disso a presenca de divergéncias poe em duvida a validade da série perturbativa. Veremos
agora como é possivel modificar a teoria para escrevé-la em termos de grandezas fisicas finitas desde
o principio de forma que tenhamos uma teoria que possa ser expandida perturbativamente. Comece-
mos pensando um pouco sobre estas divergéncias.

: A : fDinémica da teoria a
Divergéncias Ultravioleta =—— >

Altos momentos

Pequenas distancias

deve existir um cut-off a partir do qual preciso de uma descricao \4‘_,)
mais fundamental

Também ocorre em teorias de campos classicos Fluidos

Materiais Paramagnéticos

Posso estudar ondas sonoras (ou de spin) e fluxos Q—j

Ly Esperamos que esta descricao falhe quando chegamos a tamanhos e velocidades tipi-
cos dos atomos. Ou seja, quando a descricao continua falha.
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Conhecer detalhes da “continuacao ultravioleta” (neste caso a fisica dos atomos - seus tama-
nhos, velocidades e spins) ajuda a obter a fisica em escalas de tamanhos maiores ou de menor ener-
gia (neste caso, viscosidades, suscetibilidade magnética, velocidade do som). No entanto, no caso de
campos quanticos, ndao conhecemos a fisica a escalas realmente pequenas, sequer sabemos exata-
mente aonde esta o cut-off. Eimportante nos interrogarmos em que condicdes é possivel contruir
teorias preditivas nessa situagao, teorias que sejam independentes do cut-off.

A resposta para esta pergunta esta intrinsecamente ligada ao tratamento das divergéncias,
pois é a presenca delas nas relagdes entre as versdes nuas (antes de considerarmos interagoes) e fisi-
cas dos parametros da teoria (massas e acoplamentos) indicam que os valores destes parametros sao
muito influenciados pela continuacéo ultravioleta - pela fisica desconhecida. E por isso que eles ndo
podem ser obtidos de primeiros principios, tudo que podemos fazer é medi-los. Veremos no entanto
que, satisfeitas certas condi¢des, podemos obter o comportamento destes parametros até em re-
gioes préximas do cut-off.

Contagem de Divergéncias Ultravioleta - QED

(Peskin 10.1, Ryder 9.1 ~9.5)

Comecemos tentando encontrar um modo de “descobrir” (sem de fato calcular o diagrama de Feynman)
quando um diagrama tem divergéncias ultravioleta. Comecemos com a QED

Ne = numero de elétrons externos \/ = namero de vértices

NX\ = numero de fétons externos | = numero de loops

= numero de propagadores de elétron

= numero de propagadores de féton

E

Em um diagrama qualquer, temos uma divergéncia em potencial para cada loop: J"}Q

no entanto, os propagadores atenuam esta divergéncia, colocando poténcias de momento no deno-
minador:

! 1
=D —_— N =D

e *

vl

Definamos a divergéncia superficial do diagrama por:

D — H | —Fe \l\?ﬁ\ (eq.138.1)

Y
Inocentemente esperariamos que o diagrama tenha uma divergéncia proporcional a /\ seD >0,
e proporcional a |, (D> se D =0. A é um cut-off de momento.
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Esta analise simplista pode falhar por trés motivos:

(1) Diagramas sem loops nem propagadores tem D = 0, mas sao convergentes
(2) Se um diagrama contém um subdiagrama divergente, a divergéncia pode ser pior do que

parece:
L=1
o= D=‘1~l—‘1=—l’_ﬁ
/ F‘(‘ = no entanto
este diagrama
v NN (/\3

0s momentos colocados no denominador
por estes propagadores nada tem a ver com o
que esta sendo integrado no loop. Logo nao contribuem para cancelar a divergéncia

(3) Se alguns termos do diagrama sao cancelados por forca de alguma simetria (identidades
de WT, por exemplo), a divergéncia pode ser menor ou nem existir:

]_ d
WQ\'\" XD 1-Y =20 — ) noentanto: °V | 4 (/\S

Note que (pg 128) quando fizemos regularizacao por cut-off (que viola WT) obtivemos /'\’/\
mas o resultado que obedece WT (Pauli-Villars) nos da | _u (l\\)

Ainda assim D é util, veja que podemos escrevé-lo em funcao das pernas externas usando:

L_—— ()9 +(>*(‘ ~\f4’\

ex: paraV = 4, preciso de 4 propagadores para
fechar o loop: diminuindo o numero de propagadores, ndo consigo fechar o loop

V= a fot e =1 N 1 ]\ et =2
L= > L=0

se aumento o numero de propagadores
fica inevitavel aparecer mais loops:

V=Y ﬁ:JfPf:cD
L=

(eq.139.1)

e também, que:

( cada vértice tem 1 féton e 2 elétrons, propagadores

\[ = \l V}‘ -\— ‘\\ L) = j.s_ (;\ fe + Ne\ tem dois vértices e pernas externas apenas um)

(eq.139.2)
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D: \1 ((64 ()5\ - \{ -\-’]\ — Pe _l\?\@‘: \'\(54\1/?;_%_(\)3_\)&_%NG+L]_\Q€_1%:

Ly Bovme 36 e
N M P 4 3 R

— 3
D = Y- Nf Y Me (eq. 140.1)

O que nos mostra que a divergéncia superficial sé depende do numero de pernas externas.
Somente diagramas com poucas pernas tem D > 0. Temos poucas possibilidades na QED, de fato sete
combinacgoes (abaixo). E como as pernas externas nao entram na integral de loop, podemos conside-
rar a soma de todos os diagramas 1Pl que contribuem para cada combinac¢ao de pernas externas.
Qualquer diagrama que contenha divergéncias vai ter um destes como sub-diagrama:

A V=1 B D=3

Ne: N‘@_- 0

C D:L D )=

O diagrama A é o mais divergente, mas nao contribui para elementos de matriz S e nem pode
estar contido em outros diagramas porque nao tem pernas externas (de fato nem para Z ele contribui
pois é cancelado na normalizacao).

Para cada linha externa de féton, devemos ter dentro do produto temporalmente ordenado
uma corrente eletromagnética:

'%"00\ = ?bb\ Q NION

[y .
é_fl]/AN(x\\_S’LB N < o) Azt o> + \<1<O]TZ{/°\/J(\L\A 116\%\)(})\%\0>+

6 < OTL A W) Ay Ryt 0> -
+ Ky < O(T{A,;L\\IA\’[B\ )hvt}\\ ;*Pl'b\ "/m(‘;\\ﬁ/:l};\ /hx(}‘t\} o>+ =
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D . \ N
~ K z_OlT{%N%‘kle}ﬂ—Kf <O(Tzfty,(16\ /qu‘\ }E(%\\ lo>+.. . ~

~ K Syﬁ <ﬂ_|_\-£%ﬂ(%\k),n_>

é_n_]/AN(x\ A, () AP(‘L“B > ~ gggé_n_] 6,\,(1\ 6\/(1\3 }BP(\L“B \H >

Como a QED ¢ invariante por conjugagéo de carga:  (~ [ 1~ = |_; —
etemos: ¢ P ("% = - ¢7¢
entio: <JL|T£*0~(%\‘S),Q_> = —<Q|T§%ﬂ(%\‘5),n_> -5

«n |4 ’6”4(39\'" ?N“cxoh\‘g 0> < ) e T /0”4(35‘\"' ?N“cxoh\‘g | >

Qualquer correlator com um ndmero impar de fétons externos é zero. Isto elimina os diagramas B e
D acima. O restante dos diagramas acima é diferente de zero, comecemos pensando sobre o diagra-
ma F (auto energia do elétron) - ele é funcao do momento do elétron (p), a série em tornode p =0
fica:

/6 = At A fF+AL \(’x+..n
g e
=0

—_————

nao estamos nos preocupando com as divergéncias infravermelhas, assumimos
que foram devidamente regularizadas, como fizemos na pg 111.

O momento p vai estar no denominador dos propagadores aparecendo na soma 1PIl, quando
calculamos os coeficientes fazemos:

1 A
L( \ = - =D coeficientes com n maior tem o grau
c\f/ _&’ H - K+ ¢ = Y\ de divergéncia menor

momento integrado

A divergéncia superficial de A, (que é a maior) deve ser D = 1, isto quer dizer que a divergén-
cia de A1 é logaritmica e o restante dos coeficientes nao diverge (é preciso cuidado aqui - pode
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haver subdiagramas com divergéncias mais altas - veremos como tratar isso em breve). Além disso
vimos que (pg 120) que corre¢des radiativas nao podem dar massa ao elétron quiral (que nao tem
uma massa nua) e que a correcao deve ser proporcional a massa, por analise dimensional vemos que
a divergéncia é logaritmica. Temos portanto o caso em que uma simetria torna a divergéncia menor
que a divergéncia superficial:

/%“——k G ™ LAY + o, ¢ Lo /\B + ( Termos Finitos )

(comparecomaeq.117.1)

Podemos seguir a mesma légica no caso do diagrama G, neste caso, como a divergéncia su-
perficial ja é 0, qualquer derivada em qualquer um dos momentos externos ja nos da algo finito. Por-
tanto a expansao nestas trés variaveis s6 tem divergéncias no coeficiente Ay

~ = A€ XN L,,(/\B "'(Termos Finitos}

Como ja discutimos (pg 125) a auto-energia do féton (diagrama C) deve ter a forma:

b’” q — T 9 NIEER

0 que ja é a série de Taylor que procuramos, dentro de I'1(g2) temos os coeficientes A, n = 2,3...

Os coeficientes Ag e A; sao zero, e a divergéncia superficial cai de 2 para 0 nos termos de I1(g2) que
nao dependem do momento (os termos de I1(g2) que dependem de q sao finitos) - exatamente o
que obtivemos na pagina 132.

- Observacao importante:

Temos aqui dois exemplos importantes do que chamamos de “massas protegidas”
por simetrias. A simetria de gauge da QED impede o féton de ter massa nua e impede, via
WT, que ele ganhe massa a qualquer ordem de perturbacao. Este mecanismo continua util
mesmo quando a simetria é quebrada explicitamente! A simetria quiral impede o elétron
de ter massa nua e de ganhar via correcdes, mas de fato o elétron tem massa. No entanto
o conhecimento de que no limite em que a massa nua vai para zero, todas as correcoes ra-
diativas também devem ir, nos diz que estas devem ser proporcionais a massa. Esta simetria
quebrada protege a massa de divergéncias mais intensas (em vez de lineares sao logaritmi-
cas).

Nos resta apenas o espalhamento féton-féton (diagrama E). Sabemos que (identidade de Ward):

V[ @\ -0
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E possivel mostrar que isto implica na seguinte estrutura para a amplitude deste diagrama:
Ny a NG~ gV
(?g ﬂl\_ n ﬂﬁt\%(c‘c ‘o"\k_ l;h O'LL\(“B"‘*S B 66(215\ (Cbutﬁ"cbx«“\

Como hd uma poténcia do momento em cada termo, temos que todos os coeficientes da série com
n < 4 devem ser zero. O primeiro termo diferente de zero tem quatro derivadas o que levaa D =-

O que concluimos é que sé existem trés blocos basicos divergentes na QED, os diagramas
C (auto-energia do foton), F (auto-energia do elétron) e G (vértice). Os diagramas G e C, de fato pos-
suem apenas um coeficiente divergente, ao passo que o diagrama F contém dois. Isto quer dizer
que a QED tem um total de quatro grandezas divergentes que temos que absorver em redefini¢cdes
de parametros para obter uma teoria finita. Veremos isto mais a frente

Suponha que seguissemos o mesmo procedimento para QED em d dimensdes. Neste caso:

D = l)k \__ - F@ - D\ GK\
A —
agora cada loop contribui com uma integral de momento d-dimensional

usando as egs. 139.1 e 139.2 temos:

N
(139.2) P‘S‘ = Y- Dd\ (’ + Py =\ ,—)\(’v:@-1)fe+(«k—1\w”p_&\l+<\=
(’ _l\‘ ‘\'f —gq\v-uﬂf\leq__;\; (-3 Mg - AV 4
=4 r (ﬁ)\f — (i-l_y\‘p «(ﬁXNe
=3 > EN

Q A = O numero de vértices so € canceladoem d =4
=

I

3=

=N

d < 4 =% somente diagramas de ordem baixa (na expansao perturbativa) divergem superficialmente

A QED é uma Teoria Super-Renormalizavel

d =4 =% ha um namero finito de amplitudes divergentes, mas ha um infinidade de diagramas contri-
buindo para cada uma destas divergéncias, ja que as divergencias ocorrem a todas as or-
dens na expansao perturbativa

A QED é uma Teoria Renormalizavel

d > 4 =% qualquer amplitude é divergente, ja que se formos mais longe na expansao perturbativa
(V cresce) encontraremos divergéncias

A QED é uma Teoria Nao-Renormalizavel
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n
Contagem de Divergéncias Ultravioleta - Campo Escalar )\gb

(Peskin 10.1, Ryder 9.1 ~9.5)
1059 - 47 -2 ¢

(er & Dimen SGES))

=3
N = numero de linhas externas \/ = nutmero de vértices
P = numero de propagadores | = numero de loops

= (7*\[ -|-’\

Assim como antes (eq. 139.1):

De cada vértice saem n linhas, entao 139.2 fica: \/ — M
A
,\/q Qx—v\a

D:iL-&F=
= A (P=ven) 2 P =d - { (25

L} (\& lSN (eq. 144.1)

2d
Nao-Renormalizavel (\‘17 >0 & o> =%

-2
. . Y
Renormalizavel =0 = N-= —ff;\
Super-Renormalizavel <0 &= "< 2
LEPN
B\S ). => X Teoria é Super-Renormalizavel
" . ) .
&:‘1 /\ClS renormalizavel &:B /\C]S super-renormalizavel
pRN b 24
o A\ C]S nao-renormalizavel L~

[
N\ Cf) renormalizavel

Outra forma de chegar a 144.1 é analisando a dimensao da lagrangeana. Em unidades natu-
rais a acao tem que ser adimensional

Dim}:S\_&:Q <o
S__gc\‘kxoﬂ @D;M[J\kk]4—D.M[_L—l—_b

vw
GQ\I-J\ O 2a -—A\

‘. D\MC°C] = 3\
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Voltando a lagrangeana do campo escalar podemos ver que:

DinCAGH Y 1= = 2 Pin[r 8
Do) + 1

P‘ME@ = Q;E: (eq. 145.1)
\ 1 =

l X
DL @) =d = 3 Piml) 42 Din [0

\/:)W
-
L VEMEW\1 = ’] (para nossa sorte! \L\

P 394 = DD m P02
LU D\mD\j: - n (d-20

N (eq. 145.2)

Suponha agora o seguinte diagrama:
N pernas — pode originar-se de um termo A CIS na lagrangeana:
/', \\ N N ,\;‘::~\ 3 s /\

. . /,l \\ ~ e o
’ \\‘
Dim [] = P[]

Como devo somar sobre todas as possibilidade, qualquer diagrama com N linhas externas tera:
oo NL-2
Din] 7| = .- M

Em uma teoria apenas com o vertice CP um dlagrama comV vértices sera proporCIonaI a.

(eq. 145.3)

divergéncia superficial

BN \\/ D Neste cason =N
‘,f~1\ ~ AN Dismn [AY=
: T, R f (cut-off de momento)
V vértices

s —p Dim (N A1= D) =0 ¥ PimD 4 D= D[N
\/ (J\ — N_E%:§> + D — ‘)\ o NCO\—D\B I(ngae:inNCC))rdacom144-1

~ (eq. 1454)
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Aqui fica claro que o que multiplicaV é -Dim[A]:

D = —DN\[/\] V + \7@«\—_,\3

podemos entao dizer que:

D"“[/\l > O =Pb Super-Renormalizavel
D"‘"["\l = O —=b Renormalizavel

D\M[/\1< O —=b Nao-Renormalizavel (146.1)

Esta analise poderia ter sido feita também para a QED ou qualquer outra teoria, com a mesma con-
clusao.

Teoria Perturbativa Renormalizada

(Peskin 10.2, Ryder 9.3)

Nos preocuparemos agora em achar métodos gerais para redefinir nossa teoria em termos de
grandezas observaveis e finitas. Note que no caso das corre¢des radiativas para QED foi possivel, uma
vez que consideramos todos os diagramas e redefinimos as constantes, ter observaveis finitos. Essen-
cialmente o que fizemos foi a troca:

D parametros nus, nao observaveis e arbitraria-

- —= ftrarie
o mente grandes. Se cancelam com as divergén-
GQE\V fz—l ~ C/\ \ Moy Cz’S cias de forma a obter m e e finitos.

\.[J

EC}\ \\""0 )eox
N l — finitos no limite /\ —¥ =<

Colocando de forma simples: isto é a renormalizacao! Daqui para frente o que faremos é en-
contrar métodos praticos e confidveis de fazer esta troca (ja que até agora fomos fazendo de forma
um tanto caso a caso).

Vejamos como fica a teoria /\CE' ,analisando
py )
2 N
CLlg7 - Lt
PN Yl

Analisemos quais sao os diagramas divergentes desta teoria. Como ela é simétrica por (/3-» }b
todos os diagramas com um numero impar de linhas externas dao zero. Segundo a eq. 144.1 (para
d =4, quando nao importa o niumero de vértices):

@) = v = —@)— = D=2

(ndo nos interessa)
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=VD=O

Escrevendo uma série de Taylor (agora em p2) e estudando a divergéncia dos coeficientes (co
mo fizemos na pg 141 para QED) obtemos:

~ /\l + P) L"'C/\\ +(TermosFinitos\

~ L« (/\ \ t (Termos Finitos\

Sao trés constantes divergentes que precisamos “absorver” em redefini¢ées. Faremos isso redefinindo
a constante de acoplamento, a massa e o campo em si. Lembrando que:

y w R ) _]i(b ) qS (0*3\3\_9,7 (-?}\P\‘L = ;l;_:V»\L 4+ [ termos sem polo em mzj

Se quisermos obter um propagador préximo ao polo que seja parecido com o de uma parti-
cula livre (s6 que com a massa fisica) devemos remover este Z. E possivel fazer isso definindo:

p=2"b| — b= ="

(eq. 147.1)

O resultado desta substituicao na deducao das pgs 74 e 75 sera o de fazer sumir o fator Z em
toda a conta. O mesmo ocorrera com todos os Z's que aparecem na férmula de LSZ (eq. 83.1).

=—2(3 b - L “\2(/%—\ Z o

\(

Ainda precisamos nos livrarde ¥, e )\0. Para tanto definamos:

X%'—TZ\/‘ éw\:w\:E_W\L E/\t'/\ozl~/\

L2200 +921(4 08 —Sdh _3n i 2 -9

contratermos

Importante: note que ndo somamos estes Nnovos termos, apenas re-escrevemos a lagrangeana em
funcdo de novos campos e parametros.
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Os parametros fisicos, m e A. A massa ja esta bem definida como a localizacao do menor
polo da funcao de dois pontos. No caso de A, temos liberdade de escolha. Escolheremos definir:

\(1 L= P1 ¥ PJ.
@ o A Q—‘(x\( P‘IS
o

=0 —» =~ PMCP‘\= ~A N
>\ ——PO\((’}_— OS

Essa definicbes podem ser resumidas em duas equacgdes, chamadas de condicoes de renor-
malizacao:

O

A (;cermos sem polo em mzj Q__/J

esta equacao fixa duas grande-
zas, a posicao do polo e o seu
" . \ residuo (m e Z).
= -Ar)
.7 \\ L S: \-1V“L
. b)
P=°

t=M= O (eq. 148.1)

Esta “nova”lagrangeana tem as seguintes regras de Feynman:

< - >a< = _kA
P o R g
— & = A(015%—5\~\\ 7XK= -r 9,

(notem que tratamos os contra termos como novas interagdes) e a utilizacao desta lagrangeana com
contratermos é chamada de Teoria de Perturbacao Renormalizada.

O procedimento a seguir é entao o seguinte:
(1) calculamos a amplitude desejada com as regras de Feynman novas

(2) seguimos o procedimento usual para tratar loops (parametrizacao de Feynman, regulariza-
¢cOes, etc...

3
(4

~— N N N~

o resultado vai ser funcao dos parametros nos contratermos (6z, dm e dA no caso escalar)
usamos as condi¢oes de renormalizacao (eq 148.1) para encontrar os parametros

As amplitudes resultantes devem ser finitas e independentes do regulador
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Vejamos como ficam as divergéncias de A gSL' :

5(><><w@><>«+

L/(D(z\)

. (’1+P p .
\,',w—/ _( \1 JﬂL N N }\\
;C\»\ 2 S(ﬁ\“ E—m (kr m- = (- ”\ICF\
Pa D+t

j\/‘{: A (Y [&V(?B + NG + "‘W”‘Bl — /\% A (eq. 149.1)
L
eq. 148.1
A=t =
° L (-} [ VT + 25 \l(o\} _i,

— N [ch% + l\/@\}

nesta ordem de perturbacao

(eq. 149.2)

Oy £ - (-

V(S\B: ~ ‘)_\1&\ /] 1 -
TN

A

— L~ /) P(’l /l\ g \6 ! —
) (1N S «50 5\ A

=t (e ‘533\3

\Q | (eq. 149.3)
P

3 A
= >\ () _l— _
%A ETERE g Xf[h‘—zso—w{j“" NS
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gBK (62 a3l Lo - }60_25\@ b LND\\D

hY

= X

T

Juntando este resultado ao de 149.1, temos

NN
POt - LH[”‘ U’Bv@ U”[“\g

N

b+

( \ [\:l ] L.J[V'\—?BU 6\»«1\)

aM=0
< b)Y L[ -y - 5\‘@% - '\wg}é(:
W Ry

SRSl
s gb ==
o

e ring
d, e 8,, vém da funcao de dois pontos

=_'N/V\=(P>\

TN
A condicao de normalizacao é (148.1): ‘O ~ + ..
S

— O (eq. 150.1)

—+

(I\]P

I

|
portanto: /\/\(P) f

{)\_W\L

e também (expandindo o propagador em torno do polo):
"3/ 1 - BWP\\ (P hi“\ (9(v° m\
Pr o

Pl‘ WL\{\’\Yp}B = - /V\(
\—’8\_/
(m (eq. 150.2
, /= IIN(P \ =1 R
A _ N PPN Lﬁ; I 5 j\/\(()x\ —
Pa_ - C\PA b3

P =~ — M)




Teoria Quantica de Campos I @

: + (7 1+ ® PEE

L:i\ -5 () o M—

m\ -~ I

— L

e —»Q

l’“ ML,,(:“‘) "“Lﬂ \-l-\m]g\ ——\N}_S

gmesmo tipo de polo que obtivemos para a divergéncia logaritmica na pag 131 (17!?!). O fato é
que em regularizacao dimensional, nao é tao facil ver a divergéncia quadratica (ou em geral a potén-
cia da divergéncia). Ela aparece como um poloem d = 2.

O fato é que I'(z) tem polosem z=0, -1, -2, -3, ... mas estes polos sao sempre do tipo
c—O0

&< K - GINO \g\ (eq.131.1)

149, 4 K lg‘-d/\ M@=
S amy (L + AN m* <A ()

bne o P(“‘Ji\ v -4 =<0 ) > 2

x
SXQ- 1 }\LQ:V fdoispolosem Jey = d= (1)\13

L Se=\-4 = P(é—1>: S
> €

g 2a-0 =v P(% o %ah-

SXQE 1 N/\\l = trés polos em A&G = J= (J-J‘LG\
G R+ )
Ly e=6-) —[7\( )N
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J——Dht; :VF(;_J/}\—D é-%_&o ()>/L1

- 4
SE;Q?::\* \IQ“ + AV )—Mr/\ =7 apenaumpoloemgg\\
Yy TreENo2 ..
¢ =19 ) Ck\ C—{_

— ()= [~ N CU-%) a8z -9
/V\CP \ ( A\W‘ W ((’ \
\D/\__/

/>;mo esta parte nao depende de p?, fica facil satisfazer ambas as condices (150.1 e 150.2)

basta que: B p)
L (1-%
0= =7 O™ == ; VA —wl
(eqg. 151.1) m ( B (eq. 151.2)

e teremos: /\/\}CP)\ -0 %PL

( 6z ndo é zero em ordens superiores de perturbacao, veremos isso mais adiante )

Note que a correcao para a massa do escalar é quadraticamente divergente!

Esse cancelamento de 5, em L.O. é uma peculariedade de A¢%4 outras teorias escalares nao
terao esta propriedade. Tomemos, por exemplo, uma teoria escalar com acoplamentos de Yukawa:

N
! 7

K
A G ) A
r N}

%‘L
- w(1-v P \1'\ -9
M %M Cx0df s _gé J,_(MP@\%\

QY (@ (1 @ - " C\m\ Q
\_/\/\—A

gi&&%m L R

RN
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v ! A
M{p) = i%vgéw @-1) CO-" — ((#Sa —Sw\\

A— o

—O)_,_ /\/\7?“3—:_ 1 %L(J‘)’IBS [\_(1 W\ (C’ ’]B[\'(q_ 3_\ -1 (- L\P>A 1 S-E
J\O (_ﬁTVB/L \_/j/v}_i
3 | _lCI— > K\<\>NLN(/\L>
S(; NP}B/ =0 = E?: = = : él({)-/? dx (1 G )/%

Pz (\[TI'S ) ( [~ Xy, Y v ea 1521)

f
PR = —%ﬂ&" D0 e s

(\m.x (v\q-—m('i—\g\\,:}’)/m

T N
W) mo | Om = I L PO-bY e

(eq. 152.2)

Renormalizacao da QED
(Peskin 10.3, Ryder 9.5a9.7)

Tentemos agora repetir o processo acima para a QED
R TR ’
S =-2(B)) + Y (DY - e, T VYA,
1
Vimos que a partir desta lagrangeana obtemos:

N 0 R . (pg77)
NN £ —

N\/@/\/\ = ‘—%_Nq_}“* (pg-|27)
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Comecamos entao com a renormalizacao dos campos:

N

V.

. — 1/':_ A
= z’\ < |(eq. 154.1) A= 23 * (eq. 154.2)
) 2 Y ez Pl o - ez 2R T A
N N I R A S A
A primeira condicao de renormalizacao é a que define a carga fisica:

(@o lel:)_ = C 21\%:0 (

eq. 154.3)

isto é equivalente a definicao de Z, que usamos na eq 123.1 ja que este é o fator que aparece no vér-
tice (multiplicando a carga) quando q = 0. Ademais lembre que:

(pg127) =p Zs @o =@ (pg124) =p Z>
de forma que as definicdes dos Z's que ja vinhamos usando se mantém.

Fazendo entao as definicbes adicionais: J S% = Z} -1

E;\= 2L_1
gw\:%a\mohm
=4 4/L
il Sio=z-1= G220

(eq.154.4)

p S— ) _— N
o ARV R e o m R A

= ARV SRy e T A
_ %S>{P:VXL+$R(X%LX—S m\“\)m ‘51%6\')% at

cujas regras de Feynman sao:

a VA Ve Ve UaN _— -——;\- N3 j\'
N o o—p Vv al . o < I
‘l c‘q-:\ ?—‘YV\"'I.\,G
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= —}\66\’) ’*@*:L(?BL «Sv\\
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As condicbes que fixam as normaliza¢ées dos propagadores e definem a carga e a massa do
férmion podem ser escritas usando as definicdes que fizemos anteriormente:

S6 que agora estou REDEFININDO estas
grandezas, todas incluem agora as contribui-
¢Oes que vem dos contratermos

A definicao de I" agora é feita com a carga fisica

Como discutido na pagina 143, temos quatro grandezas divergentes na QED, isto levou aos
quatro d's nos contratermos, as quatro condi¢des que usamos para obté-los sao:

2 (f=m)=0 11 (g=0y=0

(eq. 155.1)

v\Z(f(> = O ‘XGPH(P‘—P:O\: .

(c)

Vejamos a aplicacao destas condigoes e o valor dos contratermos em um loop. Ja obtivemos
a expressao para a auto-energia do elétron usando regularizacao de Pauli-Villars (eq. 117.1), se tivés-
semos feito regularizacao dimensional, chegariamos a:
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antes da inclusdo dos contratermos

> (! HERED
— r\, (P\ = - %)\L - x
z UW\M E (1-Xy~" ¥ X )Jl— y (1-%) (’1:\; v

<[ b =)

Levando em conta a contribuicao do contratermo (*H\ e usando a condicao
155.1(a), temos:

fr 3 ) = —< \« NSENGTIENED

= [0y vef™ - -y )
 etm %4“ M- La-ad +3)
B a R oY ‘);.

(ﬂﬂ'\ E(q_x)\r\'\ ¥ 33 !

Para utilizar a condicao 155.1(c) precisamos calcular:

L ST - _\ Me=%y
Mz (N> [[(1-0y w ey (1907

y Q (9§ (%—-lﬁ p»« ()% ) - (d%\m%

C[@—Q»«l sy o (-0

(eq. 156.1)

A
VI
-
>
<

I

Y

X
o\ > N L
g € __ \ )« —[N-
Y4 TAnNE ) [M("‘“}lwyl];')/“ -

»
3

+ £ &%(“”E_\ ™ Y - v € O
N N A X’ )]

K adivergéncia vem toda desta parte, todo o resto é proporcional a ¢ e da uma contribuicdo finita
guando multiplicado por 1/ que vem da funcao I'.
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Levando em conta a contribuicao do contratermo (—*—H\ e usando a condicao
155.1(c), temos:

= he N> - (-2 v N
LW\ 3 [:»»3(4‘“\1*1)’133_)& éb Hr-e L2 (Y e y™ ]"\1 wre - Ql

(eq. 157.1)

. Y Y s s : .
Incluindo < NB~A 3 na contribuicao a auto-energia do féton que calculamosem 132.2 e

usando 155.1(b) temos: . )
antes da inclusdo dos contratermos

7(\—(ﬂ°k 1 Blﬂf«f»*fo—*VfY¥=l<%Vi’¥3

¥ X
Ty =TT, (4 - oy - 0 = TY%\(@) .

(eq. 157.2)

Para o vértice da QED, temos agora:

antes da inclusdo dos contratermos (mas sem Z, na LSZ!)
N ¥ "
N KN/
A condicdo 155.1(d) nos da: (4~§4\@ = P (P—P :O\

Yy ———— (pg99)

VRO AT F (47
R N }\A‘M\C\QO (1,_0\

dy =~ 0Ta ) — = 1+3F ©)

Como estamos fazendo tudo em regularizacao dimensional, precisamos escrever o resultado
obtido em 108.2 nesse método, obtemos:

NEESeE gé“ ‘A BS(\M\N -1) T—‘G_éﬂ ) N

>~_"/a_ o
A

+ PQ;LB [cl [1(1 O(1- b\ G!‘b]-]-\-\ [1(1 \‘25 ?)‘3 e(1—-2\ ]]E




Onde:
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T(a-L ;—c—l
O, = - QWBBSMMQ Me-%) (-

(WB [(1 —yime 2 Nﬂ;_ il

. M-%) _ hl[m_%»?)%—eo—z?}
[pve=es)

(eq. 158.1)

As equacgobes 156.1, 157.1, 157.2 e 158.1 fixam todos os coeficientes dos contratermos em
ordem a..

E possivel mostrar (via integracio por partes) que 31 = Eg\e que, portanto, 7#=, = Z_ (emor-
dem a.. Podemos provar que isto continua valendo para qualquer ordem o (o que nao faremos aqui).
Como um comentdrio final note o que aconteceria se pensarmos nao apenas no elétron, mas também
no muon, interagindo via QED. A equacao 154.3 nos diz que:

21 E’Vz
elétron- © = Cy ————
=X
\ sy
muon- e'= &, Za \3
=2

auto-energia do muon e corregao do vértice, ambas dependem da
massa do muon

Corremos o risco do muon sentir uma carga fisica diferente da do elétron, mesmo que comecemos
com a mesma carga nua. No entanto como Z, = Z, eles se cancelam, e temos:

4

\
6:618623

As identidades de WT (ou seja, a simetria de Gauge) garantem que a corre¢ao a carga ve-
nham somente do féton, independente de qual particula esta interagindo. Isto garante que o acopla-
mento de gauge da teoria continue universal, e que todas as particulas sintam o mesmo “running”
deste acoplamento.

Renormalizacao em ordem superior

(Peskin 10.4 , Ryder 9.7 )

Vejamos agora as sutilezas que aparecem quando consideramos diagramas com mais de um
loop. Vimos que a divergéncia superficial de um diagrama pode nos enganar quando ele contém sub-
diagramas divergentes. No caso em que o diagrama que queremos calcular é convergente caso remo-
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vamos o sub-diagrama divergente, fica relativamente simples:

A -
} " AN — 4

D: - ;)L,\\‘ (/\\ (convergente)
(pg 139)

neste caso a divergéncia é cancelada pelo mesmo contratermo que cancelou a divergéncia do sub-

O mesmo vale para diagramas mais complicados. No exemplo abaixo basta somar os dois diagramas

para cancelar a divergéncia na auto energia do féton antes de fazer a integral no loop mais externo
(que é finita)

Converge

\  — \
o momento k; no loop que diverge é completamente independen-

te do momento a ser integrado no loop externo k,

A situacdao comeca a ficar complicada quando temos diagramas em que dois loops divergen-
tes compartinham um mesmo propagador, chamamos isto de divergéncias sobrepostas (nested ou
overlaping em inglés)

.
; b

/\T Q @

=7 . s
QEV: % M@W

Pensemos primeiro na regiao em que k, é
A :_17 grande. Neste caso x, y e z tem que estar proximos (tan-
to o féton quanto os eletrons no loop sdo muito virtuais) Mas w po-
o de ser mais distante. Podemos pensar nisso como uma
Z by correcdao de um foton ao vértice em x:
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N A

—-N€ %\ L Lv (/\S

N NS

Y
) R
vao se encontraremw

Se voltamos com este vértice no diagrama completo antes de integrar em k1, obteremos:

oy e (TG DITROT) o< LN

}/c—_ ~ Lu(AMY

ok o 1 DY LR

{ L{; domina quando k; ou k, é pequeno
domina quando k; também é grande

TT 2 PR
Estes termos proporcionais a N¢ 1 \ )_NC/\ \ vao contra nossa expectativa de que as
divergéncias podem ser escritas como simples polinbmios em g2 (pense no que fizemos na pag 142).
Chamamos as divergéncias que de fato sao polindbmios em g2 de divergéncias locais, essas divergén-
cias nao polinomiais sao chamadas de divergéncias nao locais.

pois no espaco das posicoes sao
funcoes delta (ou derivadas)

A aproximacao acima indica que, na regiao em que um dos momentos é pequeno e o outro
grande, o que temos é uma divergéncia local multiplicando uma parte nao divergente. Isso sugere
gue os diagramas necessarios para corrigir a divergéncia sao:

«’\j\/\Q/\/\/\/‘f’\'\/\/@)\/\f\J

De fato, se fizéssemos a conta veriamos que estes cancelam a divergéncia nao local. Uma vez
somados, resta apenas uma divergéncia local que é cancelada como de costume, pelo diagrama

AAAVAYR s \VAVAVAVAY

E possivel mostrar que isso funciona a todas as ordens de perturbacéo, contanto que a teoria
seja renormalizavel pelo critério da divergéncia superficial. Isto quer dizer que uma vez que coloque-
mMos 0s contratermos necessarios para cancelar as divergéncias locais, todas as divergéncias (locais
ou nao) sao removidas a todas as ordens - este resultado é conhecido como teorema BPHZ
(Bogoliubov - Parasiuk - Hepp - Zimmermann)
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O Grupo de Renormalizacao
(Peskin 8 & 12.1, Ryder9.4)

Vimos que, fazendo a renormalizacao de uma teoria, podemos obter resultados que indepen-
dem da dinamica no ultravioleta. As divergéncias somem e conseguimos uma teoria que funciona.
No entanto é um tanto misterioso como as excitacdes de maior energia da teoria podem ter tao pou-
co efeito. Vamos entao tentar ter uma imagem mais clara de como isso pode ocorrer.

Comecemos pensando no funcional gerador de /\¢)L‘

ECZQ=% =y Q;SCEAQ T (e eLgE.r.Jqﬂ
fe

v

b= LT g
v ae PrE
unitaria

Pgen=T1 (sgay

fazer uma regularizacao por cut-off significa integrar somente sobre: ‘7{5(%) / | %I é/\
boN—  DlD= O

pensando desta forma podemos estudar especificamente o efeito dos momentos da ordem do cut-
off: basta integrar so6 sobre eles. Para evitar valores de k que, apesar de pequenos, tem valores enor-
mes de k, e K, trabalharemos no espaco Euclideano.
’ P e [ < N
E S~

Além disso, a teoria de campo no espaco Euclideano nos leva para perto de sistemas atdmicos, onde
podemos ter mais intuicao do que significa o cut-off ultravioleta e a renormalizacao. Um bom exem-
plo de um sistema de mecanica estatistica que é bem descrito por um campo escalar foi dado na pag.
50 - um ferromagneto na teoria de Landau. A energia livre de Gibbs deste sistema é:

= S ; T-Te)s* d
G = Sé i’l:(Vs\ +(T-T ) s* +es \-ksl

E a densidade de spin s(x) faz o papel do campo escalar, ao passo que o campo externo H é a fonte.
Nesse caso é bastante 6bvio que existe um cut-off fisico, nao faz sentido falar em flutuagées da densi-
dade de spin em distancias menores que o espacamento entre 0os atomos que compode o material.

Pensemos um pouco sobre este sistema em termos de temperatura: se estamos longe de
qualquer ponto critico, é de se esperar que hajam flutuacdes de spin na escala atdbmica. No entanto
assim que nos afastamos para escalas maiores, da ordem de algumas dezenas de distancias atdmicas,
o sistema ja deve parecer uniforme e nenhuma flutuagao é visivel. Podemos descrever este comporta-

mento usando teoria de campos. Mas primeiro vamos lembrar um pouco da fisica por tras do proble-
ma
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Estamos imaginando, por simplicidade, que se trata de um material com um eixo preferencial
de magnetizacao

TN O 7 Magnetizacao M paralela ou antiparalela a este eixo

(S}

H=0 -

\ ;> tanto o campo como os spins

sao definidos na direcao deste
eixo

T~0O —— Favorece M paralelo ou antiparalelo
H +o

Mudanca de H pequeno e negativo para pequeno e positivo | — Mudanca descontinua em M

Transicao de fase de primeira
~ 0O
T ordem

—

[ = = O —7 Spins cada vez mais desordenados |M| vai diminuindo

—

=T L — 5 M= O

H =0

L;. Valores grandes de H ainda induzem magnetizacao, mas a descontinuida-
de perto de H =0 desaparece. Este é o ponto critico (ou transicao de fase
de segunda ordem)

PAY (V\

Ponto critico

H

il

>T M=0O

Transicao de Fase de Primeira Ordem

Ao longo da linha da transicao de fase os dois estados (M>0 e M<0) coexistem em equilibrio.
A energia livre de Gibbs sé depende de M e T e é dada por:

I =

dM |

Perto do ponto critico M é pequeno e podemos expandir G(M) como:
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G("N=A(TY + BN+ (T M

o sistema é simétrico por mudanca no sinal de M, entdao G(M) tem que ser par

Para encontrar o estado do sistema em H = 0, devemos minimizar G:

H=0 = 5_(‘—~ QB M4y W =0

oM o

Resta fixar B e C, suponha que:

B,(=>0 = m=o &L

N

No entanto se B puder ser negativo (digamos, abaixo de uma dada temperatura) entao temos uma
solucao menos trivial:

DM

LY

=0 —)) A
B(T<Te)<0 T<le

VA o

\—\—]—o dois minimos com magnetizacdes opostas

Fica claro que podemos modelar o sistema definindo:

BT =% (T-TD C(T)=c 9oy > O
Neste caso temos: i) <> T
O T > Te VAN
M= q:\7 _<—|—c

1,
5 L_( D I <= Tc
DM
Para obter o comportamento para H nao nulo precisamos resolver

) n
(

oM |4

ou podemos minimizar (em relacdo a M): (/"\) \‘t> AT } +B(TY™ RO o STAR
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S6 temos o duplo minimo paraH =0 eT < T.. Substituindo a definicao de M, e as expressdes para
B(T) e C(T) na energia de Gibbs, obtemos a expressao que comparamos com o campo escalar:

T " H= Ve
& = Scm ii(Vs\’+h(J—TC§S>+C§W_H§1 =10
JL/V\/

L—O este termo adicional inclue a fisica microscopica, é o jeito mais
simples de introduzir a tendéncia dos spins de se alinhar

3 .
Suponha que: Hb‘B _ Ho%“ CXJ)E Varr10§ verqual éa resp?sta em pontos longe de x. Procurando
o minimo de G em relacao a configuracdes do

campo s obtemos:

O= 56[5‘”332 — NS F AT (T-TNs+1cS — H

1T>] = =D S < . 2 _
[>T, =p xieo aS}NOKd =7 (—V 120 (T- ,C>>gm=\_,@

RO = Ho 70 =» (_VI+2Q7(T-TC>> POy = Ho 570
IL Funcao de Green!

Configuracao do campo s(x) que surge quan-
do o spinem x=0 éforcado a se alinhar com
H

Pz

DOo = | Y o € =
Gy 12 A N(T-T)

Jyl
comprimento de correlacao — é - El Or Ll - C>l

E importante perceber que, apesar do resultado depender dos coeficientes b e ¢, que sdo da-
dos pela fisica no UV (fisica atdbmica), a lei de poténcia em (T-T.) sé depende de podermos expandir G
em série, e da simetria que o torna par. De fato, obteriamos o mesmo resultado para qualquer sistema
com esta simetria (existem varios exemplos). O fato de que podemos usar teoria de campos para
descrever certas propriedades de sistemas de mecanica estatistica perto do ponto critico indepen-
dentemente de detalhes na escala atdmica (a chamada universalidade) esta intimamente ligado ao
fato de podermos construir TQCs independentes de cut-off.
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Note que o valor de s(x) estara ligado ao valor em x=0 dependendo de quao longe ele esta
de x=0. A escala de“longe” é dada por &, note que este diverge quando chegamos perto da tempe-
ratura critica - o sistema fica fortemente correlacionado. Voltando para nossa analogia com teoria
quantica de campos, estamos falando de uma particula escalar que carregaria a informacao da exis-
téncia da fonte em x =0, e que a“massa” desta particula (&'1) é da ordem de [b(T—TC)]'m. Se estiver-
mos longe da temperatura critica |T| >> |Tc|, entdo o Unico parametro que determina a massa é B(T),
que vem da escala ultravioleta da teoria. O tamanho de m é entao fixado pela Unica escala natural
do sistema, portanto esperamos que que m ~ A (que no exemplo seria o inverso do tipico tamanho

atomico).
No calculos que fizemos até agora, estavamos interessados justamente no caso em que

m << A, e ajustamos os parametros da teoria para obter esta situacao. Com isso em mente, vamos
ver como fica a separacgao de escalas na integral de trajetéria.

2 - (Do) o]~ (et v ooy Q\g
(

eq. 165.1)

SOOI SN ARYA
O M<Eh o N

-—

e 5@@(\ U< Qe 0,.< ]
z O W\ 2 Qe A
DO — PN + Pl

2 - \Dd\DbExr - a*{g(wfwh%@(@@1%(@@\“ -

A
Todos os termos do tipo QSCQLSCMQ) s30 iguais a zero (ortogonalidade para k Tf—*%\)

- &(4’) 1 N~ > A PN A N
\ W < S D Ex ~gc\‘m[il(b,,¢3+ﬁ;moq§*+, ,qufcp AGH Lt >}
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Queremos entao integrar em , se tratarmos todos os termos (com excec¢ao do cinético)
como interagdes (incluindo o termo de massa), podemos escrevé-los como derivadas agindo

em Exf[_jiccffﬁ]
Onde: N
L \ . _N
fom e B Fhes o (1 (00 (80 g dosy
" G )Gm ”

=N B <N\ I-Ng ) <A

i Clu 5 * %(IWQ\

(]3 (gn\ condicao para que ¢(x) seja real, ver Peskin

JEARSVALYAN pg 285

Isso nos leva a um propagador (no espaco dos momentos):

)

Spcb cb(k\cb(r’\ ¢ 1 (ﬂT\X 5(9“‘(’3 AL

(e . 7
P e [ A

([)Ul\ (P\ —

S ANRS I ARYAN
() gquer outro 0<

Os outros termos da lagrangeana de 4) sao tratados como interagdes em teoria de perturbacao.
Tomemos como exemplo o termo dDCP

EXP *S‘\k‘t A(*%‘blq'\’l) ~ (e 297§

N Em principio poderiamos calcular funcées de dois pontos com quaisquer combinagdes de ?S
e ¢):
\&r a A _\&r A -S&r
Zpp s 2pEs 40§ s e

Mas se considerarmos que momentos proximos ao cut-off sé aparecerao em integrais de loop

e nunca nas linhas externas dos diagramas, entao os campos (g s6 aparecem em loops. Em termos do
teorema de Wick temos:

o®—( 28" 80N - [ ow_ (" 6] Vol o) ~§ M]>
i 1 X

estamos assumindo que os campos externos serao P e ndo
A

O

operador com n campos 56
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) A-) s
}\) — L\Q &l _/L'z_ = )7\‘ J 1= 9‘— /\)
X GvY &y (RN A

- N<I1RIN

O importante a ser notado aqui € que este termo também seria obtido de um termo — N (I)
na lagrangeana <

Para ver o que ocorre em ordens superiores, é Util definir diagramas:

(BA —p = <JL\TZCI)D‘4\ Cb(k\i\&)) = A‘_\Q_ y

s9¢ ~ B

Em ordem A? temos, para a funcdo de 4 pontos:

—®—>©<

L—‘) mesma COﬂtI’IbUIQaO acima

—D assumindo que o momento das pernas externas € muito pequeno comparado com
bA, podemos ignora-los e obter

L: A\ d 5

4) equwalea
_ (-2
5 <w\ Cﬁ\ ( \ (W‘\/‘P%\ L-
SR IAALYAN

= *-_3’/\):_ Lw 5‘1}
-1 T -

Note que se fizéssemos mais subdivisdes (multiplicativamente), cada intervalo teria uma con-
tribuicao similar:

o e N % ¢, 9,

JN | N A
\—N E%_] Zose dividissemos de formaqueb=c=d=..=0.1

estariamos fazendo esta divisao em ordens de

1 d tribuem todas d
LNF{LX LI“ [{“X gran ezZza (que contribuem todas da mesma

forma)

(eq. 167.1)
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Este procedimento gera contribuicées nao sé a ¢2 e ¢4, mas também a ordens superiores.
34
Otermo ¢¢ porexemplo:

s\ _LL—_.()m+n+€\

0 DA

Obtemos acoplamentos com derivadas também. Para o diagrama abaixo por exemplo, des-
prezamos o momento das linhas extrenas. Se ao invés disso fizermos uma expansao para 0 momento
externo pequeno, o proximo termo seria:

\_1 d \1 Jk by o
@< = 0 Axgsq)“' \ISKVLQJ Q.9 +-.

De forma geral obteremos todas as interagdes possiveis (de poténcias arbitratiamente altas)
entre o campo ¢ e suas derivadas. Temos diversas contribuicdes desconectadas que acabam sendo eli-
minadas pela normalizacao de qualquer correlator, entdao podemos finalmente escrever

o{ _ 1+ /)_m 1+ Y ( contribuicdes conectadas de
eFe — ;(l)ﬂ (b\ N (P :‘ “(b $ (eq. 168.1)

Este processo de excluir um campo das linhas externas da teoria fazendo seu momento (ou
massa) muito grande comparado com as outras é chamado de “integrate out” o campo (nio conheco
uma traducdo para o portugués melhor do que “integrar” o campo). Facamos entao uma comparacao entre a Iagran—
geana original e a que obtivemos apds a integracao

D=k =l

O<k«tN = o<ll|<N
S = \ [4 (1+D )(J,J(})g +d (M) A\Sy \q)l + '\<\+A\\<I)1 +
X SLgFr = 3 %\D a° ER A

FRC (34T + D &+ 1 D ‘/
ibuicoes d N
% \_,D contr.| wgoejs a

“out-integration” de

) -4 s A0 S L >
=Sc\ v % B@ +A2\9r()f’%+{\1("°+A”1)¢+%(/\o*‘ﬂn\\Cb\‘*/lg s () c@\k
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Podemos voltar a uma forma muito parecida com a lagrangeana original fazendo as seguintes

defini¢des:
\ 2= 2

b - (70N ] ¢

W= (w2 ea ) (182
NENSYEIN A 02N T

= (e rneUt Fpas 42

Pz (nraddU oy [

. O

\ >~ \ \ \ \ \ \
b Sorn =gct"¢ 1G9 2 G

(eq. 169.1)

Pensando em todo o processo, o que fizemos foi:

L(6) i 104, ) , e (6

rescaling

\ _ k \ _
/gﬁ - /Q’— w= \‘LQ’ Lf? muito parecida com a original (mudam os parame-
tros)
A \_N\/-
| e -9 5
™ 5N A

Podemos pensar nisso como uma transformagao na
lagrangeana

Podemos, de fato, repetir o processo para uma nova “fatia” do espaco de momentos
(cbA < |k| < bA). Cada transformacgao sucessiva resulta em uma nova transformacgao dos coeficientes
dos termos na lagrangeana (como em 169.1). Se fizermos todos os parametros desta transformacgao
(b,c,...) infinitesimalmente proximos de 1 (o que equivale a fazer as “fatias” tenderem a zero) temos
uma transformacao continua. Neste caso vemos que podemos descrever o resultado de integrar so-
bre os graus de liberdade com momentos grandes como uma trajetéria ou caminho (em inglés ¢ comum
usar“flow”) sobre o espaco das possiveis lagrangeanas. O conjunto destas transformacdes é chamado
de Grupo de Renormalizag¢ao (RG) (embora nio formem verdadeiramente um grupo, pois ndo sdo inversiveis).

Notem que temos entdao duas formas de atacar o mesmo problema. Suponha que esteja-
mos interessados em um processo qualquer em que os momentos tipicos (da particulas reais) sejam
muito menores que uma escala qualquer A (usemos a teoria escalar para ilustrar):

Método1: [ = j(()}lq)\ljr/\ qu,}ﬂw
P

3

Calculamos a funcao de n-pontos
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Surgem divergéncias assim que consideramos loops (porque é neles que entra a dina-
mica de altas energias)

l Renormalizacao

i: ’](f) C|>\ 4 N (P "’\ (P\‘ + contratermos

1
Y\

N

(

l — . n . . ~ .
™o Z o as divergéncias aqui (nos d's) nos forcam assumir que o0s
SN parametros nus (my, A,) eram infinitos, o que parece criar
problemas para a série perturbativa

resultados finitos

S Y
Método 2: QL = %((),l(b\ -\—%w\oc}‘“+/}r

Diversas transformagdes sucessivas em que “integramos” os modos de alto momento,
embutindo o seu efeito de volta na lagrangeana. Em cada passo temos sé integrais
finitas e os parametros da lagrangeana sao também sempre assumidos pequenos.

(ho <</\B ()\ perturbativoB

————

—_ héde se tomar cuidado, pois A vai mudan-
do e por enquanto assumimos que ele
nunca vai ficar forte o bastante para inva-

YN itos!
/s finitos! lidar a teoria de perturbacao.

e )

%

. )
&EF,: = %(3,1 (b\ + %— " CV t ’}“ + todos os termos possiveis (de qualquer dim.)

L—b resultados finitos (o0 campo que sobra é zero para qualgquer momento um pouco
acima dos momentos externos considerados)

Os dois métodos devem nos fornecer os mesmos resultados, mas o segundo deixa diversas
idéias mais claras. Para comecar a teoria de perturbacao é valida em qualquer ponto do calculo, des-
de que a constante de acoplamento nao evolua para valores grandes (o que de fato acontece em
algumas teorias). Além disso fica claro que todas as grandezas vao depender da escala que estamos
considerando (aquela que sobra no final, depois de integrarmos tudo acima dela).

Vejamos como a lagrangeana tende a variar sobre as transformacdes do grupo de renormali-
zacao. As lagrangeanas sao definidas no espaco dos coeficientes de seus termos (que sao operadores
compostos dos campos), no caso escalar, por exemplo:

. / / —— o parametros que de-
Cg\= f]_(()ﬂq)\ ...4 ~> _+'] Hb”"-C@ QX Dl finem o espaco de
2 lagrangeanas esca-

lares
Aa forma que definimos as transformacdes do RG este termo fica sempre igual.
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2
O ponto [(‘”\ ) ME, V) i —io, 0,0 )D — ?S é 0 que chamamos de ponto fixo pa-
ra as transformacdes do RG, uma vez que nele temos apenas:

Lo= L (Y

e portanto nao ha interagdes que vao corrigir os outros parametros e tira-los de zero. Perto deste pon-
to podemos ignorar as correcoes superiore na perturbacao e simplificar as transformagdes 169.1:

(eqg. 169.1)
-1 _ -2
Loz (w3 +D Y (1 ARY 4 e

N VYNNI oo el B DA W iy
—D v J

C\ - (C 1—&03(1 + /AZ\S& L—(\ lCD\ : CDQ:_H

D' (D 0Dd( rozs B = DG

: [f‘l’)'c’v'“&mio'o)o)o\ 1

Como b < 1, os parametros com poténcias negativas de b crescem, e os com poténcias positi-
vas de b diminuem quando aplicamos a transformacao.
AN
~
A>0

Os operadores cujos coeficientes crescem com as transformagodes sucessivas sao chamados
de relevantes e os que desaparecem sao chamados de irrelevantes. Os operadores cuja poténcia em
b é zero sao chamados de marginais, e precisamos das correcdes perturbativas de ordem mais alta
para saber se eles crescem ou descrescem.

no caso escalar: ?D\ é relevante sempre (independentemente do numero de dimensdes)
(p‘l Ve 4 relevante
d=Y marginal
J > irrelevante

De uma forma geral, o coeficiente de um operador com N poténcias de ¢ e M derivadas vai
se transformar conforme (veja pg 168-169):

I e LY em-A
QJDLQ&*WQEACNM: N(2-1) M

Ny M ~—" k_,-‘v-_/ ) Ny ™

S
Il

scaling da integral

scaling das derivadas (eq.171.1)
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Note que a dimensao do operador é (veja pg 145): eoria Quantica de Campos

. Jd-x _
= ——
f LD cada derivada aumenta a dimensao em 1

dimensao do campo escalar

Como a lagrangeana deve ter dimensao d, a dimensao do coeficiente deste operador deve

ter dimensao: |
D(— = X—— ()N)N\ = A\,*[N('_T\'}{V\

que é justamente o que aparece no expoente de b (com sinal trocado). Portanto operadores relevan-
tes (D. > 0) equivalem a interagdes super-renormalizaveis, operadores marginais (D.= 0) equivalem a
interacdes renormalizaveis e os irrelevantes (D.< 0) equivalem a intera¢des nao-renormalizaveis.

Uma outra forma de relacionar o comportamento dois coeficientes com a dimensao do ope-
rador consiste em pensar que o coeficiente é naturalmente da ordem de:

CofF. ~ (masvax& ) dN)M ~ (/\\& ) dN)M

1 irrelevante para momentos pequenos
jz (SNN = Cur /{J—l),:,»l << A lel dy, i~ =4 s
<< =) EEE— ~v
(A0
PR

importante mesmo em pequenos momentos porque
A é grande

Este é um resultado importante porque nos diz que, pelo menos em regides préximas ao
ponto fixo da lagrangeana livre, qualquer lagrangeana, ndao importa o quao complicada, acabara
se tornando uma lagrangeana com um numero finito de interagdes renormalizaveis.

Isto muda um pouco nosso ponto de vista sobre teorias renormalizaveis, anteriormente se-
guimos o seguinte raciocinio:

- observaveis nao podem
nao queremos ter um cut-off N — =g P
) —_— 7 depender do cut-off
na teoria

assim sao finitos

\f N,

S6 consigo uma teoria preditiva se nao houver termos nao-renormalizaveis

’—u Sé teorias renormalizaveis sao boas (é uma “sorte” que a QED o seja)

sorte no sentido que, nesta visao, nao ha motivo para uma teoria QA
independente do cut-off ter sido realizada na natureza
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Agora temos uma outra perspectiva, suponha que qualquer teoria de campo tenha um cut-
off - mesmo que nao saibamos onde ele fica ou qual teoria comeca ali (gravidade quantica?) - e que
ele esteja bem acima do nosso alcance experimental. O que fazemos é usar as transformacdes do RG
para “trazer” o cut-off para perto da escala em que estamos calculando o espalhamento, e incluimos
os efeitos das altas energias na lagrangeana efetiva.

h

I\
A >A>N

- v é{(}\\ - OLEniA \ v OQWU\\\\

F \ cut-off
3 A desta lagrangeana

Se neste processo as interacdes ndao-renormalizaveis forem suprimidas, entdo as equa¢des do RG nos
dao uma razao para que a QED seja renormalizavel: qualquer teoria com acoplamentos suficiente-
mente fracos se comportard como uma teoria renormalizavel em baixas energias.

E claro que temos que tomar cuidado com os casos em que os acoplamentos crescem, ou que
estamos um pouco mais longe do ponto fixo, vamos ver isso com um pouco mais de detalhe:

/\ Cb 1 =P Apenas o termo de massa € relevante, comecamos com Y, <</\0

MZ n integracdes . ST Y"\:" R:_-;"\
(-~ \
°Sb /\, N )

) =1

| AN

Q
Em algum ponto }r\‘} —~ /\\ e temos que parar ai. Exigir que m’seja uma massa “pequena” significa
exigir que a massa:
(a) comece perto do ponto fixo da teoria livre e mude muito pouco com as transformacoes
do RG, e somente o cut-off é que vai baixando;

oA
00—
AN
ou: (b) se ela comecar longe de io, entao ela flue para Ia e entao se comporta como em (a)

A situacao (a) exige que a m passe extremamente perto do ponto fixo, e para conseguir (b)
precisamos escolher o ponto onde comeca a trajetéria com muita precisao. Caso consigamos fazer
isso, entao a previsao é de que mesmo lagrangeanas com operadores altamente nao lineares (longe
de 4,) terdo correlatores a baixas energias que se comportam como teorias praticamente livres de
escalares leves. No caso de sistemas magnéticos (onde podemos de fato ajustar as “condicdes iniciais”)
este comportamento aparece em modelos com mais de 4 dimensodes, perto da transicao de fase de
segunda ordem temos extamente esta situacao.
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\ d 1 =P Neste caso temos que ficar atentos ao operador o4
(

- + +Nz
(~g| AE0 mwt})éji_il,+/@—ﬂ

o)
_ s6 corrige a massa 2
J - \-1 eq.167.1 (veja pg 152, eq. 152.1) Y (J\ B
—~ \ L ,
L;— —p A'diminue lentamente conforme “integramos”
1 61

\é-

A
/]
isso quer dizer que Ap* acaba sempre se tornando livre
— muito longe do cut-off (ou quando fazemos o cut-off ir
/ . . Vd . . .
para infinito). Esta é a trivialidade de A$*sem cut-off (¢ claro
v hY que a teoria continua util se temos um cut-off)
L) os “outros” coeficientes
diminuem mais rapido

doquei

QuUTLOS

\ C]S Y =p O operador ¢+ agora € relevante. Mesmo que comecemos perto da teoria livre o valor
( de A vai fluir para valores maiores. Assim que nos afastamos da origem, temos que
considerar as corre¢des de ordem A (da eq. 167.1). Para d < 4 temos:

>1
c& NBS N _ /\/\

L SR NCANE \

este sinal sugere que em algum ponto o crescimento causado pelo scallng
vai ser cancelado pela contribuicao do termo nao-linear, neste ponto A para de mudar - ha um segun-
do ponto fixo. Este ponto se funde como o ponto da lagrangeana livre se fazemos d -4, e os dois vao
ter a mesma propriedade em relagao ao crescimento da massa. Entao, perto de d = 4 temos o diagra-

ma abaixo: {)h\).

ouTEoS
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A equacao de Callan-Symanzik
(Peskin 12.2, Ryder 9.4)

Embora o tratamento que fizemos para o campo escalar seja bastante claro do ponto de vista
fisico ele pode se tornar bastante dificil tecnicamente se formos tratar teorias mais complicadas do
gue o campo escalar (sabemos, por exemplo, que a QED tem problemas com regularizacao por cut-
off). Vamos entao tentar achar formas mais gerais de encontrar as equagdes que estabelecem o fluxo

dos parametros da lagrangeana. Para isso voltaremos ao formalismo das teorias renormalizadas (em
gue fizemos A- so e inserimos os contratermos)

/\ NN Trajetdria infinitamente “longa” (em Passa arbitrariamente perto
&4——> numero de iteracdes) antes que a &——> de um ponto fixo
< N massa cresca (mas sem passar nele)

Perto do ponto fixo, cada iteracao a mais move a massa muito pouco, mas vai desaparecendo com
todos os operadores irrelevantes. Acabamos com uma teoria que s6 tem operadores relevantes
(os termos originais + contratermos) mas com coeficientes que foram corrigidos uma infinidade

de vezes (os &'s sao divergentes). Fica claro que as lagrangeanas que estao nestas trajetérias sao
um subconjunto de todas lagrangeanas possiveis.

toda informacao sobre o fluxo dos coeficientes irrelevantes foi jogado fora

ainda podemos estudar os relevantes e marginais, mas nao em funcao de A e bA

Neste caso usamos as condicoes de renormalizacao que sao definidas em uma escala de re-
normalizacao (na pg 148, por exemplo, esta escala foi escolhida como p2 = 0). Vendo como os coefi-
cientes dependem desta escala i, podemos recuperar a informacao do fluxo.

Comecemos com uma teoria escalar sem massa (o termo m2 renormalizado é exatamente
zero). As condi¢des da pagina 148 nao servem mais (o dA obtido destas condi¢des, por exemplo, tem
singularidades para m2 =0, veja pgs 149/150). Usaremos entao uma escala arbitraria M:

ficando na regiao p2 < 0 temos uma anélise
andloga ao que fariamos no espaco euclideano,
onde tudo é mais simples. O comportamento
para p2 > 0 é mais complicado pois temos que
tomar cuidado com singularidades advindas
e estados ligados e ramificacoes
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Com estas novas condigoes:

4—9-\ (#(P\CI/)CPB\ILB*,;‘_ / N

|

LJ LKJQBOCD\CDOZ-?\\ﬂ):‘EEi /(>1=—(‘\l

P

(Z ndo é mais o residuo do polo da funcao de dois pontos)

Para ver o efeito destas condicdes, considere que a teoria tem uma interacao de Yukawa, das
pgs. 152/153 temos:

— Y
\_(,@ = 23|46 WW:\'\ A
~A

%[i D R AP LA ‘1\\\]
i) LS M PGS
L,

a parte que diverge nao depende de p2 portanto sera cancelada por
algo equivalente em om.

1
R i)ﬂ&fﬁ

nao contribui para dm, apenas para dz.

P ANF CO)
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Se fizermos esta regularizagao por cut-off, as contribuicdes para 5z e dm, se misturam e nao
fica tao facil ver que a massa nao sai de zero, por isso continuaremos usando reg. dimensional. No
entanto, para deixar claro o papel do cut-off, faremos a troca:

SR D) e (e )

|

O mesmo seria valido para Ad4, mas teriamos que ir até dois loops para ver a primeira correcao
em 0Z. Essa separagcao nos permite esquecer totalmente da massa e analizar o acoplamento e nos diz
que (como sé temos polos em d = 4) as divergéncias de 6Z (e o)) serao logaritmicas.

Note que poderiamos ter escolhido outra escala de renormalizacao, M’ para a mesma teoria.
As funcdes de Green da teoria dependem apenas de m,, A, e A. M s6 aparece quando fazemos a

troca: j\)\
Z¢>
M

ST Prydey P> = 2] T Qe dily L el
\\/_\_/—// —_— N

n\ G
G—l ("4;’(1)-")\(“\ (ro <V14\\('\'3 “‘\\(\’\3

@) que acontece se ﬁzerOS Uma pequena mUdanga em M?
M —» M oM
A= A+

N
;\.

_f

-

se comportam da mesma forma

Na funcao de Green sé importa a mudanc;a em Z (ja que G, s6 depende dos parametros nus):

?__’/A — (’\ *—3?.\ ?,-lyl = — (4+S \ z " U H\é“\z-vx

Pensando em G como uma funcao de M e A, esta trasnformacao é dada por:

LG = 06T M 4 0 Gy 2 s 6
b/\,\ A >\ (eq. 177.1)




Teoria Quantica de Campos I
Definindo os parametros adimensionais:

}5 = 5)\ Funcéo beta X\ = _{-%\\-BYL Funcdo gama

(eq. 178.1) (eq. 178.2)
Temos:

(ﬁ%f"\ b Xg%}\—h%u(f\ =o\x Ah
3 M\ YD)

-
M 96 4 M B}\)(\ MW G ‘O
by\ BN\ 6/"\
F ~\(‘
~)
E\/\J_éﬂ_\—r]?%\‘Jrhﬁ](; (x”,.,)\c,\-)/\!\))\:O

Pensemos sobre $ e y:

_o> Sao 0s mesmo para qualquer n

sao adimensionais, e nao ha qualquer outro parametro com dimensao de massa

)m,,\w > p=pOY P PO

[\/\S—*Pé’\\/‘+\’\ﬁ\(’\\](3’ (\‘(1) f\SM))‘\:O

Equacao de Callan- Symanzik (eq. 178.3)

)3 ( /\\ 4+—» ligada a mudanca na constante de acoplamento

@C,\\ 4—> ligada a mudanca no campo (field strength)

Esta equacao nos diz que a mudanca em M serda sempre acompanhada e compensada pelas
outras duas.

Podemos generalizar o argumento acima para outras teorias renormalizaveis (com acopla-

mentos adimensionais). Havera uma funcao g para cada campo e uma funcao b para cada acoplamen:
to. No caso da QED (sem massa, m, = = 0) (n é o nimero de elétrons e m o de fotons)

5\
J 3__ " &)+ ™ (\'\\H\
M (_)_(;\ + SB(C be + \& ¢ )_\- \8 (Q\]G— .. “u«» N\ C\ O

(eq. 1784)
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Calculando as funcoées B ey

Mais uma vez, fiquemos na teoria Ad* sem massa. Como estas funcdes nao dependem de

qual funcao de Green usamos na equacao de Callan-Symanzik (CS), podemos escolher as mais
simples:

3 N \f o
Crmu)\: . Q P 4 F@, LU
_’—\/’\,

sabemos que daqui sé
saem contribuicdes para dm

Como o caculo de dois loops é trabalhoso, acaba sendo mais simples usar a funcao de 4 pon-
tos. No entanto podemos obter alguma informacao sobre y daqui: como nao ha correcdes a G? em
ordem A, s6 introduzimos a dependéncia em M e A em G em ordem A2. Assim a equacéo de CS para

G® fica:
F ROY +M¢Oﬂé\(m
)" 9@ : %b 7L NN =0+ 00

\QC\\\ — 0

Passando entao paraa funcao de 4 pontos, temos:
A X > N
X S SO+ 3 N 00
a + PO\X ‘3 RO C,m( WX ‘PB,('} =0

Ja calculamos esta fungéo de Green (na verdade a versao amputada dela, pgs 149-150):

6—‘1 RN (_k>\\"[;\@+;\J(_*E\+L\J("‘\\}— &%)\\J. Ty

\_/\(\/
definido na eq. 149.3 propagadores da pernas
externas
(que tem correcdes ~ 1?)

Nossa condicao de renormalizacao agora exige que as correcoes a A se cancelem em:
>
S=t= M=z =M

O que nos da um contratermo:
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(e-%)
_
(N(1- O M 3 h

A

So= (N3 = 3W§

dst: 3;5/\’{ ' _LH(M‘M..}

(4T 3 -
L«) indep de M e finito
Temos entao:
/V\_J’_({( — 3/»/\ \ '; ‘)G—“\-(—- © \\ ”\
9/\/\ ZJ (U\T\l*1 P a) = (VI C\ }1 i
OGN
y, ~ O
J J )
[mﬁ+;;cx\$+m ¢ =0
OO OO

"
ST ey (-2 OO TR T2 6
(“ﬂ"\l BOY=AT BATC N
(VY= LLA=-0
w\:v/i/—wro f=0

=) >*  _; (=0
('AB (N C\\P 3

o tem que ter no minimo de ordem A2

<D )\5——3/\ —r@(_;\B

~TTY (eq. 180.1)

-
So

Com este resultado, podemos voltar na equacgao de CS para a fungao de dois pontos e obter
a primeira contribuicao a fungao vy:

J ) N
[(V\ ™ r E&\ St RN (),\: O P(X\
90 A+B X+ UMYX +O00)

)= M d ('“) DIWNA =0 = \G\C,\\—-g&/
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De uma forma mais geral (qualquer teoria escalar renormalizavel sem massa), teremos sempre:

G—SX\CPS _ . CLE..aﬁ LQQP\-\— R_— + ...

\/E-/contribuigéo nao-nula com o menor numero de loops

R AR G R NG DI

p— P——

9 M P/d/_/a depende da teoria
Am OO e~ 4O

é_g__ ~ QO™
d XN

() .
AQT - /5—%%
M

N %\éﬂ pOY = O, 3 -6
I e W D S S
O (X)W 4RO
% \_/\/—\/

Ve OCNY

W > /| =0 A contribuicdo do termo envolvendo B vai ser sempre menor que a que envolve y

LM P Ay
o~ Z)T\%%’“BM'\\?_O = |Y ) dmg%

Se lembrarmos que 8z tem que cancelar a divergéncia dos loops em alguma escala -p? = M, conclui-
mos que:

e B

%E:Ak(—é\é = = iMuA-(,l:_ﬁ

M\ e

(eq.181.1)

coeficiente do logaritmo divergente J
gue contribui para 6z
(o mesmo ocorre na QED ou Yukawa)

Podemos obter algo analogo para a funcao 3. Pensemos numa teoria com um acoplamento g de um
vértice com n linhas, a fungao de n pontos sera dada por:
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m

I~ @

A 8

o o -J &
&= (T A P\L_
(T3 |- ”]-5 Sy %Bl

algum invariante do tipo das variaveis de Mandelstam
estamos assumindo que as condi¢des de renorm. sao
para todas as variaveis deste tipo ~ -M2

(o

(ﬁ\?_) mai (“XK+ABZS%3 ‘ZS 12 *Z -32 =0

Nao sabemos, a priori, em que ordem de g temos a primeira contribuicao a S"b ou %%x , Mas pa-
ra que 3 possa cancelar estas contribuicoes ele tem que comecar a receber contribui¢des na
mesma ordem em que 5,6 ou cb%zk e, em L.O., podemos ignorar estes termos

a : . & s . - . /] 5 2z =
"im (“XWBZ\S%} PP YL MR T
—md T‘\ .
JB(QG\JA&_M (’Xh *iﬁ ;32”3

Mais uma vez as condi¢des de renormalizagcdao nos dizem quem sao dg e 6z

ng m (2

(eq. 182.1)
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L DAL

Um fato importante a ser notado é que, como nao estamos interessados na parte finita (de
fato somente no coeficiente da divergéncia) - ndo precisamos ser muito cuidadosos ao especificar
as condicoes de normalizacao, basta fazer qualquer invariante (que fixa a escala dos logaritmos) igual

a -M2. E claro que isso s6 vale em L.O.

(eq. 183.1)

Argumentos semelhantes se aplicam para teorias mais complicadas. No caso da QED temos
(gauge de Feynman):

Pey =1m 25 Pey =1m

ém (eq. 183.2)
4+ S—n’,\\ 5_4’“,‘ (\{\/\Q

a/

S,

" (eq. 183.3)

1’ O/

o ‘e

w

(= 0 L&, red 25 - .
53 AT ée e " > 3\ (eq. 183.3) S

b8

Se modificarmos os &’s calculados nas paginas 156 a 158 para férmions sem massa e para a
condicdo de renormalizacdo em -M?, temos:

gq: gl . C: P{l*é/l_\ N L G} ]_,( _L\_
o (WY e . ey m

—_—
—_—

SUNESNCa Shy

Su= _ ¢ v lﬂ(l-é/lx \ - M LN(_&\
L S

De forma que:

Yule)= 1 m&%’ﬁ g %\ﬂ - £

b S

%\3(63: €

AT >

pled=rmg [‘ﬂTB 7\\\\& B ’]lT

Importante: a sutileza aqui é que escolhemos um gauge especifico, entdao algumas destas
funcdes mudam se mudarmos o gauge, outras nao. 82, por exemplo, nao é invariante de gauge, 63 e

B sao.
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Vamos tentar entender a e b, escrevendo-os em termos dos parametros da lagrangeana nua:

Ay
N bed= Z2(m™ @ ()

O significadodeye 3

M MeS™ =y G - P+ Bvlc&

11

PN M
d>‘=m+5*pd>” AT p o= ¢ ‘MT\ATVL

ZQS == (MY Qe

VB =z (mamS
2(my

Da definicdo de g (eq 178.2) temos:

__/~\§ NG L S\ N Y 20Ntz (m\\
¢ [ ( /]> "/‘< SM

“1/5. =
2(M)
d Z-k
-3
_ AN =z 92
A2t o
W{\ 2N 5— —~ 1 M1 —S?—r\D(B;X\i%Z
X Z (\r\ (eq. 184.1) 2\_"432_ D Jdm
que reproduz o resultado
L em L.O.de 181.1

mostra a ligacao entrey e amudancade Z

No caso de 3, nossa definicao original ja era suficientemente clara (eq 178.1):

M= N+ SM

M NCRNENGERY
) ( , 0 que mostra que 3 nos fala como o acoplamento muda com
)3 =\ M)
esta escala que escolhemos para a cond. de renorm. Veremos
M (eq. 184.2)

em seguida que podemos interpretar isso como a mudanca (o
running) do acoplamento com a escala de energia do evento



Teoria Quantica de Campos I

Solugao da equacao de Callan-Symanzik

( Peskin 12.3)
Para estudar as implicacdes da equacao CS, vamos resolvé-la para uma funcao de dois pon-
tos de uma teoria com um unico campo escalar (sem massa)

D [G) =D [ = = & =1l -’\

numero (e ndo um quadrivetor) \/)
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Teoria livre: ,?=(\=O }CJ (’\— _}GCI\ - G = ‘7:;1

Para vislumbrar como podemos resolver um caso mais geral, vamos pensar em bactérias (!!!).
Imagine um tubo estreito por onde corre um fluido com velocidade v(x) (x é a coordenada ao longo
do comprimento do tubo). O tubo esta infectado por bactérias, cuja populacao é dada pela densida-
de D(t,x) e cuja taxa de crescimento é p(x)
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dependem de condic¢des no tubo
(eg: espessura e iluminagao)
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Esta é exatamente a equacao que temos fazendo: )— L—O"( {"\\ > 'E
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Suponha que conhecamos: DC-&'—O)\L\ = D&(w\

Para saber a densidade bacteriana de um elemento de fluido em (t; > 0, x;) temos que olhar a historia
dele. Sabemos onde ele estava em t = 0 integrando sobre o0 seu movimento passado. Podemos pen-
sar neste elemento fluindo para tras no tempo e definir:

A () = ()
dk (NN

b elemento de fluido indo na direcao errada (-v)

W (03 'L,]S = ¥, —7 estecomecaemx,
Y (%), %) — posicao deleemt=0

Portanto a densidade bacteriana inicial dele era: )7;, ( CACTHRD \
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E a densidade em (t, , x,) sera:

Dty = Pi () gxe] (3¢ W“‘“‘MJ
) ) o

No referencial deste elemento a velocida-
de é zero e s6 0 que as bactérias notam é que a
iluminacao muda com o tempo:
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Voltando a mundo menos infeccioso dos campos, podemos usar esta solucao fazendo as
substituicdes adequadas

W =X
Gt =T Ny N ]
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k=M
def % R . (eq. 187.1)
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v L‘c \<1\ = descrevia a posicao de elemento de fluido em t unidades de tempo atras basea-
do em um ponto de referéncia x, em que ele estd “agora” (usamos t = 0 para agora e
t =11 para o inicio, mas de fato quaisquer dois tempos poderiam ser usados)

\(ik X\ =y Vai descrever o valor de uma constante de acoplamento modificada: que muda
guando mudamos k (a intensidade do momento) a partir de um ponto de referén-
cia (que foi tomado como k = M). Note que a taxa de mudanca é dada pela funcao

B

Isto € um parametro da funcao, apenas nos diz quanto ela vale no ponto de referéncia

ﬂL\ =D “running coupling constant”

A Unica forma que temos de determinar a funcao desconhecida Gi é obtendo a funcao G(2)

em alguma ordem de perturbacao e expandir o lado direito de 187.2 no mesmo parametro. Por exem-
plo, em A¢*

) -

CPhm MY =- 2 1 O(R) = GG ER)=E0) =1+ 907

(estamos supondo que podemos expandir em ) :u 47 G(:\(,Y\ = 1+ @(_X)H

Também podemos usar este procedimento para a funcao de quatro pontos. Calculemos esta
funcdo num regime cinematico bem especifico:

!‘D

G.E\'\(ﬁl )(’; )\°~5 _)P“B — r: = - E = O (os quatro momentos sao spacelike)
P PX =0 ¥i# /b

Neste caso temos uma Unica grandeza dimensional relevante E e podemos escrever G¥
na forma:

‘L‘\( P\ \ {6 —» podemos de novo fazer a troca Q_ — _>,
T g o P
DnfC™V=-3 Dy D -O
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Lembrando das bactérias:

P
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eqg. 189.1)

De novo a funcio “inicial” é fixada por:
(8, 0)= -w\({ﬁ;)l@(;\*\
>< ¥ ..
CONE=MNY = G () = -xx 9O
P3N -0 Y OGTY

(eq. 189.2)

Agora podemos ver as consequéncias da eq. CS. Qualquer funcao de Green, quando expandi-
da perturbativamente, vai ter a forma:

! L A\
G ~ X [Ls (f flh\
M
Para que a perturbacao faca sentido precisamos que A seja pequeno, mas também temos

que evitar que L
il

=

M

As solugdes que encontramos organizam a dependéncia nestes dois parametros (A e o loga-
ritmo de p) em uma func¢ao do acoplamento (G,) e uma exponencial que leva em conta a “distancia”
para o ponto de referéncia M. Quando esta “distancia” é zero (estamos fazendo um espalhamento
com momento da ordem da escala M) vemos que G, = G, mas se nos afastamos deste regime o
que as solugdes 187.2 e 189.1 nos dizem é que devemos substituir A por uma acoplamento mais apro-
priado para aquela escala: &, o que reforca a idéia de que este novo acomplamento é justamente o
acoplamento efetivo que obtivemos quando pensando no grupo de renormalizacdo. Esta identifica-
cao fica bem clara na equagao 189.2 - ja que a fungao de quatro pontos sera diretamente proporcio-
nal a A.
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O fator exponencial da conta de acumular todos os re-scalings do campo entre M e a escala
de momento k (ou P). Cada mudanca destas vira um fator que multiplica a funcao e Green e em cada
escala levamos em conta o acoplamento correto para a escala. O nimero que multiplica a integral
€ o numero de linhas externas (2 no caso de 187.2 e 4 para 189.1), como era de se esperar.

Para verificar estas afirmacdes, vamos obter A no caso da teoria A¢*

(180.1)
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(‘”’\ ( \ (eq. 190.1)

Note que, expandindo em A:
X a
3 ) YN = N—3% e A\ + O(F)
,\(VL \\ >\.(. \LLH \-\- @(1\ / ~ (b\f

/—d/j (N

que é exatamente o que obtivemos na pg 174 usando o fluxo do grupo de renormalizacdo. Temos
também o fato que para k muito pequeno o denominador fica enorme e o acoplamento desaparece,
o que confirma nossa expectativa de que fungao [ positiva significa uma teoria com acoplamento
fraco para baixos momentos.

LQyW\

Levando a frente a expansao em |, temos:

X(V'-}X\ = >\ + C >?L_N<92/M\ 3 Ql )\3 \-Nl<gz/(\,\\ +, ..
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Ou seja, teremos termos do tipo:

/\Y\l’l LN“ (&//\/\\

O que nos mostra que a expansao perturbativa vai ter problemas para k muito longe de M.
Para o caso em que o acoplamento efetivo é pequeno (caso contrério a expansio perturbativa realmente falha)
equacao de CS nos da um meio de evitar este problema, ja que a expressao 190.1 representa a soma
de todos estes logaritmos e sua inclusao direto na contante de acoplamento.

Aplicacao para QED

Vamos pensar na QED a curtissimas distancias (altos momentos para o féton) quando pode-
mos ignorar massa do elétron. Se seguirmos a mesma légica que usamos para deduzir as equagoes
de CS (pgs 177 e 178), podemos obter uma equagao analoga para o potencial elétrico. Como o
potencial entre cargas estaticas é observavel sua normalizacao é fixada e portanto nao temos a fun-
¢ao vy (como tinhamos nas funcdes de Green). Podemos entdo escrever a seqguinte equacgao de Callan-
Symanzik (para a transformada de Fourier do potencial):

[krpe 5 ¥y
Pin =-X

‘o podemos fazer o mesmo que na pag. 185 e trocar a deri-
vada em M por derivadas em q

[‘\ % —B (&) e +2 V(&)= O

JCr

Lembrando que:

(eqg. 185.1) :\;[ +X — Bé } 3:0

\/ o=k
Gk, >3=‘é§@( N (RN B X{L"( m\l NEXC
£ (eq. 187.2)

Vi (Eles)

1
(\ (eq. 191.1)
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Sabemos que, em primeira ordem:

U= L = (= 4 OET)

—X
. \J(‘\\@rz\:‘ € (d\iem\
Qtl

Usando a funcao 3 da QED (pg. 183), P(GB =

, temos:

AT
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J[}u 34Q§X 4Ln" & U

Cr.

,} - ( QL\ Loo—( q/(\l\\ (eq. 192.1)

O que é muito similar a expressao obtida no fim da pdagina 136, e fica idéntica se escolhermos
M da ordem da massa do elétron M’ = A m?, e =ee A =e"?),

Er\(\\ -

Evolucao (running) das Constantes de Acoplamento

De uma forma bem geral, a evolucao das constantes de acoplamento de teorias renormaliza-
veis no limite de massa zero sera dado por:

N 9 XN =p(x)\
A (p) =P JLL""[ VM\] P

Na regiao perturbativa, temos basicamente trés comportamentos possiveis:’

L .O.
N [ N
B(N >0 R()H=0 BN <0
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J—a teoria preditiva a baixas energias (ou grandes distancias)

Teoria fica ndo perturbativa para curtas distancias, altos momentos.

[5(»\:0

j%()\\< Ol =

p —® o

=l A constante de acoplamento efetiva é, de fato, constante (ndo depende do mo-

mento). A constante renormalizada é igual a nua e portanto os Unicos infinitos
possiveis na teoria estdo em contribuicao para a field strength (Z), que somem
de qualquer elemento de matriz S. Sao chamadas de QFTs finitas.

) Suponha que o sinal da funcdo  da QED fosse invertido:

p=-LCe = TN

- v O

Liberdade assintétical

1 + C 82 LH( P/(«\B

La teoria preditiva a altas energias (ou curtas distancias)

Fica nao perturbativa para grandes distancias, pequenos momentos.

Todas as divergéncias que aparecem para momentos grandes de alguma forma se somam para
dar um resultado inécuo, a teoria é bem comportada para energias arbitrariamente grandes.

Os resultados acima indicam que tanto para 3 positivo quando negativo, temos uma escala fini-
ta em que os acomplamentos divergem. Mas antes de chegar nesta divergéncia o acomplamento fica
grande demais para que a expansao perturbativa faga sentido. O que acontece se sairmos da regiao
perturbativa? Neste caso nao temos como calcular a funcao 3, mas as equagdes do grupo de renorm.

continuam valendo e podemos usa-las para uma discussao qualitativa.

Conforme nos aproximamos desta regiao de acoplamento forte temos que levar em conta mais
termos na expansao de 3, estes termos podem ter todos o mesmo sinal inicial, mas suponha que a
contribuicao deles seja de sinal oposto. Neste caso poderiamos obter funcdes f da seguinte forma:

a B

ponto fixo &O

a pONY

/

—_—

T~

)\’\"

>\
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Quando A chega perto deste ponto A*, B vai para zero e a constante de acoplamento para de
evoluir. Temos um novo ponto fixo, e:

~——

P-—DC:\;O }\~o/\*

0O

teorias com ponto fixo no ultravioleta ou infravermelho
(infrared stable e ultraviolet stable fixed points)

Perto deste ponto fixo (assumindo o caso B(A~0) > 0, com regiao nao perturbativa no UV):

P
O peeain o

_ _ :
I 5 a0 o N ()

c)l:L"G(\%\-ﬁ —4’_\ i = -b (L[Loc,cm‘] w

(x - %)
Loe( X =3F) = =B Lee (B +C

- 3
N = (R

I

l

= =0 S e a velocidade é determinada
N —2 Ax J pelainclinacio local de p

Vejamos o que acontece com a funcao de 2 pontos de um campo escalar neste caso. De 187.1
temos:

AR S EYCIN RN L R (“’\"“]A]

P=Mm
para p grande a integral sera dominada -1 (= P> Mpodermos desprezar et
por A ~ A¥*

parte da integral

Y

(M g™
Glpsy N = (5 (W) m?x LN(%\UM_,]EZ - (‘\%331 ¥ ()



Teoria Quantica de Campos I

Perto deste ponto fixo a funcao de dois pontos volta a se comportar como uma simples po-
téncia de p?, s6 que é a poténcia errada (do ponto de vista de analise dimensional). Chamamos y(A*)
de dimensao anémala do campo (de fato a funcao y acabou “pegando” este nome mesmo quando
nao ha ponto fixo na teoria)

Renormalizacao de operadores locais

Suponha que queiramos obter o comportamento de um operador local obtido como o pro-
duto de dois ou mais campos conforme renormalizamos a teoria.

@(\Q = operador composto de campos escalares

Da mesma forma que fizemos para o campo, podemos definir um processo de renormaliza-
cdo para este operador, re-escrevendo a Lagrangeana de forma a obter um contra termo:

S 06

que garante o operador renormalizado \()M =2 %) (”\X \00 satisfaca as condicdes de normali-
zacao em uma escala M. A funcao de green em que estamos interessados é:

SR o 1) = < B DR O >

6_

Escrevendo-a em funcdo dos campos nus, temos:

(_‘7’\)*")

- _1
i ¢
G (oo eyt = Z2() T B (Y L del - S Oy >
Repetindo a deducao da equacao de CS, temos:

Wi
[{v\ﬁ_+"s(/\§c)‘)~)\+nﬁ(>\+\6\0(/\\ \ G—( -0
aM ' ; (eqg. 195.1)

r\j\@()\\zm _(C)B?LN[Z\QCV\\}

Em muitas teorias temos mais de um operador com 0s mesmos numeros quanticos e a mes-
ma dimensao, e neste caso podemos ter misturas entre estes operadores (as correcées quanticas de
um deles vai gerar contribui¢cdes aos outros). Por exemplo:

0= YT
LD): FN)FV)\

Neste caso temos que definir um conjunto de operadores i@'ﬁg de forma que:
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. " (8
@g = Z\g (/V\B O
o que também transforma a dimensao anémala y em uma matriz:

A -1 N )
K\O% = Z@ (M\} M _a,_ [2@(/‘\\}‘“&
IM

Para obter uma expressao para vy, calculemos a fungao de green com m campos escalares e o
operador:

: = PUN ... PN O, (N>

estou permitindo que o operador “injete” momento

/Q’NW) &

Usando a mesma logica das paginas 181 a 183, se esta funcao de Green obedece as equacdes
de CS (eq195.1), entao:

> numero de linhas externas escalares

%D( M= M ffj\ (—%\9 + _i“,\%i\

(eq. 196.1)

Um exemplo seria analizar o operador ¢?, para evitar confusdo entre a massa introduzida por
este operador e a massa do campo escalar (que esta sendo renormalizada para zero) vamos olhar uma

funcao de green onde este operador carrega um momento diferente de zero, e definir sua normaliza-
¢ao por:

L&

.y h

S PNbepy boay> = Ay
P \\J ¢

A primeiro loop a contribuir para esta funcao de Green é (de novo, estamos falando de L¢*):

N7,

enl = 2 S\ N L
P T\ N (e

—_—
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= 5 A LS ;,,L\] D=0 60K) = APk =-") =~

Em -M? este loop deve ser cancelado por:

/®\=(ﬁ%\:15¢‘

Eq; SENCELA NL(E____LOG(N\B*,_,)

v
Yoy (N\\; ! (eq. 197.1) NINY

Como em A¢* ndo temos contribuicdo de ordem A para 8z, entéo:

K(bzzmi(«g(p*)——ﬁ“i) _LB = ﬁp* =2

I~ RIS M T (eq. 197.2)

Evolucao dos parametros de massa

(Peskin 12.5)

Podemos usar a evolugao de operadores acima para estudar a evolug¢ao da massa na teoria.
Para tanto introduziremos a massa como uma pequena perturbac¢ao na teoria sem massa, esta aproxi-
macao é boa desde que a massa fisica seja comparavel aos momentos tipicos (fica ruim para momen-
tos menores que a massa).

Lm <— lagrangeana sem massas, renormalizada na escala M

124

N ~; 0 3 ﬂ,\ N n, L “-
Q\-;G( 3_‘_‘('\ (r( ! (XG( ...+(“\1\ Cr( )

A generalizacao de 195.1 para varias insercoes do operador é bastante dbvia:

s 1)
,é_ _‘L-\—n (N + 4.(-’\\ G—( =
/:m i abranl 5@, X ©

!

Se escrevemos: N — A -y
=Ty ¢t
%

(eq. 197.1)
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Entdo: > ) G - Z L (et &
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~~

de forma que a seguinte equacao garante 197.1 para cada ordem de m?

by (V\\
C) ~ [ae ‘ \ /\\"\ —_
| 7 PO e 8O L (M- o

(eq. 198.1)

Este argumento vale para qualquer operador que eu adicione perturbativamente, e:

L&) bt S CLpeN

J d < L (w A
| 7 8+ POY SHen B NG S \ 6P ey MM =0

(eq. 198.2)

: . . K
Podemos escrever isso de forma mais conveniente: A; = D I: O ’l

Y- i
S0Py Lok 2P N7 0800

\\; estamos introduzindo uma dependénciaem M
esta nova dependéncia é compensada por p;
Com isso 198.2 fica:
< \
(V\,A_—l- (> i)_-|—f\ (D4 f‘.; - ;\A__ (“( - Y, Xﬂ). -
[(){v\ ,3 \C)/\ 8 2&-—(’“(8»)3() (){,& G i?*}){v\) ) *\3'—0

Q

y-Jx

-0y P

. o

" 3\/"\( A \’v cancelamento
RS

SRR

P
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Pi= (i -1+ ) s

E\ Z)ér? +P(A\c;—);+n8(>\+z_ P* %FL\G(“\Q@;M)N{;‘ Q\:Q

Perceba que agora todos os acoplamentos (adimensionais) p;, aparecem com a mesma forma
de A. Podemos voltar as nossas bactérias para resolver o problema, s6 que agora elas fluem num es-
paco multidimensional com velocidades 3 e 3;. O resultado vai depender de constante de acoplamen-
to efetivas que evoluem segundo equacoes:

A
M tew (%))

(eq. 198.3)

Pr = Pal5,>)

(eq. 190.1)

Em suma, temos:

N T PO
> !

¥ P M_kk‘)ﬁm 7 f" T Pulrey o

No limite em que todas as corre¢des sao muito pequenas (perto da teoria livre), podemos
ignorar as contribuicdes de vy; para ; (v, depende de p, ou ), portanto y,p.~O(pert?) ); neste caso:

‘3 - _
L= L -4)ps
[ Cow™ ' [-/‘f\__j/__p 3l ]_bﬁ

—

-
7= e LN

O que nos fornece o comportamento que esperavamos depois da analise pelo método do
Wilson: operadores com dimensao maior que 4 (nao-renormalizaveis, em quatro dimensoes) tem aco-
plamentos que diminuem para momentos pequenos.

Em d dimensoes, temos que tomar cuidado com o termo A¢*, que fica com acoplamento di-
mensional. Fazemos entao:

pin[81= 45 Dinleaky
Lo DT = L) -

\
y-4
>\ —D /\ M (definindo um novo A adimensional)
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(b (no caso do operador de mas-
sa, nada muda)

4-ds

—D/V\ x U-\-\
&M]*Lﬂ” " Jen
1 Y A 4-4 4
o[.jo[o_SPh/V\ Cb/“ —_'1}\”\ q)(v\

Também precisamos calcular os contratermos em d’ dimensdes. O calculo que fizemos para
Sb‘“ muda da seguinte forma, para d’ préximo a 4:

P(Q_Jd/““\ A:j e Loe((\\fB + . -,>
(ﬂ\\\n.-—/s

\ |
(a-'a N(%—%(, L Loe (M) + )
(N\;\l-—d/s

M J)_ _P,(ti/l\/ .y (A\—W\ /\/\d—\‘(m-lwo\’\%k.)_é\ /v\‘\’k‘

(WY \
= /‘/\a_~I (;_)\ + ( c)\—‘D(--o ‘Lo@(ﬁ\‘)"*w}l

D~ o5 M 1 0 (9

) P(Q' ‘*\> =+ 9>
IRy a

o que tinhamos antes (em d = 4)

\<qu - ﬁﬂ[; _@(a-w{} = EM’I 1—\9[)(3—*13]]

e (03 o P ={a-o»-mw;:‘~amkﬁ« fr -0 D

Ko o Bz (e o +

| (eq. 200.1)

X QN
Algo similar ocorre com as outras fungoes: ﬁ,; :EC) " - A+ ﬁ\,; ] ?;\ Y.L
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No caso da func¢ao B temos um contrinuicao da dimensao de massa de A:
v oque tinhamos antes (em d = 4)

B = &\1\2\ + ﬁ(\nb\g (eq.201.1)

1 y.) 4-)
L,;C;‘Lw*i,_ o [nl +pd e d dy[m-am VM mtij:o

3 =(Q-1)\+ 00D

20-y~0 Y AN

> 3
Usando o resultado 180.1: JB = (}—T/\’\L + 9N )
Tl

temos:
p= —(1-Da+3

(1\1\
31 =7 p>0 - A—wo /PO

/ A= T 0
D

X A

Py

I« = P

0 que é o comportamento que previmos nas pags 193-194, com um ponto fixo em A*

Conexao com os expoentes criticos

Usando o resultado 200.1, podemos obter a evolucdo do parametro de massa em A¢*:

R (o) B J SN GATNE lﬂ?

l\’ o ( 197.2)
Ty eq. 197.
v\ P 72) - M\
- P P (eq.201.2)
> = Py
Lembrando que )DH = N _— ?M - ™\ (o que apenas nos diz que quando p ~ m o termo de mas-
/v\‘.L PJ- sa se torna importante, e é pouco importante para p >> m)
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Pensando em um sistema de mecanica estatistica, lembremos que o comprimento de corre-
lacao desepenha o papel da massa deste campo escalar. Levando em conta a evolucao desta massa
podemos definir:

-1 _ 5
g ~ / ﬁm (FN=1
L—V um momento especifico (hdo confundir com a componente zero do momento)
1
2 _/'J- -
~ ( /V\ Fws — m

Usando o mesmo critério para definir € perto do ponto fixo A*, obtemos:

J A Q;(X‘(B

J[Locr(///‘\\] ( 4 J—KP()\*)\ ﬁm —/ F - JDM (%

S 2 By (/\\~ N 3

(eq.202.1)

R (N=1 = (

B

vemos que ))w\ é que desempenha o papel do parametro que mede a distancia para a temperatura
critica, e n mede como o comprimento de correlagao cresce conforme nos aproximamos desta tem-
peratura:

me<T' ey = ‘g ~(T‘Tc\—\7
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(de acordo com o modelo de Landau )

Ve — V3
) —%/C“\ —QH@[(H?J

p1=

Lo contruindo uma teoria escalar com simetria O(N) é possivel mostrar que:

—1

\\7 = X — :J - C 1- ‘)\ A7 com N campos escalares
+3

O que nos permite descrever o comportamento perto do ponto critico de diferentes mate-
riais magnéticos:
N < =P com eixo preferencial de magnetizacao

N = % = com plano preferencial de magnetizacio

N =y =) isotrdpicos N . NS

E os valores previstos concordam bem com experimentos (d = 3): \Zr,go,( Q, € DJ(:B C))QS

Curiosamente, o comportamento critico pode ser estudado para uma grande variedade de
sistemas (fluidos, ligas binarias, superfluidos, ...). E um fato experimental que os expoentes perto do
ponto critico dependem apenas da dimensao da variavel que flutua e nao dos detalhes microscépi-
cos. Isso pode parecer um milagre, mas do ponto de vista da teoria quantica de campos, é um fato
natural, uma consequéncia direta do grupo de renormalizacao. Quando o sistema passa a ser domi-
nado pela dinamica de grandes distancias restam apenas alguns operadores relevantes, e tudo fica
muito simples. Esta idéia, levada para as teorias relativisticas, nos explica porque as teorias interessan-
tes para fisica de particulas sao renormalizaveis. Isto indica apenas que estamos longe do cut-off des-
tas teorias.

Exponent Landau QFT Lattice Experiment
N =1 Systems:
v 1.0 1.241(2) 1.239(3) 1.240 (7) binary liquid

1.22 (3)  liquid-gas
1.24 (2)  (-brass

% 0.5 0.630 (2) 0.631(3) 0.625 (5) Dbinary liquid
0.65 (2)  B-brass

e 0.0 0.110 (5) 0.103 (6)  0.113 (5) binary liquid
0.12 (2)  liquid-gas

6, 0.5 0.325(2) 0.329 (9) 0.325 (5) binary liquid
0.34 (1)  liquid-gas

0 0.0 0.032(3) 0.027(5)  0.016 (7) binary liquid

0.04 (2)  [-brass
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N = 2 Systems:

vy 1.0 1.316 (3) 1.32 (1)

% 0.5 0.670 (3) 0.674 (6) 0.672 (1) superfluid *He

a 0.0 —0.007 (6) 0.01 (3) —0.013 (3) superfluid *He

N = 3 Systems:

~ 1.0 1.386 (4) 1.40 (3) 1.40 (3) EuO, EuS
1.33 (3) Ni
1.40 (3) RbMnF3

v 0.5 0.705 (3) 0.711(8) 0.70 (2) EuO, EuS
0.724 (8) RbMnF;3

o 0.0 —0.115 (9) —0.09 (6) —0.011(2) Ni

6] 0.5 0.365 (3) 0.37 (5) 0.37 (2) EuO, EuS

0.348 (5) Ni
0.316 (8) RbMnF3
n 0.0  0.033 (4) 0.041 (14) .
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