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Correcdes Radiativas

( Peskin 7.1, S. Weinberg QTF - Vol1 - 10.7)

Vamos agora olhar mais profundamente o que acontece com as funcdes de Green da teoria
quando “ligamos” a interacao. Comecemos com o seguinte objeto:
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L

—= estado fundamental (vacuo) da teoria interagente

Como interpretamos este objeto? Tomemos auto-estados de H eP: | X\ " >

Y\

Lagrangeana completa
podem ter uma ou
mais particulas

Notem que estamos assumindo que H e P comutam. Isto s6 é verdade porque que se tratam
de estados livres (a interacao corrige o propagador por meio de loops) ou estados representando
um conjunto de particulas (ligadas ou nao) que tratamos como um unico corpo (a energia de ligacao
ja esta incluida na massa do estado composto, que por sua vez é livre). Nao estamos falando agora
de espalhamentos.

A carrega todos os outros numeros quanticos dos possiveis
estados

N
Definamos: |;\)> — P lr~> =0

estado de momento zero
n
H | >\°> = Eo(’\\ D\ox

Boost €
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A invariancia de Lorentz de H me diz que [)xp> também é auto-estado de H

lf\l/\p = Ee(N |2 2

E Y= \iprem

ﬁ Estou definindo como “massa’, a energia
do estado em seu referencial de repouso
(o que faz todo sentido para estados de 1 particula ou
mesmo estados ligados)

Qualquer autovalor de H pode ser escrito como um boost de um outro autovalor com momen-
to zero.
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Autovaloresde [ =(H,° 3:

mesma estrutura vai se repetindo para 3 ou mais particulas

Er ) , estado ligado
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P .7 Estamos somando sobre estes pontos e integrando sobre as curvas

/v/ge\dugs partlcu!asp\'\
- ,'\ |
\) >
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L—;) para campos de spin maior teriamos que ter mais cuidado aqui (vai para a lista)
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Poderiamos fazer o mesmo para o caso y, > x, e obter:

3
2
2 Tigendepkien = 2 (saidey ol Do )
A
Note que obtemos o propagador de Feynman com a massa substituida por m,. Para cada

estado A contribuindo para a funcao de 2 pontos temos também um “peso” dado pela amplitude de
criacao daquele estado a partir do vacuo.

em teoria de perturba-
cao isto seria algo do tipo:  (\
p Na _/D ‘ | o4
Eaa s e e hana S U

1 ‘(3 Ne “ﬁ

Uma forma util de escrever esta soma pode ser obtida fazendo:
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Densidade espectral

= ﬁ S;Uv\l\ DFé\(h\A\{V\l\
AT

° (representacao espectral de Kallén-Lehmann)
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E importante notar que, para um estado intermediario de uma particula:

\(-——L—~n

teremos m, = m, onde m é o autovalor de energia (para a Hamiltoniana interagente) no referencial
de repouso da particula. Esse estado contribui com uma funcdo Y M-+ para a densidade espectral

P =3 Ve TR S O

\/_\/
k \) contribuicdes de estados de

‘4[&] ¢ (o)) 1, >\L 2 ou mais particulas.

estado de 1 particula com momento zero
Z_ —> Field Strength Renormalization

Esta massa“m” é a massa observavel da particula interagente e vai, em geral, diferir daquela
que aparece na lagrangeana, que chamaremos de m,

vy~ —> Massa fisica

Y, —> Massa nua (bare mass)

Em relacao as contribuicdes de mais particulas, QJ(N\)\ , temos essencialmente duas prossibili-
dades: a partir da energia em que possamos produzir duas ou mais particulas reais “livres” temos um
espectro continuo da massa m,. Mas abaixo desta energia podemos, dependendo da interacao espe-
cifica, ter estados ligados de duas ou mais particulas. Neste caso teremos polos adicionais em massas
entre m e 2 m. Isto nos leva a uma forma tipicamente do tipo:

SDU\“\()
1 particula
estados ligados
2 particulas
Rl
' VAN
™ B
Passando para o espaco dos momentos:
% \
AP X 1 5 N
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Que tem a seguinte estrutura analitica no plano complexo:
AI"" Epll
DA j
) ~ g “,..‘-AW%WQQ-@ c ):r: _]

B:NND g'mn-gg

Comparemos este resultado com o caso de um campo livre:

o <ol T{de dlor\[o> = A

(73— \mz 4—/\6,

Os dois sao semelhantes e fica claro que temos que levar Z para 1 quando “desligamos”a
interacao. De fato, é possivel mostrar que (veja Weinberg, 10.7) :
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O que também nos garante que a contribuicao de estados de muitas particulas desaparece
na teoria livre.

PS: no caso de espinores de Dirac, 0 mesmo raciocinio nos levaria a:
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PS2: obter de fato a forma da densidade espectral € uma tarefa ardua por se tratar de um cal-
culo nao-perturbativo. Um método envolve a utilizacao de relagées de dispersao. Quem estiver
interessado pode ler: Weinberg, sec 10.8 ou Peskin, sec 18.4

A matriz S e a formula de reducao LSZ (Lehmann, Symanzik, Zimmerman)

(Peskin 7.2, Ryder6.8e7.3)
Vamos ver o que acontece quando generalizamos estas idéias para correlatores maiores
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Vamos escolher um dos pontos acima (que chamaremos de x) e fazer a transformada de
Fourier nele:
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Na regido | o tempo ¥ € maior que os outros, portanto:
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Fal <>‘r\ —\{/<()CZ1\ oy C()CZV\H\X‘JLB‘-

(——D serd suprimido no que segue, ja que proximo ao polo éiguala 1
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Esta € uma fungao de p, com singularidades em todos os pontos E,(A). Se estas singularida-
des sao polos isolados ou cortes vai depender da teoria especifica. Vamos nos interessar com o que
ocorre préximo ao polo, que equivale a uma particula de massa (fisica) m.

fl_ = P;— __(6"“— B W\’- - V; -—(w\ = (6’64—6?\(“—\3?\

EL
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L\~ \01— Y = QEP(FG—EPX
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VAL &)Tg bl PCEN L C()(Zw\} 2>

-0
estado de 1 particula com momento p

RS 20y o R TER WU TCHN) TS

N/ Fl e A £
? < d>° Imo estado de 1 particula com momento zero

este simbolo quer dizer “tem polos iguais a” (estamos desprezando os termos finitos)
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Se fizermos o mesmo para a regiao lll, veremos que

M 2 )T gci)(t\ ¢CZ1\ C()(me\} |2 ™>

—~ A I
L YL B 1 TE P T TR
N/
(J —_ W\ + A
A regido Il ndo possui polosem % — Ep ou (o — - Ep setentdssemos o mesmo procedimen-
to chegariamos a algo na forma: ,
¥ A
- QH’T Ew
Gostariamos de continuar fazendo isso para todos os outros campos dentro do produto
temporalmente ordenado, mas temos que ter cuidado com o isolamento das particulas externas. A
forma de fazer isso é voltar na pagina 6 e, ao invés da transformada de Fourier, usamos um pacote

de onda estreito:

s — , Lo
AP X =—if 3 e
Jo €T T S\ EE A gy e ¢ \P(ﬂc\

TN\ il .
\P ( ,013 - distribuicdo estreita centrada em F (voltamos a transformada de Fourier se fizemos
esta distribuicao virar uma delta de Dirac)

Esta pequena indeterminacao no momento da particula associada faz com que ela fique
com a posicao contida em uma regiao do tamanho deste pacote. Retracando todo o raciocinio acima
teremos agora:

Z & g (&) A A 2 U P@Is< h TIOEN . @(%\}lm
(N AL A 0° - G0 FRE

~ | 2 2 (CSEN\ =P TipE.. ‘(J(?M\}lxb
FoE, (lTY\X FL—V”\ . i f
P= (P, )

s g Y7l Y/ . T . Ve .
Na pratica agora o polo “anda” conforme variamos k, ou seja, o polo de uma particula virou
um pequeno corte cujo comprimento é a largura de (k). A volta ao caso anterior é bem definida con-
forme estreitamos @(k) até que vire uma delta e o corte volta a ser um polo.



Teoria Quantica de Campos Il @

Se fizermos 0 mesmo para todos os pontos na funcao de n+2 pontos da pagina 6,
obteremos:

ntx

(SDL{ J“K.N (-;!L ICRAN ‘P (0?’\ < (1| —\ZC(S(“A\ e Cf) (\(P\+L\}\j)_>
| S Ty s
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A
De novo temos trés regides: 1T \I _\I— \ L D \,(i
T 0 =

) N

Se tomarmos os tempos que dividem as regides suficientemente grandes (para o passado ou
futuro) podemos assumir que nestas regides ja nao ha mais sobreposicao alguma dos pacotes e di-
vidir cada uma das integrais anteriores em trés regides, assim como fizemos antes. Mais uma vez, nao
precisamos nos preocupar com a regiao ll, pois as integrais nessa regiao resultam em funcdes analiti-
cas. Pensemos nas regides | e lll, e no caso em que sé “empacotamos” dois campos:

sobreposicao maxima dos pacotes

o @ e T

1) DS —
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E aqui os pacotes de onda se tornam importantes. Como este estado tem que ser aniquilado por
campos que sofrem a restricao de sé serem diferentes de zero em locais isolados do espaco ele

tem que ser composto de duas excitacdes distintas e isoladas espacialmente. Neste caso podemos
fazer a aproximacao:

Z_ A_))E_ L(ﬂ\—\é(bm\(ﬁb\\kl}\“><Ak) _
Aoy 2Fg

s \ P A &‘(;L<ﬂ\¢@l/ > <RI\ A >¢
Z_ (_l—\;\; PV (WY AEp, 5 % >¥‘ >\’%>/

’\'\)’\1



Teoria Quantica de Campos Il

Agora podemos separar a contribuicao dos “polos” de uma particula (que na verdade agora
Sa0 pequenos cortes):

3 o
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Para voltarmos em estados assintoticos de momento bem definido, basta tomar o limite
em que 0s pacotes viram fungoes delta. A expressao acima se torna:

l ( a\ <R\ TIoE L 9,0 | >
A= (’«_ —\m +

ouT

Finalmente, podemos fazer o mesmo para as funcdes que restam (colocando-as na regiao
Il - passado) e vemos que o termo mais singular de:

Nt m . (f;' Y (f)
\ \ . -"L - ) ("4\ Cee (\(P\i-)_\
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~/ 4-: ) ‘1\ 3
s (f’«_—w\ +-\.6\ ou‘éP " \(()?3 ( r

contém em si elementos de matrizde S

Resumindo
_ propagadores
< N \2(#(“4\ . 43("\&\} > W( completos <55
Lpacotes de onda
/ ? volto ao pacote estreito

ST_”‘ WEY <> =, SW&‘ ISR ey

termo mais
singular
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# se pudermos inverter a ordem das duas operacdes indicadas, fica bem facil obter os elementos
da matriz S. Na pratica esquecemos todo o caminho que envolve os pacotes e calculamos o
correlator da teoria interagente no espaco dos momentos:

v‘\

T T e oo gty oo

A =

~ (TR TEE \p RISk, >
.= Ee - P i L /6—4 Q,_lxh_\m‘_,*é_,

(eq. 11.1)
III

ai basta olhar a funcao resultante na regiao em que todas as particulas externas estao “on-shell”,
perto de seus polos. O coeficiente do produto de todos os polos é o elemento de matriz S.

ps: no caso de particulas com spin, teremos fatores tais como u®(p) acompanhando os propagadores, neste caso temos tam-
bém que separar estes fatores da matriz S, multiplicando por polarizacdes que projetem nos estados de spin finais e iniciais
do espalhamento que queremos calcular

ps2: também temos que lidar com o fator \z", podemos identificar quanto ele vale na funcao de dois pontos de cada
particula e “separa-lo” junto com os propagadores para obter a matriz S
Importante: note que o fator Z e a massa fisica apareceram neste desenvolvimento geral, mesmo
sem termos identificado qualquer divergéncia nas corre¢des radiativas. Suponha que estivessemos
trabalhando em poucas dimensoes e as integrais de loop convergissem. Teriamos que introduzir
Z e uma massa m diferente daquela na lagrangeana (m,)?

De fato, a posibilidade de fazer esta inversao foi provada por Lehmann, Symanzik, and Zimmermann
e a equacao 11.1 acima é conhecida como Férmula de Reducao de LSZ

Vamos tentar expressar esta formula por meio de diagramas de Feynman. Consideremos
um caso simples:

Consideramos apenas os diagramas conectados, ja que os desconectados nao possuem
a multiplicacao de 4 polos que procuramos.

lembre-se, por exemplo, da teoria A¢* -

KD EDDCG=Z) Ap (-2 N (62D

—)——J_’_\"\JA-\_—B\—;
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A funcao de quatro pontos no espaco dos momentos é:

S

Tq\“ Yo, & F‘~“~B(”|4\l‘ %x @"“0‘*‘“&‘3 LT icb@«\ém\ ey ‘blﬂ\ﬂ?
4

s

estou pensan-
do em uma teoria
com um Unico vér-
tice:

Isso pode ser bem complicado:

Mas é sé para fim de
ilustracéo, o raciocinio
é geral

\64\
— ) comisso agrupamos todas corre¢des que
s6 modificam o propagador nestas “per-
- Y, (B

nas”- os Propagadores Vestidos ou

e (* Completos

Resta a parte que modifica o vértice da interagéoﬁ/
que chamamos de diagrama Amputado

Pensemos primeiro na estrutura dos propagadores:
o — 1+ ian sal e s

Podemos dividir as correcdes em dois grupos:

,,,,,

z/

One Particle Irreducible One Particle Reducible

1PI 1Pr

Se definirmos um objeto que coleciona todas as correcoes 1PI:

-~ (\/\l C_PA\ =
fica claro que as corre¢oes 1Pr serao dadas por: -l— + +..
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De forma que a funcao de dois pontos completa pode ser escrita como:

N T TN g s

T

- ~ 2 « < «
— A N - VG 2
_ Y 2 + Y N ( S : +~ + =~ N (-f\/"\ - - \_(‘k \ : \—+""‘;
Y —a ¢ =™ P—™a - P)-_Mo P —"™g

o <1 Ceam R e e\
2 ~ 2 - A.Mﬁo-

P =y P—"a P =" P =
; S -1 N
A —
= ‘Pu_m)_ I\ — M - 2 1 RN
° P TMe T (V\(("\

Pl-—\l“ Q

O propagador completo é dado por uma funcao complicada, que envolve a auto energia M.
Conforme a discussao das pags 4-5, sabemos que perto de p°® = E, 0 Unico polo presente € o da
massa fisica:

4+ (fun(;éo sem polos\

A ~
pomi - MG ¢TE P
f’? —> Ep,
Py — Ep,
‘Q(QA -® EQ4
OZL =

Isso quer dizer que se formos para a regiao:

A funcao de quatro pontos tera o seu termo mais singular na forma:

= W A2 A A ' N
2 an k) A 2 a .
P:— Y*\" f) ™ 9("'"“ Dzb_w—_,—‘ -~ CW_I

termos regulares

onde, do lado direito, resta apenas o vértice e suas correcoes (diagramas Amputados)
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Comparando isto com o lado direito da a formula de LSZ (eq. 11.1), reconhecemos os produtos dos
polos e vemos que a matriz S deve ser:

£ 0n R \S \9149L3_>= =

Para fins de ilustracdo, no caso A%, (em teoria de perturbacao) tinhamos:

(T icb (NP CR) By é(bA\K\ =~
= iﬂ:} LA {ju C—V—\ 4 X\x YN

W v\/
desconectados ( N, AFB DeAe D0

SBF (E‘ -\(,,\) DF(%*Vt}\ AF(Z"";\ AG(?‘Y1\ c\i

-ihy F 0 ph
= =\ =z (Jg, Pk 3121 A < Lo i .
ATy ks Ky = '
2N \
ggz ¢ 5 Q)T é(BﬁQqu;()q\
o (g e - \ e e
= -k b, <% 9By oy - A 3(24-\-&;)(02;0(7\(‘_‘ €
ATy b = foy =

gue é a funcao no espaco das posicoes. Passando para o espaco dos momentos:

\ AR TR ey O
gé \e BA gtﬂ\c; Gy ! gﬂ\c\' é L <ﬂ]-|—- icb(-‘(‘\é(‘*\ 4)(\50 4)(b*\K\ﬂ7:

1 | \ ) \ \ . . ,," \\\\ ,,,' " - . ’:l
= _ix(am) d ( -0 -k, ;.923\ o LN R N
N

¢ N RS NG
EIRe o Pk/ Y 0‘-? y - 2
s= YYN ’— NN -\
(,1/ a 3 & 1,7 e D‘c,, A
ﬁ ’ ., . ’
(-

f

amputacao

notem que nessa caso nao temos o Z (pois estamos em Leading Order)
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Uma analise equivalente para fungdes de mais pontos nos leva a:

k4 i,
WL o R «'f_’_;@‘

o PSR R = (T2 —-:
0 o

Note que para campos com spin teriamos fatores de polarizagao no lado direito, tal como ug(k) ou g, (k)

Funcgdes de Vértice
(Ryder7.3)

Da mesma forma que fizemos para o propagador, podemos também definir uma soma para
todas as correcdes do vértice (por exemplo em 1.0%):

P X R U
&)

ST RRBPY= =N+ \
NeaRPY= )yl

N A
NocasodaQED: — 3 € P CP\JP\ = _;“'C\(\ + ~'-k PLBB
» ) N
G RN YR

Note que no caso da teoria Ap* temos um vértice com 4 pernas externas e na QED com trés.
Podemos também (em ambas as teorias) definir uma funcao de vértice para duas pernas externas.

(

) . )
|\J- (P‘)z R -"@-— + ine Mais para frente ficara claro porque eu

chamei a fungdo com duas pernas exter-
nasde TT®™aoinvésde [N

—(T(;\((?\ = mee- F BNt N 1——-%' ¥ o-n -

Vamos ver como podemos definir estas fungdes para qualquer ordem o obter um funcional
gerador para elas. Primeiro definimos:

1 Sz
Sw . 2= 2T qidio> =0
C{)ﬁlb] = = T Q36 =
D 30
\PparaJ=O 2L3 )=

\f\/ - i &M%_lek mas estamos pensandoem J #0
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Pensemos neste objeto em uma teoria escalar livre:
Ficdty 3D AL “5\3 (N
§ ! !
C=(r [ B0eg 183 ) L =, 05) —e”

D=1~
P—V\\
= _ 2, = _1 (edy 30 ALepIey
AQA« T ) L PIY
g[) A _ PG oveen
L) - Oy Bz )

LD que é a solucao classica do sistema

W SR

d(ud) M) YL N B
¢ co
T 9ubdb- 4t <; oS _ b
P

Supondo agora que eu “ligasse” a interacao, as contribuicdes para esta fungao de um ponto
seriam (pensando em 1.0%):

LR
ﬁ+(“éﬁ+&“@~*+\[—zﬁ‘+

\Z@%’”rf%
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Pensando em termos de diagramas 1PI (e em uma teoria mais geral):

’\,\/ Qh(w-ﬁ\ﬁ
— gJ‘\Q /AI‘-(K-\b\ S(kﬁ\

@+

Py T(})B\ N _3(8\\

byos = - (M 2 (x-@\gs o+ (n"fg\ (T e

-1 g e e )Y

(eq. 17.1)

Vamos definir o funcional gerador para estas fungoes de vértice:
A
P[_q)&l = ga C P (“-) ¢ O‘-}—}— — g)" y‘})‘ﬂ_ (\ 06\ (u\é(‘b\ L

(ON)

(Ve )= 2 . \_‘ LQ/J‘Q/ Qﬂ% J)

5¢¢((b B(PLQ(‘L

6,20

Comparando isto com 17.1, temos (toda a parte entre parénteses é basicamente isto com

uma poténcia do campo classico a menos): \

"

é\’—ﬁ;: qgoz <T5c\<\\ = SJ\‘\A Br (o) (TC‘K\ + 9 ﬁﬁi’ﬂ\

S Sl SPa (y



Teoria Quantica de Campos Il
CDJF”:) q)q (t&«\\ = — SJ\'Q (\%\ ( S LB\ + 9 ‘;Eﬁ] \)

,Stx_a\ %cbdz(@
- m
(DJ— ""\l) Cb(_\ ((3@33 _ S Pf—(kk] _ T(Ww 54) [SW(V( @1
gq)d(\'\ 233@5 D (B Patd) = (DD ey
5 /e S )
By (O (ijﬂ B 11%)1 SASRY (Dx”\ ) D (3%3} \—— YA
M E(qu (eqg. 18.1)
\8_—_‘—1 = —‘—S(\L\ S ]—\

()
=TT 0GP = (Deed) 80y

PR NCRTA) A I A

i}azg ‘—\ (O(K_)B\

(ON!
\’\7/3\-_——)7 P C‘(n J-\(Y\\ -

KN /

6,20

S<po_ub ' 5(]) £

Suponha que definamos F[% com a expressao:

W[j_] = 1—‘[4)43 -\—SAL D (W QSQCL\ = %\/\/[_51_ ¢ (\(\
Q

-\.—

S BEC

(eq. 18.2)

O (rm) = Wi - g Jo T NMS
SED

(eq. 18.3)

WMD) _ S WS )3 —

el N . (4 —

g(l)q_(ho\ B‘bq_(“b\ 3 (b&/ (#&\B\ S (‘6\
N

PP )
W) )34 bty
DI Iy /
w (b&: }é‘&@h\

A4 BRICY
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P, (o )

que é justamente como o definimos antes (eq. 18.1) - usaremos esta nova definicao porque é mais
facil generaliza-la quando tivermos mais campos.

@)

(>
Note que a funcao 1Pl de dois pontos é Tr \ e nao !

. ~ )
Temos uma Interpretacao para q'—l ?

W
qu\(KB— ﬁa /li C““{Q Propagador completo
N I D
SM\__ oW — = X <TL\TQ<{>® (b(@k\n?
3, RAENEAYEY

—
S~
— NN [ TN T RN A S AN
FB(SK MSAL?)\ B T

Quandofago — Py =0O (,rwb(l%\

)‘ S N (4.
S g
O AREHAN T G be Gy A

() (o FgorSep Ty | Ky = = Seem

PL C\L\'\b\ fz)')g\
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5\5 PMU\ )& A‘S ( 7)_ vbB =N L —VA\

(eq. 20.1)

@)
]_' ((Q6 é a inversa do propagador completo! No espaco dos momentos:

PM(\({O\ gﬂ_«’ ST %5‘\
(€LY

c - . . AR .
O,Gp= g%ﬁl‘f M/‘fvc\«‘) g&&(ms‘sce-p‘\ Oy €t = L Soca

av () = AR - “b\

1p AR ’03 1) '" Y1 ¢
9T e “ g‘)

)

a"‘\

)

M (TN
L RPN
SLCP(,»\D,LPSC 'bw5<<75\ M
T S
P(1.3 Q ( X
(p> De ¥ (eq. 20.2)
C N r .
B CPB — & massa fisica correcdes 1Pl ao propagador (pg 13)
1—— ) - Q / <
\_\/_\/ P ™ N /
L5 L 1y ‘B
L T = e+ (P
funcao de Green de 2-pontos completa \’J )
massa livre

[T = (e W@ = RN~ (73D

Q) (
\—r (“l})\_’ 1

l\(\<, - (o+ J)vbé(““@

Queremos achar relagdes analogas a 20.1 e 20.2 para vértices de mais pontos. Notando que:

(- 3:<—L > v o SPalp
A0 SIS R A

—143

Podemos escrever a seguinte derivada

\g_\ _ <:\2\\ %@\(z‘\s _6\ -~ ()2” AC‘; (,Z\\\V—“B /6_
S SN 6((‘{(2‘\\ &&(z"\

(eqg. 20.3)




E aplica-la a ambos os lados de 20.1: Teoria Quantica de Campos Il @

S C )
ST@& Do by = O Rk
c c <
z S\A' (Y z) o 2 = /(1. % S\ p Y\ _

. éi Lj (» \ c
' < T B \lm\ sl Je 9= D (Y
SO £ 83 %\

X AC: La‘\ \L‘\) ,__,_S_}.l:&_ :
- (&Q(z"\ B Sy v
2 A CAY)

W

ésw[lj c | —
g& . @amfcw L) +

SIOM S TILYSI RN
)

R0 AT ASE Y A OGy) ST
g VB FLO A;— \ F \h %(QQ(Z'\B &@é% %gn\ Q)
(1=

S (3)
$30¢) $ 3y 30

N~

wo A 3w
\ N — -
Cj)(\)& L) (LN B

(3 8202 A eeniE@ e Ay 04 ST
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O que nos mostra que a funcdo de vértice de fato contém os diagramas amputados que
gueriamos. Outra forma de ver isso é invertendo a expressao acima:

3 AWl
N l‘ltdﬂ A‘( I Y r‘ (\(};}\P (K ?Wr().\ \%“ B NL 1
W) oy %gb(z\\ — §I0¢) $ 3Ly Sy
como estes sao 0s inversos (eq. 22.1)

dos propagadores completos, o efeito deles sobre o correlator
sera o de“amputar” os propadores.

Podemos continuar derivando para obter expressoes para as funcdes de ordem superior. Em
termos de diagramas, a expressao para a funcao de 4 pontos seria:

~
Obs: note que na pg 18, trocamos a definicao de P[QSJJ dada por 18.1 por:
WL32 = 73, -\'Sa\t_ 5 Pale
o S\/\/L\) d) o8 \8_’_‘1 TR
S T D Py (O (O — G w=

A () = ((\Q‘NLK

0 que é uma generalizacdao da transformada de Legendre = ©

Identidades de Ward-Takahashi na QED

(Ryder 7.4, Peskin 7.4)

Com as defini¢des feitas nas ultimas paginas podemos agora provar uma generalizacao das
identidades de Ward para os propagadores e vértices completos, as identidades de Ward-Takahashi.
Comecemos notando que quando quantizamos o campo eletromagnético fomos obrigador a fixar
0 gauge, pensando na Lagrangeana da QED:

im:—%s—: R0, e AN - - DY éaA\

\f'\/
Qr

(eq. 22.2)
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A Lagrangeana fixada, no entanto, nao é invariante de gauge - mas precisamos que os obser-
vaveis da teoria - que véem das funcdes de Green - o sejam. Portanto o funcional gerador deve ser
invariante. Assim, dada uma transformacao de gauge infinitesimal:

/.;\}J ’—AAN +6N§< o = o< (W
— \\—) - xC x\Q

Y— ¢ +rE=Y
vamos ver o que acontece com Z. Lembrando que no funcional gerador aparece:

G < Lot 3 474

Quase toda a lagrangeana efetiva é invariante de gauge, com excec¢ao do termo de gauge-fixing:

——Cé g(é AN+D§<\((B Ay +D“<\

%
= 1 QAN - L @ ANDY 4 O(LY
X ¢

mtegragao por partes:

(@ P(= (e B A
As fontes também contribuem para a variacao:

_ _ A ey . )
S AP WY 5 (v D dax mree ¥ ae ¥y
— ~ integracao por partes:

- Ec)u ST = - 8 P (7)<

Portanto:
AS 1
== N \9a 777y & —o N {pa 200, Exfgxgém[-%(ay A 3,3

_ _ A
_;\'GZKP.}LQ\P'Z]xLQEC
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Considerando que a(x) é pequeno, podemos expandir a exponencial e obter:

A IR e G
‘\/\/ B,

Q CA/-' )\_\J ’\Pl

Uma forma simples de tratar O é usar o mesmo método que usamos para tratar interacoes ante-
riormente - transformamos ele em um operador diferencial agindo na exponencial da acao, fazendo as

substituicoes: W parece errado no Ryder

= —» (/] + kgr)"m %(*BCADB =

Para garantir a invariancia de Z, qualquer que seja o, precisamosque: OO 2 = Q)

NP SN s YA S W _
A 5T (VZ D YL&S‘X} ©

AW
== &
_10 ¥ 3 YT, ke /B e _pow ywzo
[ S 33" /? N7 PSYJ

1 p ) W "N cre/F W
~lo ) oW _J3, e ‘Z&’rg’?) - ©
5 NN
Fazemos entao uma generalizacao da definicao para as funcdes de vértice, usando a transfor-
macao de Legendre mas trés variaveis:

T %A ) = Wiy o) %J* (T AT 374
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31 =N IW_ _ L
— = T T A
A S M
$

SN v - SwW —

=+ — T«
8\,)“2 %Q, * 3¢ parece errado no Ryder
N - r}/ QN f 7
6 C(SQ & alguns autores

S
YL 2[ se referem a esta

equagao como

\
Y ) b"/‘\dl )y sno-, (_PS - Ward Takahashi
. U:\‘/; aemA — D k@ 5‘_‘ — = ar a a as Iou
o o+ 9= — \j< - Q@ W-T Generalizada

(eq. 25.1)

Esta relacao entre os geradores das funcdes de vértice garante a invariancia de gauge de Z
em todas as ordens de perturbacao. A partir dela podemos obter algumas relagdes mais conhecidas:

(I) aplicando as derivadas abaixo de ambos os lados de 25.1

N _
gtc}ﬂtxx( o h YA
AT 1
S 5 Fﬂ \P“ﬂ S EO"M E% ¥ :): ) )\ ¥
g‘f(vb\g\lfé‘ﬁ\ N () Y &M’\ l\ %‘{J‘&\) %{(m\

S S _(\SF’ } L [S(m-vq é_\: N SV
g\f(?)\ﬁﬂﬂ\[\g\ E‘ifl(\ﬁ 5\%3 ") é\%‘k\ 2 g\{_;&ho %@\l’* \

e entdo fazemos: \(JQ: \P&: A,} =0

>
Bi ,_S\I\'m___‘_;e §g(~(_\> 3&3 ML) + NCEY Slr‘\:p]
P Sps A PR SR 374
\_’—\/_\—/

— ;Z\’"/-w y
[SF (<-4Y) (st (34 -~

(s\ (\61\ 1 3

eSS (o) —h e SIS o)

(eq. 25.2)

C\‘b [:'ﬁ)’) (‘64) .k
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Passando para o espago dos momentos temos:
~ P, - ‘(1 . LL V =1
&3‘1‘( B% )1\(1 e B A X 8(1—“13 [S" (\avw\—} -
v ~ ()| —A Py « ) YL
o ry e € b e g
bﬁf
~ P|\'b,1 "LPA\\(1 k'LL J\l P\ —k()/\\(\bl\_vl-b < N \B_l)

- \ \ “ = e (P -

SSN )»q C C e bx“\‘ e Lg )

SRR | NI [c< W)\y: N\,)W %(Qﬁﬁ\’(’;\&;@%ﬂ

&3& 31\64 My, e“r'yb‘é'd’aé choy 8(»—\(\13 [g: (YL_K1{}~1:

, ~ [ A kk\(1 L (’\(W—M\} )
:&31\( X\N )\(q c Vb LO( g(”"’ 1\% Lg\i (P;)\B,‘:

(fr

PN -
o Ty B 1 A 0) N — 06
& * B \Bn 1 € ¢ (\‘«' [:,ﬁ)ﬁ (‘64;(\ ) = D( [:,ﬁ)ﬁ (()I )—\hjk\

> < -1 _
KT g = e () S g&—@ - s w) ﬂg
R T g - e Gnd éhe Yt ) @;@-ﬂk

3
Da forma como esta definida, PL . . N contém a carga e conservacao de momento, para
separar estes de forma explicita: \
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QEDBD

(G
P“’Q{N(P1?P1§Q‘\> = e (lT\-)\I SH(F,‘T(‘Z-_P).\P N ( Pq lr)-‘\az\

N
[N \

T - o e G

Identidade de Ward-Takahashi

(eq. 27.1)

Que, em diagramas, fica:

Sk

kY =(_a . =
TR {Eﬁ(}i HA - {_ﬁ 1}
LA N

A partir da equacdo 25.1 podemos fazer outras combinac¢des de derivacdes funcionais para
obter relacdes entre diagramas com mais pontos ou diferentes campos.

Correcdes Radiativas na QED

Funcao de Vértice

( Peskin secs 6.2 e 6.3)

S i N
f‘{:\ — //“\\ + : ‘: +
A u‘m Ao = Ap M

¥
—xr < o

Considerando simplesmente a estrutura de Lorentz e a restricao oriunda da indentidade de
Ward, podemos escrever uma forma geral para a funcao de vértice (veja Peskin, pg 186)

v
)
r
|

-~

FH — \"J F4<‘\1\ + ~ G—,PN sV FA('“\EB QVN\): %BNJ\@JX

A

L- O. g —\) V[
— ™ (‘\1\3 = Fatores de Forma

L.O. - leading order
(primeira contrib. LO

2 —
nao nula em teoria F;. CO\ \ = O

de perturbacao)

(eq. 27.2)
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Tanto F, quanto F, tém interpretacao fisica. O espalhamento em um potencial eletrostatico
é dado por:

T » \ 2! N T/
ATTON = (66,02,0) ALY = (3T S G 0 00)
R\ estatico e varia muito pouco no espago
(para lembrar como tratamos um potencial
/\' M — 6 AN (f > \r' )\\c PB @ externo cldssico, ver problema 4.4 do Peskin)

70 27 =37 R
P M= —xCFoy )T M
\/‘/

De onde vemos que F,(0) é a carga do elétron, em unidades dee. =D ]:,\ COB =

(eq. 28.2)

_LO —>Lo

ﬁ(‘\‘\ - 1—1 (\’\ + \'4 (‘113 Como ele ja é 1 em primeira ﬁj
ordem pert., vemos que as corre¢oes
a este fator devem ser O para g2 =0

[‘(0\ /)4'"1 (05
1

O mesmo pode ser feito para F, em um campo vetorial constante:
T - =
ASTON = (O, AG)
A M =-mC (DY M) AT CTD

M= =G R T M) AT A&(PX:(@%
L c\—o @) Wg

ka e S\T <~ SN [\— (S + I (o)]}x -,\C 'S@ AA“(TBB
\’_\/—‘—/
comparando com a aprox. de Born "L BQ(?S

(1’\T§\\ é\\\((_ P\) ‘*M _ 4()\ | AT lp> = _ N /\/\J(‘\\ Y 6<E(,\ _Ep\

3)
A METReS VE umr FATOW (1\‘“\\& (P‘P\B
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—
NG = —< 2 PO
Pa—

1/9 Momento magnético do elétron
4m>=§_{4nuq3g+?;> Sein go &
%N PN L

—v
sy 2
Se escrevermos 0 momento magnético da forma usual: J\, — < S
U

|

Vimos (eq 27.2) que F2 = 0 em primeira ordem pert. portanto g = 2 nesta ordem. Mas ele sera cor-
rigido em ordens superiores:

‘26: Y+ 0)

%=Q+®B\+.

T; Momento magnético anémalo do elétron

~ o - 1 —
Vamos calcular as correcdes de primeira ordem ao vértice: \ - \é\ + g T

Lembrando sempre que isto aparece em:

»T P\K—LGSPBM(P\ S)/ re ..
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s (P TEER R0 mamca e ny)
Y [Uq-piﬂs]@_mka]@_h:%] e 30,

Para fazer esta integral usaremos o método conhecido como parametrizacao de Feynman. A
idéia é transformar o denominador acima em um unico polindmio de grau 2 em k (que por sua vez
estara elevado a 3). Fica facil ver com fazemos isso no caso da integral simples:

1 ||
1

/] \e d — 3 e 3“6 S(\H—B—’l\

—_— —

AR B [wp\—km—y\ﬂl [“p‘ +“53T'
0 S

Que poderia ser usada para integrar: parametros de Feynman

|
)‘IQ( 1 _ S . E (11'“6 1\ ) 8 —
(ENUR 73 Do gV oy NG

o
A
)WL \() 6(%“}—1\ - i - - \
/ [L\(P@%_\\&QL{H—mp — \61
Q\ 91 ficaria bem facil fazer a integral em L, uma vez que é

9\ —_V [k — \&1 esfericamente simétrica

Temos uma identidade mais geral para o caso de varios fatores no denominador:

L 4 (n~1\\.
= Iy .- )X“%(Z\(«_q\ N
Aahs e Fin [ 3G At o AL

(eq. 30.2)

o

Aplicando isso ao denominador de 30.1 temos:
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4 1
= %A 57) ’b%“\a”zs N
IR P
()

D: \C(;Qzl—\m\ﬁx&]*\’ \BL@—@+L€].\_ 1\6[0/{_(5‘“&] -

(=) r ub(@m?z. +<{)_m‘\ + %C%’Yﬂl +{ ) ”25\ NS

p%

A +6“’° +AVB%“\ “6‘\ “AV*\ +%Qz \KQO%E—»B\P L=
= y(21+;v69@“\ _B\QQQIL.F —+B\P 4-\6(\ SN AR _ucw\ FAC =

- v Vv

l ?\:Qz_i—‘éj—zp
— AN LIRY ~ 2 2 2 p
>+ YER Bf’ ¥ 8 VO(\ e /“l\ 3

\/

= 9}"‘:\{ ——Q

~N= QM Py — Bﬁ Brw;: +6<\z N _“Aml =

Prg= Polf=r = PP P R
h W"‘* ) S AR R N N
= () e RS NS

c[l= PP = P’\ﬂ: —2pef
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= (T2t ”“Yx-%m\*(m—\g S

- _“')()Ym“’%?)“ll <0
¥

/\= —\UAT+(1~Z\3 = > Q

b} S N 1
D =\ FRE-D T E e 1§ Loy e

1
’J\ "o 5\2 «d 3 MER 4 =N x N
Sﬂ_}/\Q z;w\\\txg BBX k@ p \?El

Falta fazer a mudanca de varidveis no numerador

) = TR R0 a3

Isso envolve um bocado de algebra, é necessario lembrar que:

Ly
(I) p= p( Ql\ = g(ﬂf\\l A =0

C\IB Ew] estd entre espinores: T&(P\SS}J Qe
portanto podemos trocar ,F/U\:( P) = m (P

De resto € s6 usar relacées de comutacao e as relagdes entre os momentos para chegar em:

M - BM(_%Q H(1- ol '_\%\ c\l-P (’\—1z—z\‘\‘(\)"\+ Lf”ﬁ P”\-MXQZ)_'\\ _
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<\ o (22N (v - “6\}

(D Pois é impar sobre a troca x~y (todo o resto da integral € par)

Usando a identidade de Gordon:

C&Lp‘\ % WP = C\LP\\LL;L& +~Y \ngn
™ A

podemos fazer:

N T NP N O
obtendo:

1
d s e S\Q « 3 MER 4 -0 X
S = QA€ = J ) wﬁ( (\ y \ 3 %

Q

ety 2l

(eq. 33.1)

Fica bem mais facil fazer a integral em | caso possamos passar para coordenadas esféricas
em 4D, podemos fazer isso se passarmos para o espaco Euclideano por meio de uma rotacao de Wick

£ crIQ. = A J Sl\oE 53,§3E =x SKQE;
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™~ = k§
..(_,\5 9~E =
= A (B\R\l QQ\‘E Y’\_
(lﬁyt [Q/li’.al
ﬁ_\{ o
a\r\\\ &/\/\/ -
Lo M= ETAN o\ dm A-B g Al
e 0L 0 )X A e
A
N
O YA S N G D /
) S OTETE (AT (e
5 (eq.34.1)
™ Z
r J
Sy M A LD &
— A - 32 —~) AQG B
TS SRS IE SN S SRS B (R
\E/ﬁ/\/
I W
| ] jres B
IR N 4

—

(YY" (e R

(eq.34.2)

Aqui temos um problema, ja que estamos justamente interessados em integrar termos com
D3 no denominador e a integral é divergente neste caso -

3 kk -pe AN

(==

N N7 N RV M[S
AN

JA

Estudaremos o significado desta divergéncia em breve. Por enquanto vamos dar um jeito de
isolar esta divergéncia na integral, este procedimento é chamado de regularizacao e existem muitas

técnicas diferentes para executa-la. O importante é niao confundir este procedimento com a renormalizacéo, tudo que
a regularizacao faz é colocar a resposta numa forma em que a divergéncia fique mais facil de analisar, separada de uma parte fini-

ta (0 que ajuda muito na hora de renormalizar). O método que usaremos é conhecido como regularizacao de
Pauli-Villars e consiste em introduzir uma nova particula ficticia de massa A. Nosso objetivo é fazer
a seqguinte modificacao no propagador do féton que esta no loop:
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1 1 1
P R
(P taL (F-p\ AL (o =N +AL

%%;VQNJV§;V@“ —$E§>@@’
g =)\

PN
Note que recuperamos o propagador usual fazendo /\ —7 S0

2 X X
mas para 92 > /\ podemos deprezar /\ e os dois propagadores se cancelam.

Se voltarmos na pg 31 vemos que ganhamos uma nova contribuicao em que a Unica mu-
danca introduzida é (nada muda nos numeradores):

D= ey § rl-25w =N

De forma que agora temos:
XY

N S
SA’K < 9\ A 5{6 9*\5 9;

(_L\\\ [_Q. \—Q—l [Q D] [Q::- +D’x§ - [d;*/las -
_ APN JK<M—1\~\Q-\—/A\ B I /u\.l—lmg,\-\—/j\ B
(K('T\\ Kb N Ju} T\ Ju} -
A A/\

. %P&+éﬁxs$g;_wpi+i_x&+%;\
(\(\\ Kb=s N QL K x N QL K 2| |

(m [ j

As integrais finitas mudam da seguinte forma:



eq34.1/m=3 Teoria Quantica de Campos Il
S X ( 1 (

L
ooy \CO 4}] [Q N} a(‘mk< A AAX
——

O

podemos ignorar esta modificacao se A >> 1 Q—\

Voltando com os resultados das integrais na equacgao 33.1, temos:

Sﬂ = )\e &3“ 5?) b%‘*“& 3= (1 5 i Eﬁ_%[%]__;_{&% A _.\?)\ <\1

O S
. NI Q
(1 AN )] — “’5“ \6\\]
=
>
A/\ 5\>/ z /\ _f.)’ — <=“~ | constante de estrutura fina
A\

IAREVEN (eq. 36.1)

-2 &J“bbbb%m,«\gm@p&@,K\U -WLW@%

(eq. 36.2)

0 (eq. 36.3)
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Recapitulando o método usado:

(1) Usamos os diagramas de Feynman para escrever a amplitude

(2) Combinamos os denominadores dos propagadores usando os parametros de Feynman

(3) Completamos quadrados no denominador, mudando a varidvel de integracao para ¢
(somando uma constante a k)

(4) Passamos uma numerador para £ e notamos que as integrais das poténcias impares sao
nulas. As poténcias pares sdo escritas em termos de €2, €4, etc... (o uso da equacio de movimento
ajuda muito a simplificacdo do numerador)

(5) fazemos a rotacao de Wick e integramos no espaco Euclideano. Caso as integrais sejam
divergentes, usamos algum tipo de regularizacao.

Notamos que 5 nao tem qualquer divergéncia, de fato podemos calcula-lo:

S\‘ (Q\ (_\ Jo b%(\um . 1\ llk«"l,(';: ()l _
Y
R S

O<»¢<1’"170<’1h164’\-=|)63 )6

1-

1
==\ ) = = = Q001161
w Lb% Y&q,b l\l )

o

O valor experimental atual é 0,00115965218073 (28) - tao preciso que é necessario considerar
as correcdes O(a?). Uma vez consideradas, estas correcdes concordam com este valor em 1/108

E ]:1 , o entanto, contém divergéncias de dois tipos. A primeira, e mais 6bvia, esta ligada o
grandes momentos no loop e é chamada de divergéncia ultravioleta. Na expressao que obtivemos
ela aparece quando retiramos a particula ficticia da teoria, fazendo:

N\ =2 =<5

N (‘:1 =\ }

A outra esta associada a momentos muito pequenos do féton no loop, e é chamada de
divergéncia no infravermelho. Ela fica evidente se tomarmos, por exemplo, o seguinte termo de F, e
fizermosq=0

1 - A= e l\-(‘i'\&h\"
(=) &"“5?)55%*“”25'“\3&[[4'16“6\ m:( I | %
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Ry dw 0 _ 1-1 b
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oo
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)
ey B
(o]
problemaemz=1

E relevante notar que esta divergéncia néo existiria caso o féton tivesse uma massa L, ja que
nesse caso teriamos:

2 pY . P ~ b s ,\)\“h
AGY= =y v (! %\ " +\Dy =p D=0y =(1-pT T
De fato, divergéncias infravermelhas estao ligadas a particulas sem massa (e o quao facil é
produzi-las) e aparecerao em teorias que as contenham.
Divergéncia Infravermelha

Comecaremos pela divergéncia de baixas energias. Para facilitar a discussao, vamos assumir
que a divergéncia ultravioleta foi devidamente “resolvida’, por enquanto isso significa forcar a condi-

cao daeq.28.2: .
5 (0) =1

Como: I (313 = Ff(q") + m> Yoo
\‘,T/ @(Qi)

Precisamos que a correcao se anule para g2 = 0. O jeito mais rapido de conseguir isso é rede-
finindo a corre¢ao para subtrair o infinito:

N Ffo\*x = SF (47 —oF, (0)

Com isso obtemos

1
smw(ﬁw\&”J“oﬁﬁ“*i\*z-“\w%}%@“\“ LAY Sl

9«[}/\} [(4 “‘3*23\‘“"]



’I Teoria Quantica de Campos Il
Do (1—&(1- INCAR \m
— [ = vb 'S5 E RN SZ/«\ _— \.)\\c\ \BI\
“(W\A“bb?ﬂmi\ ° U\D\v«—B‘\

(1—1y\ -\—3:3 ™"
0—0
m"(’\‘h\’~

E claro que a esta altura esta subtracdo “a forca” é totalmente arbitraria e nos deixa com uma
profunda sensacao de injustica, mas quando tratarmos da divergéncia ultravioleta veremos que ela

é justificada. Portanto aguente mais um pouco.

Voltando a divergéncia infravermelha, vimos que esta nao existe no caso de um féton com
massa. Portanto, uma forma de “regularizar” esta divergéncia é dar uma pequena massa u para o
féton depois ver o que acontece quando fazemos o limite N —i> O

Temos:

o=\ L g b ergann Q»\——W‘“” (1- ‘“\U"')\\‘\ ('”\“I\\M
SE (Q\T\j ?))Z)EC \6325 \ \D’/\/\l (1 - \D\\n\_\c‘bf\ +N6

QC&‘UL/.\,( _ (1—\'\}\ -\—3:)“,\]_
& 4 U

Como estamos apenas interessados no limite M —> O desprezaremos tudo que nao di-
verge neste limite. A divergéncia vem dos termos (1-z)2, portanto ela ocorre em um “canto” do espaco

de parametros de Feynman:

=2 ] o .
podemos fazer estas substituicdes no numerador e no z que multiplica u
Y. ~ O
[
\ 1 \ t\) qm” — A
- = c\ 5 Wt -A T \1. - - y c
oF (a?r\ . M& [ (¥ W _XB‘\LW‘ A
0

1% X {za b
Y)Y (1 —\D\ - —(1 —B—‘B\ ‘b‘\*ﬂf ml(/\_zg\Lﬂﬁ
%: (1—2)% = w ¢

55 _ - anﬁ
= (1-2) == 1-\ 66 o 3
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2=0 W= o . C =W —v S

)+ ,Jl

A
HERREEN V= NS
(j B g % S ém)&(\ﬂ\l —(4-%}%‘\L>+N‘ . ‘g
’ pO 3()
1 <

S [ Lo(_(w\ g (- g\+~>+ M,ﬁm@@w)
3T -~ > L >~ N
y Lo

N

—

Para )‘/l_oo — LN ~ - c\,1 (SU‘C\\} = K )
/\)3
1 LA _ os detalhes do numerador
- =< JS Yo + G >
D}

L r«|l-j nao interessam, indicare-
[ > O‘i\ MR " \ i) = mos desta forma
x v - S -
s 1

1 \ L
g)—:‘_——?’i—: JS no A -1 LNK“M)
)[R ;
-/

—

ENC

Este fator de forma modifica a carga, entao ele é transportado diretamente para a secao de

\ { = lQ((\\LN\L{)-\—LD(-C‘\

Resultado em “Leading Order” (primeira ordem na expansao pert.)

choque
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Como > ﬁl <= O ) y »
-0 /) . V*\L "'\(\\/k < Sﬂ. = ml_—N‘ T/l
o= l-§)=4 T TR o980

P (=0

Portanto, ndao s temos uma secao de choque enorme, mas ainda por cima ela é negativa
Para entender melhor o que estd acontecendo, vamos calcular fig no limite de alto g2
1

\ 17 [ =V /a
ol \s 1
™ - fg(/"(g\ | —0 -2 = ‘\180 ‘QB

1

O
_ + 1
S ] 2D (e
X
note que abandonamos a nota~ <_ ) ("\H""l‘*
cdo Lu(-9 =) porque no limite dé
grandes -g2, s estamos interessados
nos coeficientes de LN(—B;) € L9 - R Y
» — L 1—'3\—/; A _ 1 — LN _i‘./ -
O Ln(m2) é justamente 0“1”que _ R @ >
foi desprezado a aqui \ 1 P 1 AN
— —=z -

Q

Temos enfim:

(=)= 1= S0 (5 () + e
(eq. 41.1)

Esta estrutura de dois logaritmos (chamada de “Sudakov double logarithm, ") aparece em
outro calculo famoso de QED, o “soft bremsstrahlung’, a radiacao emitida em baixas frequéncias por
um eletron acelerado. Do ponto de vista de diagramas de Feynman, estamos falando do seguinte

processo:

e
\

= \k F’

k\‘
—t_ N
e
r g

e

Nao calcularemos isto em detalhes (se estiver interessado, olhe a sec 6.1 do Peskin) - 0 importante é
saber que, no limite em que os fotons emitidos tem pouco momento:

1] << |71 =1



podemos fazer a separacao: Teoria Quantica de Campos |I

M= A
L | )
L_v fator que dé conta da emissdo de 1 foton
amplitude do espalhamento elastico (sem emissao de féton)

amplitude total

na secao de choque ocorre algo semelhante

\ > ——— \'é'\\ ‘éj\\l
P\ = Jo (e )\ L ;\“ _ <
o (p—o ¢+ (p—>v) v ok 0 o e

A= 1ll

L— polarizacdes do féton \)

densidade de probabilidade para emissao de ﬂ_\
um féton com momento k

Esta probabilidade nao pode ser integrada para qualquer k, precisamos respeitar a premissa
de que k é pequeno colocando um limite superior na integral:

Bl< 1§)= | -F)

Com um pouco de algebra, conseguimos colocar a integral na forma:
13

(e ~e= | dl T (%73 =
oo 7 — » velocidades associadas a ‘{?, P

b
La funcao que nao depende de k

probabilidade total de emitir um féton com ) =<~ )& | < | Cl_‘)\

Esta propabilidade diverge! Temos uma infinita probabilidade de emitir um foton de baixo
momento ("soft photons”). Este fato é conhecido como divergéncia infravermelha da QED. A regula-

rizacao possivel € novamente introduzir uma pequena massa para o féton, neste caso obtemos:
- ’_1_ N
\ Tl 51 971+ N
Lot Cum (e = 1 Lo/ g0+
M = = \d& = - =

' UG 3 )2E 1 X

: st Tk I

- =2 b
)~k ~p

No limite: \—T_" (1 —D oS J— ‘{1" IL: _(\l ( Peskin pg 201)

p’

queremos comparar com 41.1, onde também

tomamos este limite. Isto significa olhar a regidao T ( —v \—"l) pY _ jl

em que o elétron sofreu uma grande mudanca Al ’\')’, — & Wa( (\ B g )\ LN -
Aan)

L)
de momento. 1=
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2 bl
Yoo (pos Py A~ o7 (p o p') == Lu i>“(—-§:l

i N>

—l D =D

(eq.43.1)

que é a expressdo que queriamos, comparemos isto com o que obtivemos em 41.1
2 2
— 3 = - £\
an —s Rl = 1= S b ()8R 5 o6y

Que modifica a se¢ao de choque de forma que: . . SBE
JoT~C » Jr~ ¢ T, N[un:%&m« +]
b

m
do (e Py ~dog(p Y’\{ === L'J(ﬂ»u(_ LEpP
i >

!
—] P D

Vemos que, pelo menos até ordem o, a soma destas duas secdes de choque esta livre de divergéncias
ja que as contribuicdes se cancelam. Mas o que uma tem a ver com o outra? O fato é que, do ponto
de vista pratico, nao faz muito sentido diferenciar “medi um elétron” de “medi um elétron + um féton
guase sem energia’, até porque fétons de energia infinitamente pequena sao objetos estranhos (sem
momento, nem energia e nem massa). Qualquer medida vai ter uma sensibilidade maxima a fétons
“soft”, que podemos expressar em termos de uma energia limite E¢, abaixo da qual o féton nao é
observado. Assim, a secao de choque total de espalhamento de eletrons é dada por:

J\EP AT< \ 5(7
= — (P 3-\-_— — L Y(&‘ EK\
Y R (P— ¢ )

. hY é feita so até
Se abandonamos o limite "2\ —1D o obtemos: \

o AT E,
(}&\?L =A\ji 4~i}r_* Lu(‘_ﬂ_r> (),Q(ﬂ)+ = LN(—,\)_"— (),g((]}_:

g Ao M

Onde ja ndo temos mais i, e podemos tomar o limite o — O sem medo de divergéncias

(eq.43.2)
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E possivel mostrar que este cancelamento ocorre para todas as ordens de perturbacdo
(Peskin sec 6.5), neste caso a secao de choque medida é:

MNer )T oxr _DT,‘;Q-,M‘\ L (—%\
o I )

Auto-energia do elétron

(Peskin 7.1)

Resta tratar a divergéncia ultravioleta do vértice elétron-elétron-féton, veremos agora que ela
esta ligada as corre¢des radiativas do propagador do elétron. Vamos a elas:

Primeiramente vale lembrar o resultado obtido na pag 5:

Vo emm<ﬂll_{w&\$@\\p,5 o2y (BN
P- v+ nE
W
2 2 )P@Ipys> = FE R

L o )+352.

Nosso objetivo é agora obter as contri¢des perturbativas para Z, e m

_ Nk
1T T = —< ST L

\;—/L_i/v

L L RO \}NU/ o)

] P S
P — ot L 3 > . Pr—rgin €
: . G PT— &

basicamente é a contribuicao de ordem

e2 para um objeto analogo ao que

chamamos de M2 na pag 13

S S “massa” do féton
. _ . Y ’ no fim faremos:
—n 250 = (Faey (g g Ans o — K

( eb) omett (pebY-pre) MO

Temos, novamente, que usar o maquinario desenvolvido para o calculo de loops. A parame-
trizagéo de Feynman fornece (ja integrando em y com o uso da delta):
1
) 1 4

- =\ Jdx
p{'_ml-ki.& (F—Q'L\ —fr?+)\£, E&l—ll chP N \L‘fl—“lﬂL —(’\‘\'\\'ﬂz"'k&})_
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k 9; « P o termo linear em € no numerador ja foi cancelado
¢ 4 i

2 \IL "D*KP + L\ ™o
. - _e L 2
—'\ZL(P\- C g g(’ﬂy‘ [(LL —Q,ﬁ'}\'{/ll

D= - (=0T +xpT Uy

Podemos usar a regularizacao de Pauli-Villars:

A A A
-

(P-tY -yt eae (P-k)-preae  (P-k)-Neac

2 1 2 f + 4 2 JL 2+ o
, Lt \2 —¢ | P\
—i Zl({)\ = =C g g ():ﬂyl E(LL —q_,* )\'Cll C g g ():l“ [‘b _a'\ﬁ- )\.f,ll

[ ()

E fazendo a rotacao de Wick:

M)tﬁ U Y LN(QA
Gy (R-n, b, SRS Ny

W N
S ey = = | lPmemefd by
2 P NTT (4—\4.\“’\:— -l-\(/\))__\L_U""‘JVL
0

(eq.45.1)

Podemos entender a estrutura analitica desta correcao. A funcdo Ln tem uma ramificacao
a partir do ponto em que seu argumento fica negativo, como o numerador é positivo a condicao é:

Pep=(1-0 s+ ¢pPopeade £ O

S O\S ’-—p sO sera possivel acima de algum valor minimo
O<w<«<1=» (>9) (

dep?>0

Em termos de x, a funcao f é uma parabola cujo minimo é determinado por p2

- s
= _\:\q
B
s
2 e e
Vi -
A

¥("?)> = Pj e +( )f’(;, —W\ZB oy

45_46.nb
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4 UPB _ T D x= T > »Q‘*
Q\- — B ~ ™o -N 2 N oY
Mo r~ como ?(4)*’3:)3 >0 )‘f'(’ nao
— /] ha como uma regido negativa passar de x >1
2\ — ™M — 9 < parax <1
Y (Ph) = e p M=
o ( +> Y"\<)+;J W‘O-{—IJ

2
bl
Logo, para 0 < x < 1 temos uma ramificagdo que em: (P >/ (Y”\ o 4\}3 ,3

0 que estd de acordo com o que vimos na pg 5 - temos uma ramificacdo a partir da energia em
gue podemos produzir duas particulas reais (nessa caso um elétron de massa mgy e um féton de mas-

sa )

Também é possivel encontrar o polo, basta seguir o mesmo procedimento que usamos no
caso do campo escalar para somar as contribuicoées 1PI (pg 13)

i%<_n_||‘2{$6\u‘f\g\ﬂ_\—

- D TAY | >

jyk 20T Y Ped} s < T (O =

N A massa fisica é dada por:

F—rme -3\ — Dx_m -w\j)%: =3O

\

(eq. 46.1)
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Sz M =Yg = D= (F =)

Bem perto do polo vale:

Pore g (o) = LS (- 22 D Caan

-1

A
- L 1o A= }
j)k 20 H Y Vet les T (7 1) a5 )
¥

Comparando com o resultado obtido para o propagador completo (pg 5):

- F)_ V\_\L

jm SR T Lo T b Za (Frmy

pr— v

rigorosamente seria m, mas a diferenca
entre m e m, é proporcional a o, o que
ja é uma correcao superior (uma vez que ja

temos a na frente de tudo) /

‘Z_: = /] — LZ_. ‘
A d= | (eq a7)

Em ordem o, as corregdes sao:

Y = Z\(V{:MOX: 5

A N

(1=v) gy + X PPN Q\:

A N
Lo | SL(2- Ly :
NTT (']—K.\“’\r +\(/~)>L

Q
_— ———

)L(D"“o _\(V\“\ LN (

.)U\

1

T ( -
__/\:
7 8mo3 1 4mo? - 2
a 2,u(—8m04—2m02,u2+,u4) ArcTan[ - ]—
4 mo? - 12

-2 m0? +,u2

,u‘\f4m02 —,u2
moO
vV 4mo0? - 12 (3mo* +2mo? 2 - 12 mo* Log[—] - 2 u* Log[i]
A moO

\' L
5 =

2 u (—8m04 - 2 m0? ;2 +,u4) ArcTan[

] +

J
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Primeiramente, notemos que ndo ha divergéncia quando p— O
Q
N0 L T MR -

E que, de qualquer forma, a divergéncia ultravioleta esta em um termo que independe de

= 14

Temos entao a massa do eletron sendo corrigida por uma grandeza divergente. Isto nao é no-
vidade, classicamente temos a energia de repouso de uma particula dada pelo potencial eletrostatico
da seguinte forma (carga pontual):

S

Y

— |- S 4 &
s LN T={ p L \—_ = -\ \Aln
S 1] ‘)”1<‘rm~a 2 (T - )
DEMEFL];G-N
\\VT\_ L A )= 6rY
oD

Q I ~ Nvo x KI\

©

Nota-se de fato que a divergéncia quantica é menos forte que a classica, quanticamente te-
mos uma divergéncia logaritmica com a escala de energia, classicamente ela é linear. D4 para enten-
der que nao poderia ser diferente por analise dimensional: suponha que mgy = 0, pense no termo
de massa:

Yetor¥ey = waye= &@L‘ﬁ{a—ﬁ\h}

se este termo é zero, nao temos mais nada na
Lagrangeana que “acople” \JJL, e \f)Q .Com isso
obtemos duas teorias separadas, uma para cada
quiralidade, e nao ha correcao radiativa que va
r produzir um termo de massa.

mﬂb:?ﬁ(@ﬂ VAR

E Y\ ~ Y4 (note queisso quer dizer que um eletron de massa zero nunca ganharia
massa)

Portanto a Unica dependéncia possivel com a energia é logaritmica. Essa “pequena correcao
infinita” parece invalidar todo o procedimento perturbativo, mas logo veremos que podemos reescre-
ver nossa lagrangeana em termos de parametros fisicos finitos desde o comeco, evitando assim o pro-
blema. Por enquanto assumiremos que ja fizemos isso e trocar mg por m nas contas que seguem

No caso de Z, temos:
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= /) + B—ZL (1_@1,\_, 1+v.+0(\8\

Lvo

=1
A
vl VR = vy e
s} [i Séw_bwf%?(\ Lv ((1 WM TN U Ox‘ﬂ\}
C (= )lw W= (10 Fx ;«LUKOF‘ — N §
gb o (U W)™ RN TN 0?} } (; = " /V & BN ”Qx‘/] = \‘\f’\ﬁ
1& v Lv —— U 1)
S() [ ((ﬂ WY NN - 0?\ e A PR e (4 K\m MM
b N
02y = 1<)\L v Ly WA 1_(;_\(\ A (=)™
I7 M (')—»SML XN [(_ﬂ—n\“ﬂl + \(ﬁ’]

¢ =

O que nos da a primeira contribuicao perturbativa a “field strength renormalization” Z,, do
eletron. Com isso podemos, finalmente, voltar a questao da divergéncia ultravioleta do vértice da
QED (se vocé ja ndo lembra o que estamos fazendo, volte na pagina 44 e leia a introdugéo desta secao). Na pg 38
eliminamos a divergéncia ultravioleta do vértice fazendo uma subtracao “forca bruta”, o que subtrai-
mos foi:

1
— - W+ A 3/\)- (44}‘»\5\%}
Sr,(0\=(g—w\ 3‘5“(53?5%( (\‘B'\ M[(«-b\‘*%ﬂéﬂt S N a
) /

na pg 38 fizemos a subtragao antes de introduzir u, mas é mais geral pensar na introducao de p antes

)

= 2N\, ey }{/\ U‘W‘APX\W}
'(“W Pl S 0“'\ [m-b\‘xqw}ﬂt (13 %y

Calculemos a soma destas duas expressoes (wz am SZy):

1 )
= Z o=/ e L2000 3{/\ o>
S“COS"_% X l‘ng b/ d [(ﬂ-b\"ﬁﬁbﬂ‘} T (q-b\’“x&wbﬂ‘

o

P(b\: (1—\6\ ) (1) >t (4_5\(1—1})4_8\ S
= (1Y (3+)
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J - - _
g b/ B\ [U"‘Z\;\k*\:fbﬂl} = g JB(*/I A% \ i)bl +

M Nk o +<JB<1-LB\L\[ X —)-
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: , ) T LU il
ﬁ% RN q)_*' 1 o~
o S ! > /\L
— C\b—‘b\ 9’\ b/ T (}}) ‘bh«[ U—b\‘»&wy}Z - gJB (1—8 4
\—/\/¥O % J

)
— J?S b(q_B\ lml(ﬂ—%\—ﬂl
NCRINEE T
o

SJBW —gJB H\B () - \ﬂh /\\0 a\\w /\\0 Al

(- 1\+}5ﬂ .
. [4—2\
) 28“8 ¢ ;\B 21y =GR 3T AL
25 (- 1\+}5ﬂ :

w(y - 1\"‘?5»’

. N Yy, UPa-gim 1-N\(1- \m
g (18 gJB 5 T"H?ST] S

e (2) ©

) e NG Sy )
SHCOS*'S%x:(?—YT\ng’%— ‘ - 5 b i—_iQ

RN ('\-b\‘»&wbr

(1—2)\1(36”\ - (1-b\(4—§\ =0
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SECOB*_S_Z)\: Q

Agora, considerando a férmula de LSZ (eq. 11.1), sabemos que:

e €

~
~ .-
~ -

Lex|s)Exse @& @

A
Por isso, em qualquer espalhamento que envolva este vértice, teremos nao apenas — . el
mas sim:

_\e N s —ie M2,

Considerando isso na definicao dos fatores de forma obtemos:

NY

U S R S R i
— v —— Q/ ¢ao, ag q
e H’\\/ 8)’ L\ ramosZ,
1 SZL T BI_“O\\\ t_lq 4— todos 0s 6 sao em
o+ %FN ordem o

. =) ~ v =) A
152, 25 0e) = Ut IR ¢ A T STIGD
P v < o
V' sheg)+ e G
A

Wy

¢ W :{7 S F:.\ ((1‘\ = S F,_ ((1‘\ (nada muda para esta estrutura)

H ) _ . — N _ =
) :(75“(«]1): 5\10\\\*5&1 = SFE ™ — O (o)
gue é exatamente a subtracao que fizemos na pg 38

Isto nos mostra que, apesar de termos estas divergéncias circulando pela teoria, pelo menos
nessa grandeza observavel (o fator de forma elétrico) as divergéncias se cancelam. E claro que, feito
desta forma, parece apenas um milagre numérico com pouca chance de se sustentar em ordens su-
periores de a.

De uma forma mais geral, para que o fator de forma satisfaca as condicdes que desejamos:

—_ representa o que tinha-
r (OX = /l mos antes da subtracao
1 na pg 38
1 A

podemos introduzir um novo fator Z no vértice, definido por: P’J(c\*—_ o) = '2; 13\ (eq. 51.1)
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e a condicao em F1 para qualquer ordem de perturbacao se torna:

—24223\ Grﬂt\,

N N —
= " =y FeY - '_\ Pld ——— 220 200 = Foy+ ...
\:1[0322';1,‘—4

Felizmente, podemos provar que isto é verdade usando as relagcdes de Ward-Takahashi:

(eq27.1) = QEDRD
_ A"\ F ( P, b B C‘\ & (({&‘f)} [; (r’\ﬁ
QED3) s
2 S = i~ z“ +
Phia“( 1) o R FOPY = S

ok m p =g O -l=oYq,, + V()= -2
=0 ER ;x
& (P‘Mﬁ\} [% ('A\B - (F(Hj\ /V“’“]: _ 2 5(

21 :a)\

Em qualquer ordem de perturbacao

Como uma nota final, note que as identidades de WT sao consequéncia direta da simetria
de gauge da teoria e garantiram o cancelamento de divergéncias em todas as ordens. Este é um resul-
tado importante e bastante geral. No caso de simetrias nao Abelianas trocamos as identidades de
WT pelas identidades de Slavnov-Taylor que tém um papel central nos cancelamentos que precisam
ocorrer nestas teorias. Este € mais um motivo para usarmos teorias de gauge.

Auto-energia do féton
(Peskin7.5)

Vamos ver agora o que ocorre com o propagador do féton quando consideramos as correcoes
radiativas. Comecemos definindo:

@ = TG

1 ’\iﬁ os propagadores NAO estao incluidos em I1
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A primeira correcao obtida perturbativamente é:

b
P WQWW = (- ) (1) t)"_ag_—,m[f" S NN =
—> SO} k= %’f?\—*\
i Ou-'\

Dada sua estrutura de Lorentz: T("}I\ = TR <z§° + P\R({\‘\"‘{
mas também sabemos que (identidade de Ward): ‘1,, T‘JYQX =0
9 ﬂ‘w(ﬂ = T 9" + T ¢ 1=0
T () = =T =TTy
T = ($4' =9 T s

Nao esperamos que haja um polo em g2 =0, ja que a QED nao tem nenhum estado de uma
particula que contribua para este diagrama, entdo assumiremos que I'1(g2) é regular em g2 = 0.

Podemos somar todas as contribuicoes 1Pl para obter:

e s )] e
- "

({‘g V'ﬁHa—\ (1) - Sy —‘}-JLH() Avmﬁ
06 0 =5 N ) B e e

C e e AT e NN, TG L

9 \

n%
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Na pratica, para o calculo de elementos da matriz S, este propagador devera estar conectado
a uma linha fermiénica de um diagrama mais complicado:

X\ . ,
) N - — A W"‘NT‘) _ A N\V (
ST\ =) -5 Ae

\
E neste caso as identidades de WT nos garantem que: U\\‘ /\k (‘\\ = QO

em algum lugar neste
elemento de matriz temos:

. ,’*\(—keﬁ) x
&*‘ﬁ R P — v

e

E facil obter isso a partir da eq. 27.1, basta notar o que ocorre se usarmos LSZ do dois lados da equacéo, buscando um elemento
de matriz com dois elétrons reais. Do lado esquerdo temos dois polos, mas cada termo do lado direito tem apenas um, de forma
gue este nao contribui para o elemento de matriz. Para mais detalhes veja a secao 7.4 do Peskin.

Portanto, para fim de calculo de elementos de matriz S:

W\QMV _ ~ &9
(1 -

Continuamos tendo um polo g2 = 0, portanto a massa do féton nao muda. Note que as iden-
tidades de Ward-Takahashi (e portanto a simetria de gauge) estao por tras disso. Suponha que fosse
possivel ter uma correcao com a forma proibida por WT, por exemplo:

! v

A —IT—NYC‘\\: '.\' /\/\'L ;GNV (ondefaltaumtermo "/\\/T 1N”)

O = ;B—«wL [ M FT]-%% polo

em M

= _ _,a-L_ %{4_«_ K/V\ ) _ - %ﬂ JS\L _ (dezstre!)

c\
o (o (R KRR,

ﬂl.

o leGuLan em (\\—_ Q

que garantiria WT )




O residuo do polo em g2 = 0 é basicamente dado por: eoria Quantica de Campos

= - _1

3
1=Tr()
Qualquer espalhamento “soft” (com baixa troca de energia e momento) entre dois elétrons
sera modificado justamente por este fator: | iy
2 o P '—a——*‘ q:‘ q\
~y jre—
—Y

§\ N\ N\,\.\,\N

2 2

G Ny 2_3 C Am

—
v

—_

¥

f{fvo S/ —D

Como temos um e2 acompanhando este fator Z3 podemos vé-lo como uma redefinicao da

e =\\=1¢e

mudamos a notagao (assim como fizemos com a massa)

> f—
< = @ Ca
] \Cv carga que aparece na lagrangeana (carga “nua”)

carga vestida ou fisica (o que medimos)

carga:

4—;

Mais uma vez temos a condicdo advinda da série perturbativa: | o - e. 4 \O (.{\
- G

i)btfl ‘l‘\OL"L\

I1(g2) tem outro efeito:

2 v e s — A e (1-T
7o ’ér (1T @g\ ’ér (1-T

e S - @(4~uco\\ e (1-T (0N

f%\ T
(\ —‘rzc\\\(w SE %I [4 - [T&( )~ 0))

9

’,m‘ﬁg(w\,@@\ esta grandeza funciona como uma
Q) sy e
carga elétrica dependente do momento

|
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Em suma, o efeito das correcdes ao propagador do féton é o de mudar o acomplamento
da teoria e torna-lo dependente de energia (passa a ser um running coupling):

<X, —7 NFFF(‘\IB: \E;h//jl — =<
1 -Teg OO [ (M@Y=

(eq. 56.1)
“epe (Q) = =<

Calculemos rapidamente I'1(g2):

/

rigorosamente teriamos que usar e, € m,, mas trocar por e e m sé introduz um erro de ordem o

S e (1496 = (- )= ety

Seguindo o procedimento usual (parametriz. de Feynman, rotacao de Wick), chegamos a:
A

,\vz?tl\ = -1~ e I ,)*QE ~ = ‘Z,NSZ +'>\ Q lk.(i-x,\% + ():N(Y'\l"'m(%‘\‘(‘\
()\’M‘\ (Q -'-A\ U T

[&)
(eq. 56.2)

D= w - ~t(4-k30f

Que obviamente diverge (temos €> no numerador). Temos que escolher algum método de
regularizacao. Neste caso a escolha apresenta sutilezas devidas ao fato de estarmos lidando com uma
funcao cuja forma esta restrita pela indentidade de WT. Se fizéssemos por exemplo a regularizacao
por cut-off (que consiste simplesmente em nao integrar no médulo do momento euclideano até infi-
nito, mas sim até uma escala maxima A):

o6 N
W o (B, » 2TGy< €N "

falta um termo J—/\ 9 W

para satisfazer WT

Este resultado viola a identidade de Ward e daria uma massa para o féton
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De fato nao é a divergéncia em si que esta violando a invariancia de gauge (as id. WT.) mas
sim a forma como escolhemos regulariza-la, a prova disso é que podemos encontrar outras regulari-
zagOes que preservam as identidades de WT. De uma forma geral, o resultado deve independer da
reqularizacao escolhida e quando duas regularizacdes dao resultados diferentes é porque uma delas
(ou as duas) esta violando alguma(s) das simetrias da teoria. Se elevarmos as simetrias a categoria de
axiomas da teoria, entao temos um critério para escolher a regularizacao correta.

Dentro desta Iégica concluimos que a regularizacao por cut-off feita acima nao é boa. Uma
outra opcao é usar Pauli-Villars, como fizemos nas pgs 34-35, o que preservaria WT mas é um tanto
complicado. Felizmente temos uma outra op¢ao, a reqularizacao dimensional.

A idéia da regularizacao dimensional é calcular os diagramas como funcao do numero d de di-
mensodes do espago tempo. Para d suficientemente pequeno as integrais sao finitas, e entao voltamos
para o mundo real fazendo d — 4

Um exemplo:
=

JA.QE 4 = \(\_QL OUZE QE

~A\d 2 &
UM A\ (S ) (@ ey
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\[( (,\ %) ’—B(_O‘P — P("{\\r’( B

Usando entao a definicao da funcao beta: !
gdl
0

P(ov(—)l\
c d-1 ) y )
10 e _4 (LB ARCRALRA
@ ey TV ey

g, o ) RESOANRA
ka\’\‘\'xi (Q: N ﬂ\l (;\’\TBCL CV&\

) 4 - \TO j—&_% EER
em ey MY Q S

(eqg. 58.1)

—\/7( z) tem polos em todos os nimeros inteiros negativos e em zero, logo teremos polos em
d=46,%
— ) ) )

Como estamos interessados no comportamento perto de d =4, podemos definir: & = Y — 5

(-4 = NS = % — % +9C)

const. de Euler —d — é — =~

&—d‘/& & >
A — [ AN\* _ Ve LY >
@ (%) ="+ ST G

e - (5F Vs = 21t eLom o)

(U‘\

O produto das trés expansdes acima nos da:

4 1
Si’\f‘\&\\& ,{’Qj + ﬂ\l i:‘l/ (‘I?T‘\ [—-LNCA\ ‘H—"’C\“‘B \6\ *‘@Cé%

eE—Q
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Comparemos com o que teriamos obtido via regularizacao de Pauli-Villars

jd‘QE(L _ 1 —I\—)_ (‘([/l\)' 3
BT oy AT
Reg. Dimensional Pauli-Villars

De onde vemos que : > &—— | u (ﬁ( /\»B
c

Isso também explica porque temos um logaritmo de algo com dimensao (Ln[A]), a escala deste loga-
ritmo esta escondida no 2/¢

Podemos também provar algumas férmulas mais gerais:

d

)4, { ! INTA @AY
K_"\“\CL 2 n (“l 'W\/& AB P(’“\ 2
[Qﬁ - A\ (eq.59.1)
d -
m 2% 1T @)
T oEmye A8 o)
[Q + ﬂ\ (eq. 59.2)
Além disso é importante lembrar que: f ‘A,W ‘6 (\x
portanto a substituicao nas integrais (pg 32) fica: R 9\\‘ /) SU ?S
F == (2-€)F d
R RV movf’- ey’
LR R R S Pe e 0 N
Voltando ao célculo de | \ j\ eq 56.2 - com pequenas mudancas para dar conta da mudanca de
dimensao), 0S termos com €2 no numera or nos dao:
d A& d
S (1-3)"2 RN
NY _L
OB ey e ) e
LIV (05 + A (1)

- (4 &B NGEARS W (l};}d Ag E%\d;: ESA (J&Y-% (-1 3~>

Calculando o termos restantes de 56.2 temos (fica como exercicio):
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NV
c\ (\> ((,\\ (eq. 60.1)

/
[ L Ok
Onde \\l<(<\: _%Gd/ ()\(. YLU_\,LB\ ( 3‘\3 (eq. 60.2)
(‘u"\'\l' X AL‘J/Q_

De forma que, fazendo a regularizacao dimensional, obtemos exatamente a forma exigida
pelas identidades de WT.

Fazendo o limite &\, — ] (6_‘DOX :

\_\N\l\ —0 ~%@: ()\L R P BN PR ATARS (UG
(4 e

—a
m
a integral da parte divergente nos da: — AL ]
T 3€

Podemos obter a corre¢ao na carga:

@1_ e. _ 23€:—C>:= 2,-1 = A —1= M(0) =

& cs EECI
0y

Temos mais uma vez uma diferenca infinita entre o que observamos (e2) e o que aparece na
lagrangeana (e,2), mas essa diferenca nao é observével. O que ¢ realmente observavel é a dependen-
cia com g2 desta carga. E facil ver que esta estd livre de divergéncias:

S\C

N L —
(eq56.1) =P FrFE '\ [1 %mq%—ﬁ;l&ﬂ

\——?_, ﬁl A \) 'Y
T . Q= -l
A d y

e v (1) |2 _%(AOSLQ»\(W\—&A%\ +

=
QT €

c

-2 +Q,,\(v,\1> — k(1T - (e

—

”[T;(f\ ii g()»c w(-n) R T \

> — A1) o\*

(eq. 60.3)




Teoria Quantica de Campos Il

—D¥
canaisuet

S

. . L
Primeiro consideremos o caso em que 0\ < O ..

A
neste caso o argumento do logaritmo é positivo e ’[T:((I‘\ é real e analitica em g2 o que esta de acor-
do com o que assumimos na pg 53.

d Q
No caso em que g2 > 0 (canal s) a funcdo é analitica até g2 =4 m2, e depois disso desenvolve um
corte de ramificacao (a partir deste ponto é possivel produzir um par elétron-pédsitron)

Vejamos como isto afeta o potencial elétrico entre cargas opostas (no limite nao relativistico):

2 3 »ﬁ‘? by "'—v‘? x
\I(sz _ ¢ — —j—‘) ¢ <] —Co —p &— ¢ QI —C
T ) Ly I Ly T
1F] << >
—<__+y massa do elétron
‘ 1
A \
f(\[:(_ﬁq)f: Sl | e x (0= [_ \L(’l—w{lﬂ | +O( ‘Ew’i:
0
3 3J~T‘\?’ 3 JwT‘? =10
69! =-¢ ; (1'3 \-L NN - M\ = [H_:(B_'*}
QXA 1§ q-:ibl_l\ (}“\B\il o
1S T |
——e| 1, ;‘ﬁ_‘y@m)—\ _ o= 2R
TMe) 15T v SN

O potencial muda para pequenas distancias

Isto muda os niveis de energia do &tomo de hidrogénio:
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NE = Sy )] ( 33@?\3) 12 oy

’\SM o
sO estados de onda s tem \\)(0\ + 0
NE, = =113 1G7 ¢V

A funcao delta no potencial é fruto de uma aproximag¢ao um pouco grosseira (Quando expan-
. 2
dimos em [’I' /-, podemos fazer melhor escrevendo:

L Qw w0 ™ ROFENC |_C\_’\_":Q
(| = Py —e'e QVe e () Q XC =
V K) E b‘“\s Q D :“1( Q)] LL’T\ Q D _“1(_Q)]

= —1 . ~ Q"- & - >—\O:( AQx
_ ﬂIEE)Q \ ()C(.os(ﬁ}\ Q C — *xC EJQ /‘;Q‘ - l — -z s sl t e
N

Gy
D]

KCQ [-TR)

- \Dinserido para regularizar o polo em QIZQ
r‘-'g N—0
G ‘ - A 4

c G = A T S D+Tg(-\~\}: _ o=

! T T 2 5 -
Ca -
contribui para a integral dando o potencial — —
P g & ~
> S B N %{* Y P G
G ” - o & '3 RV vy

G C\ Gty

As integrais perto do corte (curvas C; e C,) nos dao a correcao do potencial:

o - Teo
At € o-& 0 s
S = SAQ Fla 4 gc)Q Q) = - ‘)Q ‘{Q{—QS +\ QF LQ\_QB — D\LIm{ Q\"(Q-el
C.>+C‘1 CN+C NI -€ le\ }.;\w\ ;;1"\
Fla)e -2 fri-e)) Re[F (@)= Re[ Fla-)
Q7+ IMEF[Q rey\ = -IV{FQQ_e\}
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A

Y
Vamos obter a parte imaginaria desta funcdo para g2 > 4 m2 partindo de 60.3:
4

oo (-n) R T

P 4 .
uy [V( )C\Bl 7 () &2 —ntt-agh= o
Q N e ] TQG

W I (¥¢ > wB

i *‘My“@(w’\ i (“a)‘\})
~~

™

- _\
SV = = EJ% e e «—‘1% (1 s

Estudemos isto em duas regides:

@ X >> ’)/w\ —p Neste caso a exponencial € suprime fortemente o integrando e
a principal contribuicao vem do limite inferior. Neste caso: IR Am
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< —(Et+2 )
VO =2\ RO G e -
X (¢ +1*“S 3 JCHW\ Sl
]A o I'Jf‘n} ( \h‘ftb\l:i
< - £+D\~\\K )
£ g o (g e Mr 2+ 0
-~ —
(@)
— 2w X
L Sl
DV = VR R ER N G mf/* (eq. 64.1)

\/(&\ ) —( N_F (»—\ n\”* " ..\

\_\/\/
Potencial de Uehling

O importante é notar que a correcao é suprimida exponencialmente para grandes distancias
e a escala é dada pelo comprimento de onda Compton do eletron (de fato 1/2m). A interpretacao é
de que a distancias menores que 1/2m temos uma densidade consideravel de pares virtuais eletron-
positron, isto funciona como um dielétrico que esconde parte da carga. @

Polarizacéo do Vacuo: @Q (e0) QQ
& @ e

Vejamos o que acontece quando vamos para o limite oposto:

—§ S —p ~ ‘l°< d v (A-n)
@ Ct “ \ g (M—YLC1\()G\B

Q

(eq.60.3) o Qﬂ\(vﬁm% (=9
=i\°‘i “U Q{Q{ﬂ, )+ et mg W £)-5 40 ’ﬂ

O que na constante de acoplamento nos da (eq. 56.1):

B<EFF(C‘ \ — 1 B [: __‘f_ jﬂ
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Para espalhamentos muito duros (ou seja, distancia de interacdo pequenas), -g° fica grande
e o acoplamento efetivo aumenta. Podemos fazer uma imagem qualitativa disto fazendo q = 1/r

e obtendo o grafico abaixo: A

Qe (T)
LT
137
= > logr
r=1/m
ANN
Renormalizacao
(Peskin 10.1)

Vimos alguns cancelamentos de divergéncias no caso da QED, mas por enquanto pode pare-
cer complicado descobrir quais diagramas temos que considerar para que estes cancelamentos ocor-
ram. Além disso a presenca de divergéncias pde em duvida a validade da série perturbativa. Veremos
agora como é possivel modificar a teoria para escrevé-la em termos de grandezas fisicas finitas desde

o principio de forma que tenhamos uma teoria que possa ser expandida perturbativamente. Comece-
mos pensando um pouco sobre estas divergéncias.

, A , fDinémica da teoria a
Divergéncias Ultravioleta =—— =

Altos momentos
Pequenas distancias

deve existir um cut-off a partir do qual preciso de uma descricao Q_,)
mais fundamental

Também ocorre em teorias de campos classicos Fluidos

Materiais Paramagnéticos

Posso estudar ondas sonoras (ou de spin) e fluxos q—j

Ly Esperamos que esta descricao falhe quando chegamos a tamanhos e velocidades tipi-
cos dos atomos. Ou seja, quando a descricao continua falha.
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Conhecer detalhes da “continuacao ultravioleta” (neste caso a fisica dos atomos - seus tama-
nhos, velocidades e spins) ajuda a obter a fisica em escalas de tamanhos maiores ou de menor ener-
gia (neste caso, viscosidades, suscetibilidade magnética, velocidade do som). No entanto, no caso de
campos quanticos, ndo conhecemos a fisica a escalas realmente pequenas, sequer sabemos exata-
mente aonde esté o cut-off. E importante nos interrogarmos em que condicdes é possivel contruir
teorias preditivas nessa situacgao, teorias que sejam independentes do cut-off.

A resposta para esta pergunta esta intrinsecamente ligada ao tratamento das divergéncias,
pois é a presenca delas nas relacdes entre as versdes nuas (antes de considerarmos interacoes) e fisi-
cas dos parametros da teoria (massas e acoplamentos) indicam que os valores destes parametros sao
muito influenciados pela continuacéo ultravioleta - pela fisica desconhecida. E por isso que eles ndo
podem ser obtidos de primeiros principios, tudo que podemos fazer é medi-los. Veremos no entanto
que, satisfeitas certas condi¢cdes, podemos obter o comportamento destes parametros até em re-
gides proximas do cut-off.

Contagem de Divergéncias Ultravioleta - QED

(Peskin 10.1, Ryder 9.1 ~9.5)

Comecemos tentando encontrar um modo de “descobrir” (sem de fato calcular o diagrama de Feynman)
quando um diagrama tem divergéncias ultravioleta. Comecemos com a QED

Ne = numero de elétrons externos \/ = namero de vértices

N*&‘ = numero de fétons externos | = numero de loops

= numero de propagadores de elétron

= numero de propagadores de féton

B

Em um diagrama qualquer, temos uma divergéncia em potencial para cada loop: J"j(

no entanto, os propagadores atenuam esta divergéncia, colocando poténcias de momento no deno-
minador:
1 d

—_— NN =D
J— s

> -

Definamos a divergéncia superficial do diagrama por:

D= YL —Ff \D\VK‘ (€q.66.1)

V
Inocentemente esperariamos que o diagrama tenha uma divergéncia proporcional a /\ seD>0,
e proporcional a |, (D> se D=0. A é um cut-off de momento.
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Esta analise simplista pode falhar por trés motivos:

(1) Diagramas sem loops nem propagadores tem D = 0, mas sao convergentes
(2) Se um diagrama contém um subdiagrama divergente, a divergéncia pode ser pior do que

parece:
L=1
F- = 2 D=\1~l—‘1=—l’_ﬁ
FX‘ = no entanto
este diagrama
v o~ (/\5

0s momentos colocados no denominador
por estes propagadores nada tem a ver com o
que estd sendo integrado no loop. Logo nao contribuem para cancelar a divergéncia

(3) Se alguns termos do diagrama sao cancelados por forca de alguma simetria (identidades
de WT, por exemplo), a divergéncia pode ser menor ou nem existir:

]_ d
WQ”\'\" XD -1 =20 — ) noentanto: OV | 4 (/\S

Note que (pg 56) quando fizemos regularizacao por cut-off (que viola WT) obtivemos /'\’/\
mas o resultado que obedece WT (Pauli-Villars) nos da {_n (I\\)

Ainda assim D é util, veja que podemos escrevé-lo em fungao das pernas externas usando:

L-__ ()e * () §V44 (eq.67.1)

ex: paraV = 4, preciso de 4 propagadores para

fechar o loop: diminuindo o nimero de propagadores, nao consigo fechar o loop

f+ 1

V:\f a ﬁ:'}ﬁ‘\:ul \f:\f % ]\ V:E
L=1 > L=0

se aumento o numero de propagadores
fica inevitavel aparecer mais loops:

V=" ﬁ:JfPf:cD
L=

e também, que:

( cada vértice tem 1 féton e 2 elétrons, propagadores

\f = X V}\ - \\\ 1) = ﬁ.s_ (;\ fe + N(’,\ tem dois vértices e pernas externas apenas um)

(eq.67.2)
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D= (fo+ P = N 41 = P =2 0= Net 0,50 -2 Nev 20, 28 =

[_"l+)>\[ = Booare afe ne
>~ H 3 ]

— 3
D = - N‘@ Y Ne (eq. 68.1)

O que nos mostra que a divergéncia superficial sé depende do numero de pernas externas.
Somente diagramas com poucas pernas tem D > 0. Temos poucas possibilidades na QED, de fato sete
combinacoes (abaixo). E como as pernas externas nao entram na integral de loop, podemos conside-
rar a soma de todos os diagramas 1Pl que contribuem para cada combinacao de pernas externas.
Qualquer diagrama que contenha divergéncias vai ter um destes como sub-diagrama:

@ o @ 0

= Ny= 0

D=3 D V=1

O diagrama A é o mais divergente, mas nao contribui para elementos de matriz S e nem pode
estar contido em outros diagramas porque nao tem pernas externas (de fato nem para Z ele contribui
pois é cancelado na normalizagao).

Para cada linha externa de féton, devemos ter dentro do produto temporalmente ordenado
uma corrente eletromagnética:

N = T wo
1= vt vy -
£ AL £ ol At D 16>+ K <01T£Aﬂ<x\/>mé\% Pflo>

4Ky < O(TL A %})\ 2 uO\} o> +
sy < o H AN AT A3 i) ’\M\ AN Ad D Y o> +-
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T_\
~ Ky z.olT{QSr,Lh‘{}loEﬂ—k <O(T{%“6\ %K(} ( NElo>+..

~ K SJ‘B<QIT£%N(%\\SL&>

QJY_I/ANC*\ Ay ) AP(\L\‘B N> ~ ggggﬁ_l /é,dcx\ f},(ﬂ }B”M) 5>
Como a QED é invariante por conjugagdodecarga: [ )~ = |_n —

ctemos: ¢ P "V C = - P ¥

entior < L[ TE Y1 > = —< 2 Th Y la> = o

< TS W%‘\' . %MC\@\\S 0> < Y < |74 W%\\- . k,»“c«oh\‘g | >

Qualquer correlator com um numero impar de fétons externos é zero. Isto elimina os diagramas B e
D acima. O restante dos diagramas acima é diferente de zero, comecemos pensando sobre o diagra-
ma F (auto energia do elétron) - ele é funcao do momento do elétron (p), a série em tornode p=0
fica:

/’\—~ = AT A FrAL ‘(31+~.n
g e

—_————

LD nao estamos nos preocupando com as divergéncias infravermelhas, assumimos
que foram devidamente regularizadas, como fizemos na pg 39.

O momento p vai estar no denominador dos propagadores aparecendo na soma 1PI, quando
calculamos os coeficientes fazemos:

\ = — = =D coeficientes com n maior tem o grau
c\f/ ¥ U/ ~ (K + ¢ = Y™\" de divergéncia menor
momento mtegrado

A divergéncia superficial de A, (que é a maior) deve ser D = 1, isto quer dizer que a divergén-
cia de A1 é logaritmica e o restante dos coeficientes nao diverge (é preciso cuidado aqui - pode
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haver subdiagramas com divergéncias mais altas - veremos como tratar isso em breve). Além disso
vimos que (pg 48) que corre¢des radiativas nao podem dar massa ao elétron quiral (que nao tem
uma massa nua) e que a correcao deve ser proporcional a massa, por analise dimensional vemos que
a divergéncia é logaritmica. Temos portanto o caso em que uma simetria torna a divergéncia menor
que a divergéncia superficial:

/%“——4/ A, ™ Lr«(/\\ t+ )?/ L C/\S +(Termos Flnltoﬂ

(compare com a eq.45.1)

Podemos seguir a mesma légica no caso do diagrama G, neste caso, como a divergéncia su-
perficial ja é 0, qualquer derivada em qualquer um dos momentos externos ja nos da algo finito. Por-
tanto a expansao nestas trés variaveis s6 tem divergéncias no coeficiente A:

//‘\ ~ ~/\,€\5 LN(/\B (TermosFlnltoss

Como ja discutimos (pg 53) a auto-energia do féton (diagrama C) deve ter a forma:

= (§a- TIHTED

0 que ja é a série de Taylor que procuramos, dentro de I'1(g2) temos os coeficientes A, n = 2,3...

Os coeficientes Ay e A sao zero, e a divergéncia superficial cai de 2 para 0 nos termos de I1(g2) que
nao dependem do momento (os termos de I1(g2) que dependem de q sdo finitos) - exatamente o
que obtivemos na pagina 60.

- Observacao importante:

Temos aqui dois exemplos importantes do que chamamos de “massas protegidas”
por simetrias. A simetria de gauge da QED impede o féton de ter massa nua e impede, via
WT, que ele ganhe massa a qualquer ordem de perturbacao. Este mecanismo continua util
mesmo quando a simetria é quebrada explicitamente! A simetria quiral impede o elétron
de ter massa nua e de ganhar via corre¢oes, mas de fato o elétron tem massa. No entanto
o conhecimento de que no limite em que a massa nua vai para zero, todas as correcoes ra-
diativas também devem ir, nos diz que estas devem ser proporcionais a massa. Esta simetria
quebrada protege a massa de divergéncias mais intensas (em vez de lineares sao logaritmi-
cas).

Nos resta apenas o espalhamento féton-féton (diagrama E). Sabemos que (identidade de Ward):

V@ \ =0
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E possivel mostrar que isto implica na seguinte estrutura para a amplitude deste diagrama:
vy aT NG~ ¢V
(?; ﬂl\_ n Qﬁt\y(oﬁ 'o"\\_ ch QLL\(“B"LS B 66[)1’)\ (cbulﬁ"cbk“\

Como ha uma poténcia do momento em cada termo, temos que todos os coeficientes da série com
n < 4 devem ser zero. O primeiro termo diferente de zero tem quatro derivadas o que levaa D =-

O que concluimos é que sé existem trés blocos basicos divergentes na QED, os diagramas
C (auto-energia do foton), F (auto-energia do elétron) e G (vértice). Os diagramas G e C, de fato pos-
suem apenas um coeficiente divergente, ao passo que o diagrama F contém dois. Isto quer dizer
que a QED tem um total de quatro grandezas divergentes que temos que absorver em redefini¢cdes
de parametros para obter uma teoria finita. Veremos isto mais a frente

Suponha que seguissemos o mesmo procedimento para QED em d dimensdes. Neste caso:

D = t)\, \__ - F@ - )\ Fﬁ\
A —Y
agora cada loop contribui com uma integral de momento d-dimensional

usando as egs. 67.1 e 67.2 temos:

- N
(67.2) %PF =¥t Dd\ (’9 + Py =\a1\ - fe — X0 = @-1)fe+ (L2 -dy+a =
(’_DN Nc — - (31 (A} X
(Zk'\\\l (_:) YNe + \ - (4- SNY AN 4=

=d + C_‘}_‘j_)\l — (tL_ly\ln\ ,(c)k_qxwe
=37 > A
D4 O numero de vértices s6 é canceladoemd =4
A A\7~1

1l

3=

=N

d < 4 =% somente diagramas de ordem baixa (na expansao perturbativa) divergem superficialmente

A QED é uma Teoria Super-Renormalizavel

d =4 =% ha um numero finito de amplitudes divergentes, mas ha um infinidade de diagramas contri-
buindo para cada uma destas divergéncias, ja que as divergencias ocorrem a todas as or-
dens na expansao perturbativa

A QED é uma Teoria Renormalizavel

d > 4 =% qualquer amplitude é divergente, ja que se formos mais longe na expansao perturbativa
(V cresce) encontraremos divergéncias

A QED é uma Teoria Nao-Renormalizavel
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n
Contagem de Divergéncias Ultravioleta - Campo Escalar )\(p

(P -

N = numero de linhas externas

P =

numero de propagadores

Assim como antes (eq. 67.1):

= ‘7—\[ -I-’]

—~T e

P=dL-af-

-2 ¢
\ -
L =

(Peskin 10.1, Ryder 9.1 ~9.5)

(er & DimENSGES )
Nz
numero de vértices

numero de loops

De cada vértice saem n linhas, entdo 67.2 fica: \/ - N +
\

=d (P-v+n) 2 P =4+ { ("‘QS—%\/—(S‘L N

\_/\

eq. 72.1)
VA>}_
2d
Néo-RenormaIizéveILv >0 & N> T
Renormalizavel =0 =P "= —foi
Super-Renormalizavel <0 = "< it\

B\é ) = Av“ Teoria é Super-Renormalizéavel

o

Ad
-

“ .
/\C]S renormalizavel

L3

b . ., AA\. _ 6
N Cf) nao-renormalizavel -~

) .
N super-renormalizavel

b . V4
N\ qS renormalizavel

Outra forma de chegar a 72.1 é analisando a dimensao da lagrangeana. Em unidades natu-

Dm[S}: O - o

- gc\‘kx { = D‘-,,\EJ\l k] + D [_L—l = O

rais a acao tem que ser adimensional:

., D\MC&] = A\
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Voltando a lagrangeana do campo escalar podemos ver que:

DinC40» $) 1 =d = 2 Pi[r 8D
Dind)+1

P‘\ME(})-) — b—: (eq. 73.1)

l \
D @) =d = 3Dl 42 Din L9

\/:)W
-
L VEN\EW\1 = ’] (para nossa sorte! \L\

o] 3974 = DD m P02
Lv D\m[ﬂr )\ — n (d-3

o~ (eq. 73.2)

Suponha agora o seguinte diagrama:
N pernas — pode originar-se de um termo A CIS na lagrangeana:
/" \\ ) N ,\;‘f\\ 3 ~J /\

”/' \\ ~\\
‘. \\.
D ]:) = 73]

Como devo somar sobre todas as possibilidade, qualquer diagrama com N linhas externas tera:

D. e N (-0

I NN :3 = <)\, - — =
[;? \\1 3\

. L. \ N . L e , .
Em uma teoria apenas com o vertice / C{) um dlagrama comV vértices sera proporCIonaI a.

(eq. 73.3)

divergéncia superficial

\\, D Neste cason =N
;,~:\ ~ AN Dim [AY=1
’ /t . f (cut-off de momento)
V vértices

(7328733) —y Dim (_’_/\V/\pl: Dim [/\] = N P(ML,\]-\,- ) :\7\'/‘«\{/\1

_ _ (que concorda com 72.1
A\ c)\,— M>+—D = c)\,— M paran=N)
N ~ (eq. 734)
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Aqui fica claro que o que multiplicaV é -Dim[A]:

D= DDV + Bl

podemos entao dizer que:

DMEJ\l > O —=b Super-Renormalizavel
Dm[/\l — O =P Renormalizavel

DN\[/\1< O —=b Nao-Renormalizavel (7a1)

Esta analise poderia ter sido feita também para a QED ou qualquer outra teoria, com a mesma con-
clusao.

Teoria Perturbativa Renormalizada

(Peskin 10.2, Ryder 9.3)

Nos preocuparemos agora em achar métodos gerais para redefinir nossa teoria em termos de
grandezas observaveis e finitas. Note que no caso das correcdes radiativas para QED foi possivel, uma
vez que consideramos todos os diagramas e redefinimos as constantes, ter observaveis finitos. Essen-
cialmente o que fizemos foi a troca:

v parametros nus, nao observaveis e arbitraria-

’ S ( N v c E mente grandes. Se cancelam com as divergen-
™ / 5 3 . .
SN i —V 2/ - \ > cias de forma a obter m e e finitos.

C

CC}\ 3 SI e°§
- — =0
— l - finitos no limite I\

Colocando de forma simples: isto é a renormalizacao! Daqui para frente o que faremos é en-
contrar métodos praticos e confidveis de fazer esta troca (ja que até agora fomos fazendo de forma
um tanto caso a caso).

Vejamos como fica a teoria /\CE1 , analisando
L2 I3 W AN A W
R 2 I

Analisemos quais sao os diagramas divergentes desta teoria. Como ela é simétrica por (i)-o }b
todos os diagramas com um numero impar de linhas externas dao zero. Segundo a eq. 72.1 (para
d =4, quando nao importa o niumero de vértices):

@) =v V= —@)— = D=2

(ndo nos interessa)
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=\7D=O

Escrevendo uma série de Taylor (agora em p2) e estudando a divergéncia dos coeficientes (co
mo fizemos na pg 69 para QED) obtemos:

~ /\l + P) L"‘(/\\ 'i’(TermosFinitos\

~ Ly (/\ \ + (Termos Finitos\

Sao trés constantes divergentes que precisamos “absorver” em redefinicoes. Faremos isso redefinindo
a constante de acoplamento, a massa e o campo em si. Lembrando que:

y»L < R ) —]_i(b (\,) qs (03\3\_{2,7 (?‘NP\L = ~Z — 4 [ termos sem poloem mzj

X

P_

Se quisermos obter um propagador proximo ao polo que seja parecido com o de uma parti-
cula livre (s6 que com a massa fisica) devemos remover este Z. E possivel fazer isso definindo:

p=2"b| —> b= ="

(eq. 75.1)

O resultado desta substituicao na deducao das pgs 2 e 3 sera o de fazer sumir o fator Z em
toda a conta. O mesmo ocorrerd com todos os Z's que aparecem na férmula de LSZ (eq. 11.1).

=——2(<) d>r(_x 4“\29&&“% Cb:

Ainda precisamos nos livrarde ¥\, e \,.Para tanto definamos:

32 =2 -1 Sraz MIE - re A, Z =)

{ = 104, N +9521(4, b — d>n—%v\4>m DSE RN

\g‘rfvi/ - WL“\/

contratermos

Importante: note que nao somamaos estes Novos termos, apenas re-escrevemos a lagrangeana em
funcao de novos campos e parametros.
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Os parametros fisicos, m e A. A massa ja esta bem definida como a localizacao do menor
polo da funcao de dois pontos. No caso de A, temos liberdade de escolha. Escolheremos definir:

7

\A (’: P, + P}
& - e
“.

Essa definicbes podem ser resumidas em duas equagdes, chamadas de condicoes de renor-
malizagao:

()
O = —= A
P — S 2 - -
p="~ esta equacao fixa duas grandezas, a posicao do
polo e o seu residuo (m e Z).

. L P):o o= T

1=M=0 (eq. 76.1)

Esta“nova”lagrangeana tem as seguintes regras de Feynman:

— - S
\r—m+k£

8 = A3z -0 7XK= x93,

(notem que tratamos os contra termos como novas interacdes) e a utilizacao desta lagrangeana com
contratermos é chamada de Teoria de Perturbacao Renormalizada.

O procedimento a seguir é entao o seguinte:
(1) calculamos a amplitude desejada com as regras de Feynman novas

(2) seguimos o procedimento usual para tratar loops (parametrizacao de Feynman, regulariza-
¢Oes, etc...)

(3) o resultado vai ser funcao dos parametros nos contratermos (6z, dm e dA no caso escalar)
(4) usamos as condicoes de renormalizacao (eq 76.1) para encontrar os parametros

As amplitudes resultantes devem ser finitas e independentes do requlador
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Vejamos como ficam as divergéncias de A gSL' !

lxmri%?v

e | Lu%\)
\: x— (- )\\ SJ y’L N A _ ( }\\l ' \I(A\
< - ~\ 5y ~ 2 > T (A A F
ﬁ:& I;Df Y OT) & -~ (@rpy-o \S/

)'\/t: oA+ (Y [& Vi) + w NG + ;\\/(N\Sl — L%/\ (eq. 77.1)
condicao de . Lf\(‘\
?z;m@'ﬁ@”g AR A
A=t=oO
| (=AY [ V) + 2N 6031 ~0,

— N [Vcw) + l\/@\l

nesta ordem de perturbacao

(eq. 77.2)

LY F—m @3-

Vis)= SM L

1

= L~ 51 G- %) g \ 4 _
J—o‘1 W [\m ’5@ ?5\ 1} Y,

= i (e \533\3

\V | (eq. 77.3)
E = >\& P ()X /l —l— =
SN T"rg“/- [0y Cm‘if'%




Teoria Quantica de Campos Il
1
R L\

AT

Juntando este resultado ao de 77.1, temos

) —\g oo )

==\ —% gJB g LN(:%\U\-BQT\ Lw/*}i;;@_y Lr’/ﬁi‘l\-é}}_j

o)

d, e 8., vém da funcao de dois pontos:

=—)\/V\=(P)\

A

= v WP )

A condicao de normalizacao é (76.1): {/‘Q —&
P ~

portanto: /\/\( f — (O | (eq.781)
P

[ —

e também (expandindo o propagador em torno do polo):

Pty = -1 1 W—)\ (=) + O3
\—,\'\_é“"l 5(7 RS

O

N -1 (eq. 78.2)
N
~ = ™ de> e D B /\/\(Pl\ —

P = —Mie) Prm Jp> S
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+ ®— 1t .-s

i
v
+
N

~N
W\ﬂ _ m( >\ L W-/B_

; . = - L — '\/
a\ J—D\] >

NS

. — A ~ . TT) e~ Ly - R
~L\_oo SUT}(;/ LN('B L \+ ¢ ‘S

gnesmo tipo de polo que obtivemos para a divergéncia logaritmica na pag 59 (17!?!). O fato é
que em regularizacdao dimensional, nao é tao facil ver a divergéncia quadratica (ou em geral a potén-
cia da divergéncia). Ela aparece como um poloemd = 2.

O fato é que I'(z) tem polosem z=0, -1, -2, -3, ... mas estes polos sao sempre do tipo
c O

o< I - GINO \g\ (eq.59.1)

14, 4 K lgl-‘*/l @=L
S e oy (Y <ﬁ T(m)

I R

>
SSQ_ 1 }\LQ:V fdoispolosem ity = d= (1)‘18
G (G Hei-4 =0 P(@__q) —_ >
> <
- — ol
g =a-9 =V P(%:\ﬂ ;1‘
Sch— 1 N}\"l P trés polos em A&G = J= (J-J“l/e\
[z +.2)

ST
Ly e=¢-4 =I7P(§—1 ~ 1

(—
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}_o\n:; :VF()‘)/}\_D é*%&o 0 >4

_ 1
SE;Q.«::\* kl Crns Lo« N =P apena um poloem )< Y
S\ ™~

. l)—d't) \ (4—/8 N S
'—NMCPB"‘( E\W‘W A (p Sz -9 \

/>Z>mo esta parte nao depende de p?, fica facil satisfazer ambas as condicdes (78.1 e 78.2)

basta que: d
D REEED
5= =o Som = = ¢
; m/i ( g\ > (eq. 80.2)

(eq. 80.1)

e teremos: /\/\}CP)\ -0 BQLPL

( 6z ndo é zero em ordens superiores de perturbacao, veremos isso mais adiante )

Note que a correcao para a massa do escalar é quadraticamente divergente!

Esse cancelamento de 6, em L.O. é uma peculariedade de A4, outras teorias escalares nao
terao esta propriedade. Tomemos, por exemplo, uma teoria escalar com acoplamentos de Yukawa:

T
! 7

A
-~ MY = _DQ b @ = A

¢
ket p
%/:\/
_\1\&31( S«Y”TS{‘\ C_w-n(,uwx‘ H_“;X e - 15P("\—\

) )am (& + 2 (1=0 @= Y Cm) Q Yy
N

A

A
@ 'y
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M) = i}\_ c) @-1) P("J >) — (82 -5\
)™ N

'I

Jomipy=_ _“mgsm [eoms (1) P B 7] -2

J P (ﬂrg)/ * N

— [Ty~ .
: ¢ \ r\/<\>“’ |~ (/\B
SB(; /VYPIB/ =0 =[Je- - —pe! L(Ji,ﬁ o ety TETA
£z m (‘iT"S ” ) ( |- }l- K.\"'\)L—Jm ( |
eq. 81.1

/|
/\/\l(h“\)_ jé (J ﬂgg r'l(')— ‘)/3:\ J _( ~ S ~5M\
(‘”T'S (v\q —&(1—\&\»,3)‘ /> N
0 fﬁ) (\

/)
M(w) =0 =D g\m: —ﬂy\w )J(iﬂ M M RS
(‘]TF\ (v\%—ua-\g\\m‘y%

(eq. 81.2)

Renormalizacao da QED
(Peskin 10.3, Ryder 9.5a9.7)

Tentemos agora repetir o processo acima para a QED

g - _%(F,N\ﬂ?(&@f—mw -e. T ¥yp,

Vimos que a partir desta lagrangeana obtemos:

> O — = L (Pg5)
PR

- 12
N\/‘\Q\M = ‘—%q_}“‘ (pgSS)

cll
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Comegamos entao com a renormalizacao dos campos:

1. N
Aﬂszsa. AQ_

V.

(eq. 82.2)

= 23\ < |(eq. 82.1)
ﬁ N 2 P % 50 A
D£= R 25/,\\“ + 2. \Pn(’” —Msk\)nhcozxzs Y O Y %N
A primeira condicao de renormalizacao é a que define a carga fisica:
n = \
(60 ?:l25 = = 4=o

isto é equivalente a definicao de Z, que usamos na eq 51.1 ja que este é o fator que aparece no vér-
tice (multiplicando a carga) quando q = 0. Ademais lembre que:

1/ —
(pg55) =p 2, C, =@ (b52) =p Za T A

de forma que as defini¢bes dos Z’s que ja vinhamos usando se mantém.

eq.82.3)

Fazendo entao as definicbes adicionais: J 5% = Z}— [
gw\ =Z,Me =M
U
\/} 51:21“43%‘2;.23 _/l

(eq.824)

N S Y — A
o[ = _% 25/{\\:\)\ +2;\Pn("”>/“ma\&\)rc _COZAQB/‘1 \Y"ﬁ e A"'J =

_ _%/Pj"\ +$n(x>/—m\\\)m_e T NS Ay
RENLS VP Sy =S e - 8y e 8 Ay

cujas regras de Feynman sao:

VAV VE VaNy —_ -—’i' N1 'A'
N o o—p v U2 Z e —
4 q +~ B - +ie
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— —)&6\’) ’*@*:k(?gl «Sv\\

vV \ N > N = — A ¢ NS
r’r\/\/?/\/\ - "\(&J(\—‘(N‘\\Eg ¢ 1

As condicbes que fixam as normalizagdes dos propagadores e definem a carga e a massa do
férmion podem ser escritas usando as definicdes que fizemos anteriormente:

S6 que agora estou REDEFININDO estas
grandezas, todas incluem agora as contribui-
¢oes que vem dos contratermos

A definicdo de I" agora é feita com a carga fisica

Como discutido na pagina 71, temos quatro grandezas divergentes na QED, isto levou aos
quatro d's nos contratermos, as quatro condi¢des que usamos para obté-los sao:

2 (f=r)=0 11 (g=0y=0

(eq. 83.1)

a
[— ) p— ‘ ])J \ -

(c)

Vejamos a aplicacao destas condi¢des e o valor dos contratermos em um loop. Ja obtivemos
a expressao para a auto-energia do elétron usando regularizacao de Pauli-Villars (eq. 45.1), se tivés-
semos feito regularizacao dimensional, chegariamos a:
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antes da inclusao dos contratermos

NG

- -5
2 ék 2 X 9‘)/;. )
(Y & E(1—m\\n\l ¥ _\LU—\L\(’]

JESR A

Levando em conta a contribuicao do contratermo (’*—@—ﬁ\\ e usando a condicao
83.1(a), temos:

i 3 W) = — %“ M= 5 (1=

b pY _ba.
(=032 vp™ v -y )
1 - LU d +ad]
%t R NOCRUN
[ (10w

Para utilizar a condicao 83.1(c) precisamos calcular:

A ST - @ e
)P Urr\’* [(1—%»& T v (1907

. & ,l\((q_\)}( [‘l\,\ O }\ V} (d X\\L}’

C[@ XY X P > _w(1- *\P}

*
kS Zﬂh - “ AR J

[\

Py
S N

Ty

(eq. 84.1)

K adivergéncia vem toda desta parte, todo o resto é proporcional a ¢ e da uma contribuicdo finita
quando multiplicado por 1/€ que vem da funcao I.
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Levando em conta a contribuicao do contratermo (—*@—)\\ e usando a condicao
83.1(c), temos:

% M%) B (- \LXW\ e
L‘HT\ 8 (:»»3(4‘“\:\(;11])_% éb é\\t—GE (Y wgy” 3‘:1 Hver€x Ql

(eq. 85.1) —

: 4 v Oy , .
Incluindo < "B B na contribuicao a auto-energia do féton que calculamos em 60.2 e

usando 83.1(b) temos: , i
antes da inclusao dos contratermos

7(\—(C1k 1 5“\_\;0\1\““(??‘\;“TN‘\Q\ES"LU(V}B}\

Ty =T (-3 = 5= TY;;Z@)

(eq. 85.2)

Para o vértice da QED, temos agora:

antes da inclusao dos contratermos (mas sem Z, na LSZ!)
N N ’
el ose T T oy
N KN/
A condigéo 83.1(d) nos d&: (1 — 54\ @ = P (P - P :O\

54 = — T3 O ¥ T =1+3F )

Como estamos fazendo tudo em regularizacao dimensional, precisamos escrever o resultado
obtido em 36.2 nesse método, obtemos:

RS PS 85% ) BS(vwa ﬂé_l@ (l;\e\l +

A
+ PQ )/:3 [c( [1(1 O(1- ?)\ E—Y\Z)]-)-\-\ [1(1 wb ?)‘3 e(1— 2\ :ﬂg
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onde: N\ = (1 —b\lmm_ ;Nl—\c?ﬂm

S, = b d ) :ZSS(ch ady Ty -

("ﬂTB l:U —bﬁh\‘* z o~ P o

N M(3-%) _ h‘*)}u_wa»?)%—eo—z?]
l:(1-b‘\h‘-l- z,,ﬂ >

(eq. 86.1)

As equacoes 84.1, 85.1, 85.2 e 86.1 fixam todos os coeficientes dos contratermos em
ordem a.

E possivel mostrar (via integracao por partes) que %1 = Sj\e que, portanto, =4, = Z_ (emor-
dem a. Podemos provar que isto continua valendo para qualquer ordem o (o que nao faremos aqui).
Como um comentario final note o que aconteceria se pensarmos nao apenas no elétron, mas também
no muon, interagindo via QED. A equacao 82.3 nos diz que:

2, 2

elétron- € = 60 —_—
Z

f|/1
muon- o'= Cq 21 \E
Z

auto-energia do muon e correcao do vértice, ambas dependem da
massa do muon

Corremos o risco do muon sentir uma carga fisica diferente da do elétron, mesmo que comecemos
com a mesma carga nua. No entanto como Z, = Z, eles se cancelam, e temos:

1.

\
6:6:6623

As identidades de WT (ou seja, a simetria de Gauge) garantem que a corre¢ao a carga ve-
nham somente do féton, independente de qual particula esta interagindo. Isto garante que o acopla-
mento de gauge da teoria continue universal, e que todas as particulas sintam o mesmo “running”
deste acoplamento.

Renormalizacao em ordem superior
(Peskin 10.4, Ryder 9.7)

Vejamos agora as sutilezas que aparecem quando consideramos diagramas com mais de um
loop. Vimos que a divergéncia superficial de um diagrama pode nos enganar quando ele contém sub-
diagramas divergentes. No caso em que o diagrama que queremos calcular é convergente caso remo-
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vamos o sub-diagrama divergente, fica relativamente simples:

rmL — «

D - - bL\\‘ (/\\ (convergente)
(pg67)

neste caso a divergéncia é cancelada pelo mesmo contratermo que cancelou a divergéncia do sub-

diagrallla:

O mesmo vale para diagramas mais complicados. No exemplo abaixo basta somar os dois diagramas

para cancelar a divergéncia na auto energia do féton antes de fazer a integral no loop mais externo
(que é finita)

Converge

\ / — \\
o momento k; no loop que diverge é completamente independen-

te do momento a ser integrado no loop externo k,

A situacao comeca a ficar complicada quando temos diagramas em que dois loops divergen-
tes compartinham um mesmo propagador, chamamos isto de divergéncias sobrepostas (nested ou
overlaping em inglés)

bk
S '

e S, @

T - s
QEV: % M@W

Pensemos primeiro na regiao em que k, é
A \7) grande. Neste caso x, y e z tem que estar proximos (tan-
— to o féton quanto os eletrons no loop s&o muito virtuais) Mas w po-
> de ser mais distante. Podemos pensar nisso como uma
Z by correcao de um foton ao vértice em x:
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PN X
5 ~y —ME LA (/\S
X (eq 36.2)
N

Ry
Vao se encontrarem w

Se voltamos com este vértice no diagrama completo antes de integrar em k;, obteremos:

oy e <G TITREEY - LR

ﬂfc—_ ~ Ly(AMY

g o o (1 03T W) LR

{ L(/ domina quando k; ou k, é pequeno
domina quando k; também é grande

2 Pl
Estes termos proporcionais a L ¢ )\ \ )_.\IC/\ \ vao contra nossa expectativa de que as
divergéncias aparecem multiplicando simples polindmios em g2 (pense no que fizemos na pag 70).
Chamamos as divergéncias que de fato multiplicam polindmios em g2 de divergéncias locais, essas

divergéncias que nao multiplicam polinomios sao chamadas de divergéncias nao locais. l
pois no espac¢o das posicoes
sdao funcodes delta (ou deriva-
das da delta)
A aproximacao acima indica que, na regiao em que um dos momentos é pequeno e o0 outro

grande, o que temos é uma divergéncia local dentro de um loop nao divergente. Isso sugere que os
diagramas necessarios para corrigir a divergéncia sao:

w@«m+w®w

De fato, se fizéssemos a conta veriamos que estes cancelam a divergéncia nao local. Uma vez
somados, resta apenas uma divergéncia local que é cancelada como de costume, pelo diagrama

/\/V\/\/‘@’VV\/\/\ ( que agora seria calculado até ordem a?)

E possivel mostrar que isso funciona a todas as ordens de perturbacdo, contanto que a teoria
seja renormalizavel pelo critério da divergéncia superficial. Isto quer dizer que uma vez que coloque-
mos 0s contratermos necessarios para cancelar as divergéncias locais, todas as divergéncias (locais
OU nao) sao removidas a todas as ordens - este resultado é conhecido como teorema BPHZ
(Bogoliubov - Parasiuk - Hepp - Zimmermann)
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O Grupo de Renormalizacao

(Peskin 8& 12.1, Ryder9.4)

Vimos que, fazendo a renormalizacao de uma teoria, podemos obter resultados que indepen-
dem da dinamica no ultravioleta. As divergéncias somem e conseguimos uma teoria que funciona.
No entanto é um tanto misterioso como as excitacdes de maior energia da teoria podem ter tao pou-
co efeito. Vamos entao tentar ter uma imagem mais clara de como isso pode ocorrer.

Comecemos pensando no funcional gerador de /\75\1

A\ (L4390 N\ LL+3
205+ (78 I8 [ () OF
b

v

(ﬁ(‘(:\): LZF\‘M o ( ben
v e Pl
unitaria

Pon=TT ey

fazer uma regularizacao por cut-off significa integrar somente sobre: ‘#5(0:) / | %I S/\
LoN—  DURDd= O

pensando desta forma podemos estudar especificamente o efeito dos momentos da ordem do cut-
off: basta integrar sé sobre eles. Para evitar valores de k que, apesar de pequenos, tem valores enor-
mes de k, e k, trabalharemos no espaco Euclideano. \

’%E | VAN

Além disso, a teoria de campo no espaco Euclideano nos leva para perto de sistemas atdmicos, onde
podemos ter mais intuicao do que significa o cut-off ultravioleta e a renormalizacao. Um bom exem-
plo de um sistema de mecanica estatistica que é bem descrito por um campo escalar € um ferroma-
gneto na teoria de Landau. A energia livre de Gibbs deste sistema é:

= 3»(_ ll * _'—c_ > Ll_
& Sé EI(VS\A—Q:—() Te)S +cs s\

E a densidade de spin s(x) faz o papel do campo escalar, ao passo que o campo externo H é a fonte.
Nesse caso é bastante dbvio que existe um cut-off fisico, nao faz sentido falar em flutuacdes da densi-
dade de spin em distancias menores que o espacamento entre os atomos que compde o material.

Pensemos um pouco sobre este sistema em termos de temperatura: se estamos longe de
qualquer ponto critico, é de se esperar que hajam flutuacdes de spin na escala atdbmica. No entanto
assim que nos afastamos para escalas maiores, da ordem de algumas dezenas de distancias atdbmicas,
o sistema ja deve parecer uniforme e nenhuma flutuagao é visivel. Podemos descrever este comporta-

mento usando teoria de campos. Mas primeiro vamos lembrar um pouco da fisica por tras do proble-
ma
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Estamos imaginando, por simplicidade, que se trata de um material com um eixo preferencial
de magnetizacao

TN O Magnetizacao M paralela ou antiparalela a este eixo

(<)

H= o ’-

\ ;> tanto o campo como os spins

sdo definidos na direcao deste
eixo

T~0O ——> Favorece M paralelo ou antiparalelo
H +o

Mudanca de H pequeno e negativo para pequeno e positivo | —5 Mudanca descontinua em M

Transicao de fase de primeira
~ O
T ordem

—

[ >T — O ¥ Spins cada vez mais desordenados |M| vai diminuindo

—

| =T —o M=0O

H =0

L;. Valores grandes de H ainda induzem magnetizacao, mas a descontinuida-
de perto de H = 0 desaparece. Este é o ponto critico (ou transicao de fase
de segunda ordem)

PAY (V\

Ponto critico

H

Il

Transicao de Fase de Primeira Ordem

Ao longo da linha da transicao de fase os dois estados (M>0 e M<0) coexistem em equilibrio.
A energia livre de Gibbs s6 depende de M e T e é dada por:

S| =

dm |

Perto do ponto critico M é pequeno e podemos expandir G(M) como:
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G(mN=ATY £ BOMW+ C(T) W

o sistema é simétrico por mudanca no sinal de M, entdo G(M) tem que ser par

Para encontrar o estado do sistema em H = 0, devemos minimizar G:

=0 = s_c‘—\ ABM) mM+HU™Y W = o

M N

Resta fixar B e C, suponha que:

P,(=0 = M=o &)

SN

No entanto se B puder ser negativo (digamos, abaixo de uma dada temperatura) entao temos uma
solucao menos trivial:

DM

AT

=0 =D A
B(T<Te)< O T<le

VA o

l—\—l—o dois minimos com magnetizacdes opostas

Fica claro que podemos modelar o sistema definindo:

BT =W (T-Ted C(Ty=c 9%e,c > O
Neste caso temos: cimy <> T
O T > Te AN
/V\ q:\7 T< Tc

4/
e 1§ P
} L— C l — | < TC
D l\(\
Para obter o comportamento para H nao nulo precisamos resolver

) n
{

o |+

ou podemos minimizar (em relagdo a M): (/"\ H) = AT + BT > +CTD Mt SUAN
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Sé temos o duplo minimo paraH=0 eT < T_. Substituindo a definicao de M, e as expressoes para
) e C(T) na energia de Gibbs, obtemos a expressao que comparamos com o campo escalar:

2 H ey

Sc\% i« (7Y +(T-T) s st s\

L—O este termo adicional inclue a fisica microscopica, é o jeito mais
simples de introduzir a tendéncia dos spins de se alinhar

N .
Suponha que: HC)CB _ Ho %ca C"')B Varr10§ verqual é a resp?sta em pontos longe de x. Procurando
o minimo de G em relacao a configuragdes do

campo s obtemos:

O= 36[5“\}: —N’S +2 E(T-TNs+1cS — H

1T>) = =p S <] . by _
[ 21e =0 weto Ds}mk = (<7 420(7-7) )56 = ooy

HCXB HO EDBCKD =P ( V +QQJ'( | - ]c>> P(\C) Ho 86}(\03
IL Funcao de Green!

Configuracao do campo s(x) que surge quan-
do o spinem x=0 é forcado a se alinhar com
H

e

DCX) = B>9)_ Ho e _
Gy 1 u(T-T)

,yl
comprimento de correlagao ¢ é - ED“ Qr (’ - C>1

E importante perceber que, apesar do resultado depender dos coeficientes b e ¢, que sao da-
dos pela fisica no UV (fisica atdmica), a lei de poténcia em (T-T.) s6 depende de podermos expandir G
em série, e da simetria que o torna par. De fato, obteriamos o mesmo resultado para qualquer sistema
com esta simetria (existem varios exemplos). O fato de que podemos usar teoria de campos para
descrever certas propriedades de sistemas de mecanica estatistica perto do ponto critico indepen-
dentemente de detalhes na escala atdmica (a chamada universalidade) esta intimamente ligado ao
fato de podermos construir TQCs independentes de cut-off.
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Note que o valor de s(x) estara ligado ao valor em x=0 dependendo de quao longe ele esta
de x=0. A escala de“longe” é dada por &, note que este diverge quando chegamos perto da tempe-
ratura critica - o sistema fica fortemente correlacionado. Voltando para nossa analogia com teoria
quantica de campos, estamos falando de uma particula escalar que carregaria a informacao da exis-
téncia da fonte em x = 0, e que a “massa” desta particula (¢") é da ordem de [b(T—Tc)]'W. Se estiver-
mos longe da temperatura critica |T| >> |Tc|, entdo o Unico parametro que determina a massa é B(T),
que vem da escala ultravioleta da teoria. O tamanho de m é entao fixado pela Unica escala natural
do sistema, portanto esperamos que que m ~ A (que no exemplo seria o inverso do tipico tamanho
atémico).

No célculos que fizemos até agora, estdvamos interessados justamente no caso em que

m << A, e ajustamos os parametros da teoria para obter esta situagao. Com isso em mente, vamos
ver como fica a separacao de escalas na integral de trajetéria.

Z = [—DCZQ/\ txr ) — Akk[% (bﬂgb?*%"“)oqﬁ-\'%? &bjE
(

eg. 93.1)

[D6), = TT ey

Il < N

f¢(<k\ (BN
O

7%3=
&) < 7 <l o V2N
D b= gy < 0,< |

zo A
DO —7 PN + PR

% = —DCIS ?%Exf B Akm[%(bpﬁbfbp(,b‘?-l«%v»%((b—lqu\y\-\—%\n‘((f)-l—@\ﬂ =

A
Todos os termos do tipo (b(%q)(ﬂl‘) sao iguais a zero (ortogonalidade para k szqa\)

{UM

=?¢e

AR A U R A ) e APE A 2
Do Exf gu[;wﬂ«m; NOMES ,€1¢3q>+%¢¢l 14
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Queremos entdo integrar em qS , se tratarmos todos os termos (com excec¢ao do cinético)
como interagdes (incluindo o termo de massa), podemos escrevé-los como derivadas agindo

em Exf[—j-[cd;g
Onde: N
L A _,\
o=\ & Py gy = | e (3T e QCK/«Q“/JCEUL)CB(%\:
o — ()\T[’SL (L,HJS\

=N W< f-N< TARYN

i Clu 3 * @chm

q) (Q\ condicao para que ¢(x) seja real, ver Peskin

- N<SIBAN pg 285

Isso nos leva a um propagador (no espagco dos momentos):

-{5
SD@ dusbley ¢ _o4 () 3(MPS @(Q\
e g L

(bUl\ (P\ -

S ANRS I ARYAN
() qgquer outro 0<

Os outros termos da lagrangeana de 4) sao tratados como interagdes em teoria de perturbacao.
Tomemos como exemplo o termo chP

N PN 2 A
ExP ~gc\m(+gd>¢l) ~ (i g\acp ¢ 0

N Em principio poderiamos calcular funcées de dois pontos com quaisquer combinagdes de SZS
e ¢
\&r a A _\&r N *S&r
PP S P S I I X R

Mas se considerarmos que momentos préximos ao cut-off s6 aparecerao em integrais de loop

e nunca nas linhas externas dos diagramas, entao os campos ($ sé aparecem em loops. Em termos do
teorema de Wick temos:

o= 29 80l - om_(2d 8] Y-( o® ,g MJ>
1 T L X

estamos assumindo que os campos externos serdao P e ndo
A

)

operador com n campos fg
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J-
N R I SRS
/‘): £ T e Yy J
X)W K )y RN A
= N<IRN

O importante a ser notado aqui é que este termo também seria obtido de um termo — N (I)
na lagrangeana %

Para ver o que ocorre em ordens superiores, é util definir diagramas:

$I\ —b <IXT14M}A($(¥AELI>T=\_.%—\_§22__ v

s8¢ » < B

Em ordem A,” temos, para a funcio de 4 pontos:

—®—>©<

L—() mesma contrlbwgao acima

—Db assumindo que o momento das pernas externas é muito pequeno comparado com
bA, podemos ignora-los e obter

L: L\ Nesd 5

equwalea

_ N (1-1> "‘B
Q= \fl%<%\ Cﬁ\\ Qﬁk\ (7\\ (1\ L-Y

SIS VALYAN
ot
— 3\ Lﬂ(i}
— 1 (i b

Note que se fizéssemos mais subdivisdes (multiplicativamente), cada intervalo teria uma con-
tribuicao similar:

(eq. 95.1)

< .N \ QJ C/ 5
J N\ | N
L. [ (,—] Zose dividissemos de formaqueb=c=d=..=0.1

estariamos fazendo esta divisao em ordens de

l] randeza (que contribuem todas da mesma
LNC{L\I L N Ef_ J (9

forma)
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Este procedimento gera contribui¢cdes nao sé a ¢2 e ¢4, mas também a ordens superiores.
3A
Otermo ¢¢ porexemplo:

”b\\ﬂ A (b 5+
~ T ——— (i +h
()1/ \ (p‘.].ﬂ"l—fs\

Obtemos acoplamentos com derivadas também. Para o diagrama abaixo por exemplo, des-
prezamos o0 momento das linhas extrenas. Se ao invés disso fizermos uma expansao para 0 momento
externo pequeno, o proximo termo seria:

\_1 d \ﬁ J'\ by b
X = 0 Mgﬁ' TSKYU}J Qupy +-

De forma geral obteremos todas as interacdes possiveis (de poténcias arbitratiamente altas)
entre o campo ¢ e suas derivadas. Temos diversas contribui¢cdes desconectadas que acabam sendo eli-
minadas pela normalizacao de qualquer correlator, entdo podemos finalmente escrever

contribuigrc?es conectadas de
(eq. 96.1)

_ .
dore= L@OT+Ing o Lagis (0

Este processo de excluir um campo das linhas externas da teoria fazendo seu momento (ou
massa) muito grande comparado com as outras é chamado de “integrate out” o campo (nao conheco
uma traducdo para o portugués melhor do que “integrar” o campo). Fagamos entdao uma comparagao entre a lagran-

geana original e a que obtivemos apds a integracao

D=k =nl

O< k<N —p Q<\D£\</\
. 1 N . >
Ao = (g KB(M%XJVMP\ R Y T RRAN

enC (9,03 + b &+ 1 5 </
~—0 kb contribui¢cdes da ({)

“out-integration” de

J -'k . R L 5 b
=SA»L\ O BCHA?\Q’(JI’%*41(*"01’/—\*")(1’*%(2\&0.\}([3\‘-*/19 %L‘(b\ﬂ(b\\h.\
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Podemos voltar a uma forma muito parecida com a lagrangeana original fazendo as seguintes
defini¢oe

c]) [ ’)Jrﬁ%\] 0)
e (e ) (A raaY R
N = [ N +/3,\\(q +/Az\’»\ 00

= (c. [ONCYSAy &
CP*QDBC’\ AT AN 9;() L

. No

\ > \ ) v Y \
oy SEFF=S°\"\> 1T+ L > 30 QY v 9t

(eq. 97.1)

Pensando em todo o processo, o que fizemos foi:

L(9) l 3(4,$) _ L Seer (61

rescaling

\ _ k A
/gﬁ - /Qr w = Y‘-Q’ Lf? muito parecida com a original (mudam os parame-
tros)
/\ \W—
| e LG BN
™ (I A

Podemos pensar nisso como uma transformacao na
lagrangeana

Podemos, de fato, repetir o processo para uma nova “fatia” do espaco de momentos
(cbA < |k| < bA). Cada transformagao sucessiva resulta em uma nova transformacgao dos coeficientes
dos termos na lagrangeana (como em 97.1). Se fizermos todos os parametros desta transformacao
(b,c,...) infinitesimalmente proximos de 1 (o que equivale a fazer as “fatias” tenderem a zero) temos
uma transformacao continua. Neste caso vemos que podemos descrever o resultado de integrar so-
bre os graus de liberdade com momentos grandes como uma trajetéria ou caminho (em inglés é comum
usar“flow”) sobre o espaco das possiveis lagrangeanas. O conjunto destas transformacdes é chamado
de Grupo de Renormalizacao (RG) (embora nao formem verdadeiramente um grupo, pois nao sdo inversiveis).

Notem que temos entao duas formas de atacar o mesmo problema. Suponha que esteja-
mos interessados em um processo qualquer em que 0s momentos tipicos (da particulas reais) sejam
muito menores que uma escala qualquer A (usemos a teoria escalar para ilustrar):

Método 1: 0[ [Jﬂ(b\ + L MCV*'.LSP\’

Calculamos a funcao de n-pontos
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Surgem divergéncias assim que consideramos loops (porque é neles que entra a dina-
mica de altas energias)

l Renormalizacao

2

> 9
i = i(c)r,ctf ~1g\\‘“ d 2 ¢" + contratermos
2

VL
_ 2 ~Swm : " : ., :
Y= & as divergéncias aqui (nos &'s) nos forcam assumir que os
A = >\o = _ S N parametros nus (m,, A,) eram infinitos, o que parece criar

problemas para a série perturbativa

resultados finitos

2
Método 2: QL = 11[()"(’)\ _\_%M‘\ocﬁ_‘_,}lﬁ

Diversas transformacdes sucessivas em que “integramos” os modos de alto momento,
embutindo o seu efeito de volta na lagrangeana. Em cada passo temos sé integrais
finitas e os parametros da lagrangeana sao também sempre assumidos pequenos.

(ho << /\3 ()\ perturbativoB

—
> héde se tomar cuidado, pois A vai mudan-
do e por enquanto assumimos que ele
Vo /\ finitos! nunca vai ficar forte o bastante para inva-
o) /? nitos: lidar a teoria de perturbacao.

v
s_ /) S 1 x4%, \oT
EFF = _1(3,1 (b\ ¥ 3 ™ ‘P T /ﬂ + todos os termos possiveis (de qualquer dim.)

L—D resultados finitos (o campo que sobra é zero para qualguer momento um pouco
acima dos momentos externos considerados)

Os dois métodos devem nos fornecer os mesmos resultados, mas o sequndo deixa diversas
idéias mais claras. Para comecar a teoria de perturbacao é valida em qualquer ponto do calculo, des-
de que a constante de acoplamento ndo evolua para valores grandes (o que de fato acontece em
algumas teorias). Além disso fica claro que todas as grandezas vao depender da escala que estamos
considerando (aquela que sobra no final, depois de integrarmos tudo acima dela).

Vejamos como a lagrangeana tende a variar sobre as transformagdes do grupo de renormali-
zacao. As lagrangeanas sao definidas no espaco dos coeficientes de seus termos (que sao operadores
compostos dos campos), no caso escalar, por exemplo:

/ —— p parametros que de-
C{\s 4 @»JCP \L-l- 1 m>¢3-+j )q)‘\1 n C@,qu\{ *_?Q + ___ finemoespacode
2 Y Y

lagrangeanas esca-
lares

Aa forma que definimos as transformacoes do RG este termo fica sempre igual.
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LN _
O ponto [/\"\ y MG, Y, i —io) ©,0 )D y o ?S € 0 que chamamos de ponto fixo pa-
ra as transformacdes do RG, uma vez que nele temos apenas:

L= 1 (Y

)

e portanto nao ha interagdes que vao corrigir os outros parametros e tird-los de zero. Perto deste pon-
to podemos ignorar as correcdes superiores na perturbacgao e simplificar as transformacoes 97.1:

(eq. 97.1)
e (ot e V(1202 T
_ _ - -
AT CEY AN S I P

b C::CQ;—')

C\ - (C’ +A03(1 *_/-37:\8& L'A\ D\N D 29-G
:waQD)U rzs 9«15% . &

: [r2ie9, o 0,00,

Como b < 1, os parametros com poténcias negativas de b crescem, e os com poténcias positi-
vas de b diminuem quando aplicamos a transformacao.

/A

g R C

Os operadores cujos coeficientes crescem com as transformacdes sucessivas sao chamados
de relevantes e os que desaparecem sao chamados de irrelevantes. Os operadores cuja poténcia em
b é zero sao chamados de marginais, e precisamos das correcoes perturbativas de ordem mais alta
para saber se eles crescem ou descrescem.

no caso escalar: gbk é relevante sempre (independentemente do numero de dimensdes)
(b‘l §¢ Y relevante
d=Y4 marginal
J > irrelevante

De uma forma geral, o coeficiente de um operador com N poténcias de ¢ (escalar) e M deriva-
das vai se transformar conforme (veja pg 96-97, note que queremos manter o termo cinético normalizado):

J -2 d_ M- 4
it S R

scalmg da mtegral i . .
transf. do campo (eq.97.1)  scaling das derivadas (eq.99.1)
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Note que a dimensdo do operador é (veja pg 73): ia Quanti p

D(m E(\Dw)mll N(%\"‘ﬁz O\N)m

7: L1) cada derivada aumenta a dimensao em 1
dimensao do campo escalar

Como a lagrangeana deve ter dimensao d, a dimensao do coeficiente deste operador deve
ter dimensao:

D[ )= D = L= e = &—[N(%\sr ~

gue é justamente o que aparece no expoente de b (com sinal trocado). Comparando isto com o resul-
tado da pagina 74 (eq 74.1), vemos que operadores relevantes (D, > 0) equivalem a interagcdes super-
renormalizaveis, operadores marginais (D.= 0) equivalem a interagdes renormalizaveis e os
irrelevantes (D < 0) equivalem a interagdes nao-renormalizaveis.

Uma outra forma de relacionar o comportamento dos coeficientes com a dimensao do ope-
rador consiste em pensar que o coeficiente é naturalmente da ordem de:

COEF. ~ (m»&s«a{ ) dN)M ~ (/\\ . dN)M

1 irrelevante para momentos pequenos
jZ(SNN = Co’fr. /{J—:),:,»l l[’] A Kd JN,»-) 5
<< =) _— ~~v
(55
14 .)N)“]

importante mesmo em pequenos momentos porque
A é grande

Este é um resultado importante porque nos diz que, pelo menos em regides proximas ao
ponto fixo da lagrangeana livre, qualquer lagrangeana, nao importa o quao complicada, acabara
se tornando uma lagrangeana com um numero finito de interagdes renormalizaveis.

Isto muda um pouco nosso ponto de vista sobre teorias renormalizaveis, anteriormente se-
guimos o seguinte raciocinio:

« observaveis nao podem
nao queremos ter um cut-off N —> =4 P
: B depender do cut-off
na teoria

assim sao finitos

\f W,

S6 consigo uma teoria preditiva se nao houver termos nao-renormalizaveis

Lz Sé teorias renormalizaveis sao boas (é uma “sorte” que a QED o seja)

sorte no sentido que, nesta visao, ndo ha motivo para uma teoria dl
independente do cut-off ter sido realizada na natureza
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Agora temos uma outra perspectiva, suponha que qualquer teoria de campo tenha um cut-
off - mesmo que nao saibamos onde ele fica ou qual teoria comeca ali (gravidade quantica?) - e que
ele esteja bem acima do nosso alcance experimental. O que fazemos é usar as transformagées do RG
para “trazer” o cut-off para perto da escala em que estamos calculando o espalhamento, e incluimos
os efeitos das altas energias na lagrangeana efetiva.

P
\
/\>/\\>/\

. Vo
—, DL (N2 L)

i; \ cut-off
3 A desta lagrangeana

Se neste processo as interagdes nao-renormalizaveis forem suprimidas, entao as equa¢des do RG nos
dao uma razao para que a QED seja renormalizavel: qualquer teoria com acoplamentos suficiente-
mente fracos se comportara como uma teoria renormalizavel em baixas energias.

E claro que temos que tomar cuidado com os casos em que os acoplamentos crescem, ou que
estamos um pouco mais longe do ponto fixo, vamos ver isso com um pouco mais de detalhe:

/\ Cb 1 =P Apenas o termo de massa € relevante, comecamos com Y, <</\0

3~ nintegracoes bY L -an
[4Q'S drac % m® = Yo, R:—

&Nib /\O 5 /\\ \m
) >

| IZAN

Q
Em algum ponto n Y- /\\ e temos que parar ai. Exigir que m’ seja uma massa “pequena” significa
exigir que a massa:
(a) comece perto do ponto fixo da teoria livre e mude muito pouco com as transformacoes
do RG, e somente o cut-off é que vai baixando;

LAY
e
ZAN
ou: (b) se ela comecar longe de 3., entdo ela flue para la e entao se comporta como em (a)

A situacdo (a) exige que a m passe extremamente perto do ponto fixo, e para conseguir (b)
precisamos escolher o ponto onde comeca a trajetéria com muita precisao. Caso consigamos fazer
isso, entao a previsao é de que mesmo lagrangeanas com operadores altamente nao lineares (longe
de 1..) terdo correlatores a baixas energias que se comportam como teorias praticamente livres de
escalares leves. No caso de sistemas magnéticos (onde podemos de fato ajustar as “condicdes iniciais”)
este comportamento aparece em modelos com mais de 4 dimensdes. Perto da transicao de fase de
segunda ordem destes modelos temos exatamente esta situacao.
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NG
&~J

) =

—p Neste caso temos que ficar atentos ao operador ¢*

a1
N +g\\(q+m\ el

(veja pg 80, eq. 80.1)

/ a 0 O

OuUTEoS

eq. 95.1 sO corrige a massa ) (J\lB

"
>\ SN L C \ —p A diminue lentamente conforme “integramos”

\§7 16T

S

{)Yh
/]
isso quer dizer que Ad* acaba sempre se tornando livre
= muito longe do cut-off (ou quando fazemos o cut-off ir
’ para infinito). Esta é a trivialidade de A$*4sem cut-off (¢ claro
‘ i A que a teoria continua util se temos um cut-off)

0s “outros” coeficientes
diminuem mais rapido
doque A

A
d~d,

)< 1

—p O operador ¢+ agora € relevante. Mesmo que comecemos perto da teoria livre o valor
de A vai fluir para valores maiores. Assim que nos afastamos da origem, temos que

considerar as corre¢oes de ordem A (da eq. 95.1). Para d < 4 temos:
>

N - /\’\
AN (1-0N B\ - N

e S NANRS \

este sinal sugere que em algum ponto o crescimento causado pelo scallng

vai ser cancelado pela contribuicao do termo nao-linear, neste ponto A para de mudar - ha um segun-
do ponto fixo. Este ponto se funde como o ponto da lagrangeana livre se fazemos d -+ 4, e os dois vao
ter a mesma propriedade em relacao ao crescimento da massa. Entao, perto de d = 4 temos o diagra-

ma abaixo:

OuUTLoS

2 w
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(Peskin 12.2, Ryder 9.4)

A equacao de Callan-Symanzik

Embora o tratamento que fizemos para o campo escalar seja bastante claro do ponto de vista
fisico ele pode se tornar bastante dificil tecnicamente se formos tratar teorias mais complicadas do
que o campo escalar (sabemos, por exemplo, que a QED tem problemas com regularizacao por cut-
off). Vamos entao tentar achar formas mais gerais de encontrar as equagdes que estabelecem o fluxo
dos parametros da lagrangeana. Para isso voltaremos ao formalismo das teorias renormalizadas (em
que fizemos A- so e inserimos os contratermos)

/\ N Trajetoria infinitamente “longa” (em Passa arbitrariamente perto
&4——> numero de iteracdes) antes que a &4——> de um ponto fixo
W< N\ massa cresca (mas sem passar nele)

Perto do ponto fixo, cada iteracao a mais move a massa muito pouco, mas vai desaparecendo com
todos os operadores irrelevantes. Acabamos com uma teoria que s6 tem operadores relevantes
(os termos originais + contratermos) mas com coeficientes que foram corrigidos uma infinidade
de vezes (0s &'s sao divergentes). Fica claro que as lagrangeanas que estao nestas trajetodrias sao
um subconjunto de todas lagrangeanas possiveis.

toda informacao sobre o fluxo dos coeficientes irrelevantes foi jogado fora

ainda podemos estudar os relevantes e marginais, mas nao em funcao de A e bA

Neste caso usamos as condicoes de renormalizacao que sao definidas em uma escala de re-
normalizacao (na pg 76, por exemplo, esta escala foi escolhida como p2 = 0). Vendo como os coefi-
cientes dependem desta escala 1, podemos recuperar a informacao do fluxo.

Comecemos com uma teoria escalar sem massa (o termo m2 renormalizado é exatamente
zero). As condicdes da pagina 76 nao servem mais (o0 A obtido destas condicdes, por exemplo, tem
singularidades para m2 =0, veja pgs 76-77). Usaremos entao uma escala arbitraria M:

ficando na regiao p2 < 0 temos uma analise
analoga ao que fariamos no espaco euclideano,
onde tudo é mais simples. O comportamento
para p2 > 0 é mais complicado pois temos que
tomar cuidado com singularidades advindas
de estados ligados e ramificacées
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Com estas novas condigdes:

= ) d@CPY > =~ / RN

Q

. £ G (0P (-S> = 2 /p‘= M
P

(Z ndo é mais o residuo do polo da funcao de dois pontos)

Para ver o efeito destas condicdes, considere que a teoria tem uma interacao de Yukawa, das
pgs. 80-81 temos:

D>
___@ \‘1/\)% A\L(J;Irl(’l\—\ /l_ \_(1\&\?
PR C“ﬂr\* a

kip

V»\r\‘=o — D= p- \(016% —Sw\\

SOy

- iﬁﬁg@ g Cetncp ) (-0 D=1 —["82 -5

(7

P A S TS
L\d" ‘L\l

a parte que diverge nao depende de p2 portanto sera cancelada por
algo equivalente em om.

1
* e Lo = ‘6\+} LN(MB\I&—L—
. | O \LCV._'I>

nao contribui para dm, apenas para 4z.
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Se fizermos esta regularizacao por cut-off, as contribuicdes para 6z e dm, se misturam e nao
fica tao facil ver que a massa nao sai de zero, por isso continuaremos usando reg. dimensional. No
entanto, para deixar claro o papel do cut-off, faremos a troca:

e A A B e \
— w
| \
se comportam da mesma forma }

O mesmo seria valido para A4, mas teriamos que ir até dois loops para ver a primeira corregao
em OZ. Essa separag¢ao nos permite esquecer totalmente da massa e analizar o acoplamento. Nos diz
que (como sé temos polos em d = 4) as divergéncias de 6Z (e o)) serao logaritmicas.

Note que poderiamos ter escolhido outra escala de renormalizacao, M’ para a mesma teoria.
As funcdes de Green da teoria dependem apenas de mg, A, e A. M s6 aparece quando fazemos a
troca:

Ao T
6 (7 )¢
N\ M

AR E YOV RARGINAY B Z 2] T 0,00600Y . G 1>
S —_

() )
G— (‘(4,’(;)..‘)‘(“\ ()‘o <V1-1\Kl3h”\\(\\3
O que acontece se fizermos uma pequena mudanca em M?
M — M FSM

A= A+
Q
qg —D (/\ ) VL\(#) o
Na fun¢ao de Green s6 importa a mudanca em Z (ja que G, s6 depende dos parametros nus):

Z-_ A . (,\ . SYZ'\ :E—-’V—_\_ - 2—"‘/; ——-D (/].‘.SJ\\\ Z—“/‘L - (r] PV\B'\\Z-“{‘L

Pensando em G como uma funcao de M e A, esta trasnformacao é dada por:

LG = 3G M 4 36T Gy 2 win 6
2 M R (eq. 105.1)
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Definindo os parametros adimensionais:

}3: 5)\ Funcéo beta X\ = _{-%\\%m Funcdo gama

(eq. 106.1) (eq. 106.2)

Temos:

(&m NCARS PRI =o\x M
O M d

w\
m 9G rwx)” a6y

b»f\ Sf’\ 6f“, )
F -

~)
ﬁ\/\é_éﬂ_\ + Pj);“”?s\] & (x”,.,)\c,\sﬁ\))\:O

Pensemos sobre e y:

_> Sao 0s mesmo para qualquer n

sao adimensionais, e nao ha qualquer outro parametro com dimensao de massa

)Mw\” > p=pOy  P= 0N

)
[\/\ (—)% M P(’\\j{\‘ +MW\] G (\“u'“)“f\‘;’“\))\:O

Equacao de Callan- Symanzik (eq. 106.3)

)3 ( /\\) 4—» ligada a mudanca na constante de acoplamento

é(,\\ 4— ligada a mudanca no campo (field strength)

Esta equacao nos diz que a mudanga em M sera sempre acompanhada e compensada pelas
outras duas.

Podemos generalizar o argumento acima para outras teorias renormalizaveis (com acopla-

mentos adimensionais). Havera uma funcao y para cada campo e uma funcao [3 para cada acoplamen-
to. No caso da QED (sem massa, m, = 0) (n ¢ o nimero de elétrons e m o de fétons):

5\ /
R\\\C\
3 P N + ( _
M ()M + e e + ﬁl(e) &(Q\] (L,_xm.\ N x\ = O

(eq. 106.4)
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Calculando as funcoes B ey

Mais uma vez, fiquemos na teoria Ad* sem massa. Como estas fungdes nao dependem de
qual funcdo de Green usamos na equacao de Callan-Symanzik (CS), podemos escolher as mais
simples:

/\a \* )\4 o
(f’um + Vi t— —+ P@’ FO0NY
_,—\/_\,

sabemos que daqui s6
saem contribuicdes para dm

Como o caculo de dois loops é trabalhoso, acaba sendo mais simples usar a funcao de 4 pon-
tos. No entanto podemos obter alguma informacao sobre y daqui: como nao ha correcdes a G? em
ordem A, s6 introduzimos a dependéncia em M e A em G em ordem A2. Assim a equacao de CS para

G@ fica:
(N +J\f@ﬂ ey -
)" 9@ : %\ 7L N0+ 00

\90\\ —) ©

Passando entao para a funcao de 4 pontos, temos:
% ) } x. ﬁ
G :><-+ §§+)6<+§><+X+®<f\
[ + }90& ‘3 + P m(p,lpl A =0

Ja calculamos esta fungéo de Green (na verdade a versao amputada dela, pgs 77-78):

G‘1 =|_ N+ (-L)\’L[;\\l(g+;~\}@c\+k\j(m\}_ &%%}. }\1
e
definido na eq. 77.3 propagadores da pernas

externas

(que tem correcdes ~ A2
conforme vimos na pg 79)

Nossa condicao de renormalizacao agora exige que as correcoes a A se cancelem em:
P

S:tl N T — N\

O que nos da um contratermo:
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1
0 d
5, - (- N3t = 30 g e
(V)

& “B (w(q—@ﬁ\x\

doot: st/\’{ ' _LH(M‘SJ“‘]

Q (41T 2-
(—o indep de M e finito
Temos entao:
Ml & 3EA 1T QG“L(—C - @C'\\\Tq‘ =
m o[y 3 )
O, \ vem tudo de §,)

[N &%\ PO c% + W(Aﬂ Moo

i§ats
OO OO

\ W
34/ _ e 90 = A\
T PO (-2 -0 T+ 1B 2 o

PON=AT BA+C N+

(VY= L A-0
o

(K\= A -i§=e 3[f=0

——DB'\ —r\CSQ
CAB SLAY ol =3

o tem que ter no minimo de ordem A2

2 p=3A 1+ O

NN (eq. 108.1)

-
So

Com este resultado, podemos voltar na equacao de CS para a fungao de dois pontos e obter
a primeira contribuicao a funcao y:

[ i + pm S M@\ oa =0 PO

) \OL\\ A+B R MR 00N

ST AR RN (7Y e Ny N Il
M
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De uma forma mais geral (qualquer teoria escalar renormalizdvel sem massa), teremos sempre:

C—E}\CPS - r CLE:.:L LQQP\-\' R_— + ...

vg/contribuigéo nao-nula com o menor nimero de loops

— : ' - /\l termos | % r _
'(J:\T'L/(J;?-[\&’r{xp\ /QM(T—?\.‘- finitos /s."———( ¥ g%> “' ke

A @\ 5 conforme mostramos na pdag. 105 (divergéncias em 6Z sao Logs)
vy _ K

S - H
M

d M P/c)/_/a depende da teoria
A~ k9(>?\> j(-,— 'vci__ﬂst+\()((/\w\\5

é&: ~ O™
d X

3 }90\3 Yl
LSRN )

R
O(» &9( > OCN co~s:+L90“\
% ‘\_/\/_\/

90 O(AY

W > | =0 A contribui¢do do termo envolvendo B vai ser sempre de ordem superior a que envolve y

_—:E(\As ‘ = — ;i{\l\é—
P> :)T\B% +B~ﬁ\(/\\ T:T = O =D \(\ 2 c)/"\%%

Se lembrarmos que 8z tem que cancelar a divergéncia dos loops em alguma escala -p? = M, conclui-
mos que:

/A— QA\./_\_). ';t—:. :\‘3132? —"'—1} =0
(’{A (-P*\ k+ P( >v> x
P=om

sz= A LAY o s Lnen R

(eq.109.1)

—_—

coeficiente do logaritmo divergente J
que contribui para 6z
(0 mesmo ocorre na QED ou Yukawa)

Podemos obter algo analogo para a funcao 3. Pensemos numa teoria com um acoplamento g de um
vértice com n linhas, a funcao de n pontos sera dada por:
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m

M— T —®—
A N

Z—ﬂ algum invariante do tipo das varidveis de Mandelstam
estamos assumindo que as condi¢des de renorm. sao

(s6 estou interessado nas corre¢des a um loop (por
isso ignoro os produtos entre contratermos e entre
1Pls) para todas as variaveis deste tipo ~ -M?

(o

(ﬁ\ﬂ mai ('ABMBZSE\ ‘6 s *Z -32 =0

Nao sabemos, a priori, em que ordem de g temos a primeira contribuicao a S‘ZS ou %%x , Mas pa-
ra que 3 possa cancelar estas contribuicoes ele tem que comecar a receber contribuicdes na
mesma ordem em que 5,6 ou CB%QL e, em L.O., podemos ignorar estes termos

a ' N & ’ . . . l] 5 2z, =
(V\J_m (_LX% +“A 2132,5 _,\F('& —L‘é 31 1{\/\ SRE . O
— a \\ 4
JB(QG\ - (‘/\J_{v\ (_ X% +§(A 2;%25

Mais uma vez as condi¢des de renormalizacao nos dizem quem sao dg e 6z

:-BQ’“/\
%7\

(eq. 110.1)
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i =Y LA

Um fato importante a ser notado é que, como ndo estamos interessados na parte finita (de
fato somente no coeficiente da divergéncia) - nao precisamos ser muito cuidadosos ao especificar
as condi¢oes de normalizacdo, basta fazer qualquer invariante (que fixa a escala dos logaritmos) igual

a -M2. E claro que isso s6 vale em L.O.

(eq. 111.1)

Argumentos semelhantes se aplicam para teorias mais complicadas. No caso da QED temos
(gauge de Feynman):

%(63:1N\_Q/-BL :/] é%
) & a(v\ (eq. 111.2) \6\3< 3 A(V\ 3 (eq. 111.3)

X
RTINS i N VR r\rv©

w

(= & [, wed 408 -y
53 éﬂ\(e i +l 3\ (eq. 111.4) 3

b

Se modificarmos os d&'s calculados nas paginas 84 a 86 para férmions sem massa e para a
condicdo de renormalizacdo em -M?, temos:

2 = /N )
S'\:gl="‘c l[l /3‘\ 3o N___i L“ L\t
S} ( {\I\:\l -V (9T > Mm>
55=_§\i_l"(1-5/l§ L - N LN(_&\
e

De forma que:

(=2l La\] =€
@ () >M£(7m ( ”\\\X (T)
%\3((’\: Ql

ALT >

Pled="m [‘m 7\\\\ -

Importante: a sutileza aqui é que escolhemos um gauge especifico, entdao algumas destas
funcdes mudam se mudarmos o gauge, outras nao. d, (ligada ao propagador do elétron) N30 € invariante de

gauge, 83 e B sao ivariantes (ligados 2 polarizacao do vacuo).
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O significadodeye 3

Vamos tentar entender y e 3, escrevendo-os em termos dos parametros da lagrangeana nua:

A
N G (Y= 2(mY G0

M= NS =5 G5 g+ o0 §

<
I
-
cAN
—
N
ay
A
- 6;
11

IR R N RETE SO M LI Mt N
-V, YL qg = (/V\\ LPo
==z (M) Cbo

Y Z (S
2(my

Da definicdao de y (eq 106.2) temos: )

. mg NI SIS S D TG Y- lcm\\:
i = &f*\( q> < Sm

“1’5. 2}'
2(m)
N
T
3
A M =97
D - N
X\ 2N 5— —~ 1 /V\(’I—S?ﬂD(B;\\i%Z
L Z ) (eq. 1121) — N2 Jdm
que reproduz o resultado
L em L.O. de 109.1

mostra a ligacao entrey e a mudancade Z

No caso de 3, nossa definicao original ja era suficientemente clara (eq 106.1):

M — M+3M
A(MARY= MM+ d N

- m ) >\(’“\5 , 0 que mostra que [3 nos fala como o acoplamento muda com
)3 esta escala que escolhemos para a cond. de renorm. Veremos

em seguida que podemos interpretar isso como a mudanca (o
running) do acoplamento com a escala de energia do evento

M (eq. 112.2)
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Solucao da equacao de Callan-Symanzik

(Peskin 12.3)
Para estudar as implicagées da equacao CS, vamos resolvé-la para uma funcao de dois pon-
tos de uma teoria com um uUnico campo escalar (sem massa)

Vi [C"m} = Di- [i‘lz L Cr(jj \(; vé<_ El_x _ ,@ng)

tem dimensao -2 e s6 R

0{ dependedepeM
d —p.

numero (e naoum quadrlvetor

\L_;\‘t d D, _k ;04- (; W)
YEK(WPL\_B Fl _(}/V\AAVQ— ﬂlg\pf\/oawk AT é ~ta)
5 QM_ E&if‘ %m\d}%;(\ﬂ%‘ o m ok

6 _}_&/k G_t*\
CSo ) J A é\_
[ ()p\+ PUB&—)\ 3 X‘K‘C\KG O
)> Océ,—rl_‘% J _ﬂ\}é\:o
()‘1 3)\ (eq. 113.1)
Teoria livre: l?=‘(\= O }ci Q.(’\= _}Gcl\ - C:m= - i‘;
ke ‘

Para vislumbrar como podemos resolver um caso mais geral, vamos pensar em bactérias (!!!).
Imagine um tubo estreito por onde corre um fluido com velocidade v(x) (x é a coordenada ao longo
do comprimento do tubo). O tubo esta infectado por bactérias, cuja populacao é dada pela densida-
de D(t,x) e cuja taxa de crescimento é p(x)
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— —_ —»

\J TRV )
s R Y U poy
\ ( » ataxade crescimento e velocidade
=  dependem de condicdes no tubo

(eg: espessura e iluminacgao)

—

em um dado ponto x,

()_DC+)X\ — -~ (W ip(,(: )\J\ + P(’L\ D({,‘ ,"L\ " >O\<=_p ;;:Uesce B
JE I ol LD[L)J[%,]
Z O = Pop. cresce pOIS
Lg _é_ + (e ) /)(_1319 (0 = _-) Ll?[t A>D[%
It 0%

Esta é exatamente a equacado que temos fazendo: L—O"( {"\B > 'E

Jbao 1 K _‘)—«Dagi
% )t T

B\‘a—v W
-BL/\\ X fo-(_\t\
LPN-> a P

G(\-\(&ﬂb a—b y (f)\,\

Suponha que conhe¢amos: DC-&=O)\L\ = D&(x\

Para saber a densidade bacteriana de um elemento de fluido em (t; > 0, x,) temos que olhar a histéria
dele. Sabemos onde ele estava em t = 0 integrando sobre o0 seu movimento passado. Podemos pen-

sar neste elemento fluindo para tras no tempo e definir:

3 () = = ()

Jt — — posicao de um elemento de fluido indo na direcao errada (-v)

W (03 'L,]S = ¥, —7 este comecaem X,
W (), %) —o posicao deleem t=0

Portanto a densidade bacteriana inicial dele era: )7 ( (taye 4\\
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E a densidade em (t, , ;) sera:

Dl = Di (TS« Exf| {4t PW“\"MJ
Y ’ ()

No referencial deste elemento a velocida-
de é zero e s6 0 que as bactérias notam é que a
iluminacao muda com o tempo:

J D(+HN— PE I = P)= Vi e
Jt

posicao deleemt=t’

o,
Dl =D (2iw0) B {2 LD
(2
k‘\» notacéo A d

Voltando a mundo menos infeccioso da teoria de campos, podemos usar esta solucdo fazen-
do as substituicoes adequadas. De 115.1 temos:

f—k O &F O = /™
&D () o G-&O\\)

(O =€ T N o) N s i)
) N o

=M
0
redefino . . (eq. 115.2)
- _ d| e -‘k _ ﬂ
OO\ E“"X‘EAU “S— g

4.,——
A

= Iy

W=
Gm )= _—LC, AEYCRY N B ;%&[LN(%Q Q[,\‘wé-,»]
K=

(eq. 115.3)
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Onde: _ X , (%Z({B«g:—r\ir(z\
~ — v
PN L (kN = p (OnY

L))

7(03"5:“4
M) = A w@

v Lic Y,\ = descrevia a posicao de elemento de fluido em t unidades de tempo atras basea-
do em um ponto de referéncia x, em que ele esta “agora” (usamos t = 0 para agora e
t =t1 para o inicio, mas de fato quaisquer dois tempos poderiam ser usados)

\((L X\ =y Vai descrever o valor de uma constante de acoplamento modificada: que muda
quando mudamos k (a intensidade do momento) a partir de um ponto de referén-
cia (que foi tomado como k = M). Note que a taxa de mudanca é dada pela funcao

B

Isto € um parametro da funcao, apenas nos diz quanto ela vale no ponto de referéncia

QL\ =D “running coupling constant”

A Unica forma que temos de determinar a funcao desconhecida G, é obtendo a fungao G(2)

em alguma ordem de perturbacao e expandir o lado direito de 115.3 no mesmo parametro. Por exem-
plo, em A¢* ferq. 15,3

2)
C/m(h M \\—-/7\ e 00X oy Crt(h m\x(:ﬂ- G C/\(““"\\\\\
)\
NGO R D T XIS RGP

Também podemos usar este procedimento para a funcao de quatro pontos. Calculemos esta
funcao num regime cinematico bem especifico:

Gﬁﬂ\(ﬂ )P; )\"3 )R‘\ — (: = - E = C) (os quatro momentos sao spacelike)
e F‘}) =0 Xi# /b

Neste caso temos uma unica grandeza dimensional relevante E e podemos escrever G¥
na forma:

‘L‘\( P\ \ 7} —» podemos de novo fazer a troca Q_ — _>,
T E o P
DG Y= -9 Dfr\ % pw =o
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) BOYY LR 9ty O )
ESE’POSS % ‘f%\(\l()_ (£ = O

Lembrando das bactérias:

P
) SN YAy \ .
W = (MG (MEDNY EyP %(\Nﬁ/ ¥
Go(E, N @ 2L Y ExP )Y EL( M\} f[;(g_,x\}&
M
(eq. 117.1)
De novo a fungao “inicial” é fixada por: \

N
M) o . 5
G- (P N)=-> (-ﬁ—; FO(N) ! V\\ ( j(f(\((’\\\
X+
O (ME=MNY = G (M) = =X+ 9 (O™
G230y O

(eq. 117.2)

Agora podemos ver as consequéncias da eq. CS. De uma forma geral, qualquer funcao de
Green, quando expandida perturbativamente, vai depender de duas grandezas:

N\ 4a—yp Constante de acoplamento

L
Cw (’ P"_\ 4—p Grandeza adimensional que mede a“distancia” entre p e 1 = (M)
M

Para que a perturbacao faca sentido precisamos que A seja pequeno, mas também temos

que evitar que L
( ‘1\3>> A
M

As solugbes que encontramos organizam a dependéncia nestes dois parametros (A e o loga-
ritmo de p) em uma funcao do acoplamento (G,) e uma exponencial que leva em conta a “distancia”
para o ponto de referéncia M. Quando esta “distancia” é zero (estamos fazendo um espalhamento
com momento da ordem da escala M) vemos que G™ = G, mas se nos afastamos deste regime o
que as solug¢des 115.3 e 117.1 nos dizem é que devemos substituir A por uma acoplamento mais apro-
priado para aquela escala: &, o que reforca a idéia de que este novo acomplamento é justamente o
acoplamento efetivo que obtivemos quando pensando no grupo de renormalizagao. Esta identifica-
cao fica bem clara na equagao 117.2 - ja que a funcao de quatro pontos sera diretamente proporcio-
nal a A.
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O fator exponencial da conta de acumular todos os re-scalings do campo entre M e a escala
de momento k (ou P). Cada mudanca destas vira um fator que multiplica a funcao e Green e em cada
escala levamos em conta o acoplamento correto para a escala. O nimero que multiplica a integral
é o numero de linhas externas (2 no caso de 115.3 e 4 para 117.1), como era de se esperar.

Para verificar estas afirmacdes, vamos obter X no caso da teoria A¢*

(108.1)

);(A\— ( 3 2N 49N *(E53)=7
i

_—

T\:ﬁ(;\—s —7 _A\_&\: ED/\A

_—

)
EGAY Ao Q/M (ay

PYEGIRN SR
e ) \ /\ 4_ , (L‘\l ‘L]:LNCQ/\‘X
_Q’_\ = N[ =
(CDa Lo 208

(R B I LN(L\
D L M
e

BN VRNV
1 Ty N(m\
Note que, expandindo em A:

— 3 Y . N _ _ ,). y _1_ N
Aﬁg\_jk+§§L(%:+qXA)A>\.éFL(b\+®(w
N~

0 = LM

(eq. 118.1)

gue é exatamente o que obtivemos na pg 102 usando o fluxo do grupo de renormalizacao. Temos
também o fato que para k muito pequeno o denominador fica enorme e o acoplamento desaparece,
o que confirma nossa expectativa de que funcao B positiva significa uma teoria com acoplamento
fraco para baixos momentos.

Levando a frente a expanséo em A, temos:

/\(VL X\ A+ C >\ LN(SIZ/M\ » C )\ Ln (92/(\,\\-\_
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ni1 no»
AN

O que nos mostra que a expansao perturbativa vai ter problemas para k muito longe de M.
Para o caso em que o acoplamento efetivo é pequeno (caso contrério a expansio perturbativa realmente falha)
equacao de CS nos da um meio de evitar este problema, ja que a expressao 118.1 representa a soma
de todos estes logaritmos e sua inclusdo direto na contante de acoplamento. Desta forma, qualquer
problema que possa vir do tamanho dos logs sera traduzido no tamanho do acoplamento efetivo, e
assim s6 temos que nos preocupar se este parametro é pequeno.

Aplicacao para QED

Vamos pensar na QED a curtissimas distancias (altos momentos para o fé6ton) quando pode-
mos ignorar massa do elétron. Se seguirmos a mesma légica que usamos para deduzir as equagdes
de CS (pgs 105 e 106), podemos obter uma equagao analoga para o potencial elétrico. Como o
potencial entre cargas estaticas é observavel, sua normalizacao é fixada e portanto nao temos a fun-
¢ao y (como tinhamos nas funcdes de Green). Podemos entao escrever a seguinte equacao de Callan-
Symanzik (para a transformada de Fourier do potencial):

[M 3{—\ -HS(@«\ %—e-r:\} \/((‘J (Y\)e'\\: O

\’V—/

o podemos fazer o mesmo que na pag. 113 e trocar a deri-
vada em M por derivadas em q

[‘\ 531— — (@ 3% +a [y mey= 0

Lembrando que:

(eq. 113.1) :v[ +X _ Bé —;‘6‘} &> =

I:
\/ e W= ) )
C”(‘-\(ﬂ() ,\3=_EG&( A (Q} /\\ \ £ >r &x&[LN(ﬂXl Q[:l\ (Q,X\a
E=m (eq. 115.3)

\/J; (6_1'1 ;e&)

-1
(\ (eq. 119.1)

\_D ?(“\ ;(’,/t\) =

\/(1)/'\ er )

;e =PR(BY  |e(med=cn

J
I (R




Teoria Quantica de Campos Il

Sabemos que, em primeira ordem:

U= & a=p (=T 4 OET)

—
SNy e C (4,0
Cll

Usando a funcao 3 da QED (pg. 111), \3(@3 =

, temos:

AT

) Fpeny= B o L Js ol diadu)
N INEAN h“x e am

N
__/\’L Lor,(q/m\_,_c D (= 6|
Nl AT T =en C’Q

Tlamz) O

Er\(\\ -

II N ( Ql_‘\ LM-( q/(\l\\ (eq. 120.1)

O que é muito similar a expressao obtida no fim da pagina 64, e fica idéntica se escolhermos
M da ordem da massa do elétron M’ = A m?, e =ee A =e"?),

Evolucao (running) das Constantes de Acoplamento

De uma forma bem geral, a evolucao das constantes de acoplamento de teorias renormaliza-
veis no limite de massa zero sera dado por:

— N 9 X =p(R)
A (p) =P J[—LW [ VMX] P

Na regiao perturbativa, temos basicamente trés comportamentos possiveis:’

L .O. T L_ 7

B(N>0O R(AY=0 BlANY<O
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[5()\>0 p— O =v Y= O

La teoria preditiva a baixas energias (ou grandes distancias)

Teoria fica ndo perturbativa para curtas distancias, altos momentos.

ﬁ ( 7‘\ = 0| = A constante de acoplamento efetiva é, de fato, constante (nao depende do mo-
mento). A constante renormalizada é igual a nua e portanto os Unicos infinitos
possiveis na teoria estao em contribuicao para a field strength (Z), que somem
de qualquer elemento de matriz S. Sao chamadas de QFTs finitas.

[S (A< O | = Suponha que o sinal da funcao 3 da QED fosse invertido:

3 — — e‘
p=-LCe =p ()=
> 1 + C e° LH( P/{«\B

p—o oo €' —7 & Liberdade assintétical

J—a teoria preditiva a altas energias (ou curtas distancias)

Todas as divergéncias que aparecem para momentos grandes de alguma forma se somam para
dar um resultado inécuo, a teoria é bem comportada para energias arbitrariamente grandes.

Fica nao perturbativa para grandes distancias, pequenos momentos.

Os resultados acima indicam que tanto para 3 positivo quando negativo, temos uma escala fini-
ta em que os acomplamentos divergem. Mas antes de chegar nesta divergéncia o acomplamento fica
grande demais para que a expansao perturbativa faca sentido. O que acontece se sairmos da regidao
perturbativa? Neste caso nao temos como calcular a fungao B, mas as equagdes do grupo de renorm.
continuam valendo e podemos usa-las para uma discussao qualitativa.

Conforme nos aproximamos desta regiao de acoplamento forte temos que levar em conta mais
termos na expansao de 3, estes termos podem ter todos o mesmo sinal inicial, mas suponha que a
contribuicao deles seja de sinal oposto. Neste caso poderiamos obter fun¢des 3 da seguinte forma:

a B pontofixo &, A PLAY //

—

\ no X P
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Quando A chega perto deste ponto A*, B vai para zero e a constante de acoplamento para de
evoluir. Temos um novo ponto fixo, e:

P——D?vo \X-—z)/\‘{r

0

teorias com ponto fixo no ultravioleta ou infravermelho
(infrared stable e ultraviolet stable fixed points)

Perto deste ponto fixo (assumindo o caso B(A~0) > 0, com regiao nao perturbativa no UV):

P
R?DPN_BO\_’\*B B>D

_ _ B
I 530N o W= ()
‘)l:“"(‘o%«)l /

K= -3 (L[Loo((‘//w\]\/\—/
(x - %)
Loe( X = 3F) = =B Lo (R + C
b
Nox= (R

r—o =9 \S e a velocidade é determinada
N P Ay pela inclinacao local de 3

Vejamos o que acontece com a funcdo de 2 pontos de um campo escalar neste caso. De 115.2
temos:

(1=f
Glp ) = Cgfi)c NP N ) B &S{L"(%} $es) A]

\

P=mMm
para p grande a integral sera dominada -4 (> 02> Mpodemos desprezar s
por A ~ A*

parte da integral

2y

(m = 0™
Clpwmy & (5 (¥ e §2 T Em C ()
\A

pe

g3 LIET Y
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Perto deste ponto fixo a funcao de dois pontos volta a se comportar como uma simples po-
téncia de p?, s6 que é a poténcia errada (do ponto de vista de analise dimensional). Chamamos y(A*)
de dimensao anémala do campo (de fato a fungao y acabou “pegando” este nome mesmo quando
nao ha ponto fixo na teoria)

Renormalizacdao de operadores locais

Suponha que queiramos obter o comportamento de um operador local obtido como o pro-
duto de dois ou mais campos conforme renormalizamos a teoria.

@(\Q = operador composto de campos escalares

Da mesma forma que fizemos para o campo, podemos definir um processo de renormaliza-
cao para este operador, re-escrevendo a Lagrangeana de forma a obter um contra termo:

S 06

que garante o operador renormalizado \OM =Z ) (’“X \00 satisfaca as condicdes de normali-
zacao em uma escala M. A funcao de green em que estamos interessados é:

@ﬁﬂmwmﬂq=<wmmmm®ﬂﬁ>wwa)
. G

4 =
Escrevendo-a em funcao dos campos nus, temos: funcdo de Green com n cam-
pos e m operadores locais

GO (o n 312 20m) B (M) LD B Qlay >

Repetindo a deducao da equacao de CS, temos:

N
E{V\ J + ,3(/\3 J~4—nﬁ()\ + 1\0(’\\& G-(“ =0
Jr IA L,\

(eq. 123.1)

\[\ (\\ Mm 9 L ):Z@(r\\}

Em muitas teorias temos mais de um operador com os mesmos numeros quanticos e a mes-
ma dimensao, e neste caso podemos ter misturas entre estes operadores (as correcdes quanticas de
um deles vai gerar contribuicdes aos outros). Por exemplo:

@[f” P’ Vﬂl\\)
Ol: FN)\ Fv)\

Neste caso temos que definir um conjunto de operadores {@”?S de forma que:
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° < }&
A
OF = Z3 (™ Un
o que também transforma a dimensao anémala y em uma matriz:

ISEEHOY P RENE
aMm

Para obter uma expressao para v, calculemos a funcao de green com m campos escalares e o
operador:

-1
G 2l Py O, (v

estou permitindo que o operador “injete” momento
A
o\ S\
A Y4

Usando a mesma logica das paginas 109 a 111, se esta funcao de Green obedece as equacdes
de CS (eq123.1), entao:

> numero de linhas externas escalares

%D( )\= " %\ (—3\9 + é\ga\

(eq. 124.1)

Um exemplo seria analizar o operador ¢?, para evitar confusdo entre a massa introduzida por
este operador e a massa do campo escalar (que esta sendo renormalizada para zero) vamos olhar uma

funcao de green onde este operador carrega um momento diferente de zero, e definir sua normaliza-
¢ao por:

L

) . -
= OO doy> =2 Xy
1 g
Sz N P
\;:(\ :02- - _(v\u.
A primeiro loop a contribuir para esta funcdo de Green é (de novo, estamos falando de A¢?):
Tk
fern T= —':; = MM LAy L _
p 1 (>33 N (e +m)
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-

A~ B Y v A
- = '“—E o Fc‘i_:,i\ D=0 0K = AlF=1<k=-n)=/m

Em -M? este loop deve ser cancelado por:

v DG A (> Loe (M) )
S =2 mhe N > _ Loe(m) +. ..
CJD YO (N\’\A ’ (eq. 125.1) NS

Como em A¢* ndo temos contribuicao de ordem A para 8z, entao:
(eq. 124.1 com A_Amﬁz\ ~ O

(

) — )
= M é _«5 = L _l‘ K\l -
K\Cb ;)7\( ¢> [\/\ ALVW\) f,\ :V qs I)Q"Tl (eq. 125.2)

Evolucao dos parametros de massa
(Peskin 12.5)

Podemos usar a evolugao de operadores acima para estudar a evolugao da massa na teoria.
Para tanto introduziremos a massa como uma pequena perturbacao na teoria sem massa, esta aproxi-
macao é boa desde que a massa fisica seja comparavel aos momentos tipicos (fica ruim para momen-
tos menores que a massa).

\Lm <— lagrangeana sem massas, renormalizada na escala M

14))
w n,D "; ) 3 n, ! “
CDE \= G—( 3+ Y'\l C} 1 ( \ G(. o 'f'(w\’“x C,—( Q)

A generalizacao de 123.1 para varias inser¢des do operador é bastante 6bvia:

S\
3 4 ey D m&wuﬂe“=o
N < + ~—+n
[ PO
\ 
aparece da mesma forma que o \,\f\ C)\

Se escrevemos: AN RN w0 (pgs 105-106), s6 que com o nimero de
CJ, = 2 Gﬂ\ C_ insercoes do operador (}) ao invés do nu-

mero de operadores do campo escalar (n)

(eq. 125.3)
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2. CV\\ — Q (»n 9\\ '
Entéo: Voo d C _ Z L () &

dw

~~

de forma que a seguinte equacdo garante 125.3 para cada ordem de m*

J 9 N+ \.Wl,_& ) A AR RN
[mé_{v:ﬂ—,%@\\c)/\w\ﬁ( \Qb Yo G U?k ) \—O

(eq. 126.1)

B__v"_\’*= AP T(()) — =
Lo | ey ™ T RO e [0

=
O running da massa vai depender essencialmente da dimensdo anémala do operador ¢? na
teoria em questao. Este argumento vale para qualquer operador que eu adicione perturbativamente:

L(6) darS 0
* C

—>» dimensao depende da dimensao do operador

a r) W . A ("\\ N\ —
[("\ :)R + ,3(,\3 cﬁ+n~8()\+2:..i\i(>\\C~ 3?36_ ({,Q”}SN\)X‘{’CL&—_O

(eq. 126.2)

. . : K
Podemos escrever isso de forma mais conveniente: A; = Din [_ O ,l

Y N
C,;,E SD,'\ (\/\\1_ )

INGATR O - IR vaisﬂ:o

\\j estamos introduzindo uma dependéncia em M
esta nova dependéncia é compensada por p;
Com isso 126.2 fica:

E\ :)AR + ’3()\(;—);4—“60\4-2_ @\'»O\S%\:’;—q P“%{;AG(“\@V; S S (V\)}\‘ﬂ‘) ;K\:_O

Q

 ———

R y-Jx
Cm) 4y-1< — 1_ O .
(antes a dep. em Z—D M '3)7\,\& ﬁ/\/\ \ ( JA> r'\ P~

M estava s6 aqui) cancelamento

@;—“IB J’AJAJ)AKLL"’J;\ ~ m“"“'




Teoria Quantica de Campos Il @

)5;5 (Jk —\1+6\k\57,;
E\ j% - PO\C)‘—);mﬁOMZ_ j‘); %ﬁ\(gﬂ\(ﬁ;};r‘/\)x\{y ‘K\‘*Q

Perceba que agora todos os acoplamentos (adimensionais) p, aparecem com a mesma forma
de L. Podemos voltar as nossas bactérias para resolver o problema, sé que agora elas fluem num es-
paco multidimensional com velocidades 3 e 3;. O resultado vai depender de constante de acoplamen-
to efetivas que evoluem segundo equacoes:

A
M Lee (W)

(eq. 127.1)

Pr = Pal5,5)

(eq. 127.2)

Em suma, temos:

(7&_/: %c}r,gbbrﬂ —%!¢1¢contra—termos+zp \ 4 PC/\)

+ P MM@XM = [r e P .+

No limite em que todas as corre¢ées sao muito pequenas (perto da teoria livre), podemos
ignorar as contribuicdes de vy; para ; (v, depende de p, ou ), portanto y,p.~O(pert?) ); neste caso:

L__pellE .
AN -/“”L/—_pﬁ;\(]b'ﬂ: (Jx — ) Pe + 62 P

o ~
)3,;=)>z(

)i -1 ~
=) °

O que nos fornece o comportamento que esperavamos depois da analise pelo método do
Wilson: operadores com dimensao maior que 4 (nao-renormalizaveis em quatro dimensoes) tem aco-
plamentos que diminuem para momentos pequenos.

Em d dimensdes, temos que tomar cuidado com o termo A¢*, que fica com acoplamento di-
mensional. Fazemos entao:

ST Dinle7] - S S
Lo T = L-phmy) = - d

\
y—d
>\ —D /\ M (definindo um novo A adimensional)
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A
Dl i) = dn = P N T Pa N i R
OE- i R ))h/\/\ 4) - = >\ M- (’p

- N
> [
para outros operadores basta trocar: /\/\ /Y\ L,__.pdimenséo doo
perador

Também precisamos calcular os contratermos em d dimensoes. O calculo que fizemos para
g{;‘ muda da seguinte forma, para d préximo a 4:

r‘(; - J:x\ 3_0\1 ) )_ _ Le@(’“\ (c) \'\\ Ln\-(N\B \‘\L"ﬁ-(.’“m\] +;: T ©[(A'1Y]
()~ "‘

w4 TG-%) ;_1+@~1\b~Lo»(ﬁlw[(a-ﬂ

indep
de M

—_—
aM ((V\x)l 7

) P(Q-J/‘“\ o ,_;\»1-\9(()—‘1\

{\,\ A\ -
d (N\\ o que tinhamos antes (em d =4)

IR
L = A } — D )
\CQS au’r\‘(} _ ol w§] [Ml 1—\9[)(3 \13]
‘3; = (Cl.. ‘) +X\A\ J>;‘. —y g}h —.{1—(:) —‘l+‘|\ {-\‘\:‘;\\— OD(J’B}&R\ =£—A+“Z‘\ - (\ —‘l\ +©[)‘“'~1\]% )>M

/\(6"‘\\-\'0 L‘D -\
POy ~d Sg‘”‘ 1-'_19‘;’ \ Ja\ T (eq. 1281)

QN
Algo similar ocorre com as outras fungoes: ﬁ)\ :EC)" -+ t\,; _] Y‘A + ..

No caso da funcao B temos um contribuicao da dimensao de massa de A:

___LC_woque tinhamos antes (em d = 4)

PN+ O =

_ TR L R0-N~0
= Q\J\ & + B ()\3 (eq.1282) TSR = (-1 M+ (4 +@.1§Lﬂ,(»\h..)®%ﬁ\

“) Y-) )
O g [mp e p A -]é < d sv[m—aﬁm +P’V€ *‘B@ZO
modificando ~—

o que ha napg 108 introduziu a ordem 1 (que antes era nula)
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= g_”\ + \Q( /\33 P

Usando o resultado 108.1: JB AT
T

temos:

= — ) }\+3)
JB O \ Cy

J21 =2 p>0 S Ao /p O

/ D/\ T (-

0 que é o comportamento que previmos nas pags 121-122, com um ponto fixo em A*

Py

<4 = P

Conexao com os expoentes criticos

Usando o resultado 128.1, podemos obter a evolucao do parametro de massa em A¢*:

L S NG AR RN Y

L
M,'WX (eq.125.2)
\ i 3\ _V\ = —) i(&u(%ﬁ] =) F _ f) (ﬁ\l
A=0 =D 5 e AP (eq.129.1)
Lembrando que )DM = Y"_l ) ?M - &1_ (o que apenas nos diz que quando p ~ m o termo de mas-

PJ. sa se torna importante, e é pouco importante para p >> m)

Pensando em um sistema de mecanica estatistica, lembremos que o comprimento de corre-
lacao desepenha o papel da massa deste campo escalar. Levando em conta a evolucao desta massa
podemos definir:

NE“ /F:(f’c\=”\ .

—V um momento especifico (ndo confundir com a componente zero do momento)

r\r</\/\°‘fm§% —
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Usando o mesmo critério para definir & perto do ponto fixo A*, obtemos:

) N NEND

[Lo@(r’//“g} ( 4 J—KP(J\*)\ for = F - P. ( %

(eq.130.1)

vemos que va\ é que desempenha o papel do parametro que mede a distancia para a temperatura
critica, e v mede como o comprimento de correlagao cresce conforme nos aproximamos desta tem-
peratura:

=N
)DNN<T'T(,\ —=) g ~CT_
A ~ 1
\) — v ~ — (de acordo com o modelo de Landau )
x-1(4 —<0+\<)[:(1-Jsj
\/
L*’ contruindo uma teoria escalar com simetria O(N) é possivel mostrar que:
—1
\\7 = x — N+ (_\1 - 53 AJ com N campos escalares
N+

O que nos permite descrever o comportamento perto do ponto critico de diferentes mate-
riais magnéticos:

N =< ) < com eixo preferencial de magnetizacio
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N = > = com plano preferencial de magnetizacdo

N =3 =) isotropicos

N 1 S S

E os valores previstos concordam bem com experimentos (d = 3): \2;,50,( Q, ¢ DJGB 0,65

Curiosamente, o comportamento critico pode ser estudado para uma grande variedade de
sistemas (fluidos, ligas binarias, superfluidos, ...). E um fato experimental que os expoentes perto do
ponto critico dependem apenas da dimensao da varidvel que flutua e ndao dos detalhes microscépi-
cos. Isso pode parecer um milagre, mas do ponto de vista da teoria quantica de campos, é um fato
natural, uma consequéncia direta do grupo de renormalizacao. Quando o sistema passa a ser domi-
nado pela dinamica de grandes distancias restam apenas alguns operadores relevantes, e tudo fica
muito simples. Esta idéia, levada para as teorias relativisticas, nos explica porque as teorias interessan-
tes para fisica de particulas sao renormalizaveis. Isto indica apenas que estamos longe do cut-off des-
tas teorias.

Exponent Landau QFT  Lattice  Experiment

N =1 Systems:
"r 1.0 1.241 (2) 1.239 (3) 1.240 (7) binary liguid
1.22 (3)  liquid-gas
1.24 {(2)  [(-brass

v 0.5 0.630(2) 0.631{3) 0.625{3) binary liquid
0.65 (2)  S-brass

o 0.0 01105y 0.103 {8) 0.113 {5) binary liguid
012 (2) liquid-gas

a 0.5 0.325 (2) 0.329 (9) .325 (5) binary liquid
0.34 (1) liquid-gas

7 0.0  0.032(3) 0.027(5)  0.016 (7) binary liquid

0.04 (2}  [J-brass

N = 2 Syatema:

¥ 1.0 1.316 (3) 1.32 (1)
f (1.5 0,670 (3) 0674 (6) 0.672 (1) superfluid 4He
r 0.0 =0.007 (6) 0.01 (3) 0.013 {3)  superfluid *He

N = 3 Systems:

¥ 1.0 1.386 {4) 1.40(3) 1.40 (3)  Eu0, Eus
1.33 (3) i
1.40 {3) RbMnFj
" 0.5 0705 (3) 0.711(8) 070 (2)  Eud, Eus

0.724 (8] RbMnFy
0.0 <0115 (9) -0.09 {6) =011 (2] M
0.365 (3) 037 (5) 0.37 (2) EuQ, Eus
0.348 (5) Mi
.316 (8) HbMnFy

W R
=
=]

] 0.0 0.033 (4) 0.041 [14)
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Invariancia de Gauge para grupos nao abelianos

A geometria da Invariancia de Gauge
(Peskin 15.1; Ryder 3.6)

Voltando um pouco para tras, sabemos que uma das formas de obter a QED consiste em exi-
gir que a teoria para um campo fermionico seja invariante sobre a transformacao local:

~ oK)

Yoy — e Yoo

A Lagrangeana: §_ = <1 ¥4 Y - wJ¥ nido é invariante e precisamos introduzir a derivada co-
variante:

(o que introduz um novo campo que se acopla com a corrente conservada,

— e $ \\) RSN \?*} é vetorial, sem massa e tem a transformacao esperada para o campo eletro-
A magnético sob a simetria de gauge do eletromagnetismo)

O problema com a derivada usual fica claro se pensarmos na difinicao desta derivada:

" d, &V- Liae _[wwcn\ Voo |

e»0 €
LD derivada na direcao de n l

Estes dois campos sofrem transformacodes diferentes ja que

L(X+ & n) = < ()
Ap \V nao se transforma de uma forma simples sobre a simetria. Precisamos compensar a dife-

renca de fase de forma a encontrar uma derivada que permita comparar os dois pontos no espaco e
tenha uma transformacao bem definida.
Ax(\& \kok(.(\

Definamos: \)(6 \'\ transformacao c \)( \Be

(comparador) de Gauge

'——o escalar
Uy =
Uma funcao que faz este servico é: U (‘() ‘A\ = C

temos entao: \F(”b\"’ ekecf\&\ \P%\
i) ~% A (X axt
Ul oo by~ P U = TN LIVCRSI

mesma transformacao

LM“} \
0 ) @CB\%\ZO
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Podemos comparar \H‘b\ e U(‘@ \W\B \K)(\Q,jé gue os dois se transformam com a mesma
fase, e definir:

D J = Live AT Jlten) - Ulcren v Pey]

N e300 <
L(‘M\()\z}\ + (eq. 133.1)
Usando U(Y)K\: e [_\J (K)“()\l =\J (\Q)‘LB —b (b(x)a\ - (b(B,xB
Qﬁ("‘)“‘\ =0
U(W)\\: /]

P(n+en Yy =0 + %}) SRR +®Bemﬂ

—
e N
UMren v Y= - Ll een" A, + (e
<

Conexao (pois aparece no limite infinitesimal de
uma comparacao entre transformacodes
locais em pontos diferentes)

Voltando com esta definicdao na derivada covariante:

WDy Lim 2 [ Yot+eny-(1 - i ec V\MAJJ\\P(mB:(__

N e ¢

_ L ] L\P{Hen\ _ kr(m\l+ L en” AR

e300 <
\_/—\/

Y\”)]NV)
D},\Y = B,J\P N AN\U

Podemos obter as transformacgdes habituais para A:

- LW((B

e e ey
N~— ) e : ~ ol
T-iee V\MA}JM’—B GAX( 3“‘/&@6 V\'\)Aﬂl}}\@ ©



Com o também infinitesimal: Teoria Quantica de Campos |l

T-reenAy— (1+ veleen)(] - 4 e AJJ(*\BU - )xokbc\\

= |k ol e e e MYALY - e ()
o i

L

<

LI T

SR EENA R — n EN Ly S @ WAL )
€

Apy —> At -1 d, w0

(eq. 134.1)

Podemos checar que estas definicdes nos levam a uma derivada que se transforma da forma
desejada:

ol(n)

Aot i)
D= (0, s e ) —o B(E Py el ALl v
= @'«@i;\ \\J(\) ()r.»«n\ g Yy+ e A, \P(\\ ey }JN.&K\B

DY — & DY)

(note que pensando na introducdo de A como uma redefinicao da derivada, temos uma forma clara de construir teorias invarian-
tes por esta simetria, basta usar sempre derivadas covariantes)

Podemos também usar argumentos geométricos para construir um termo cinético para o
campo introduzido. Para isso temos que achar um termo invariante construido com os campos A.
Dado o comparador:

,J)S(\c,
U (\()\6\‘—' C )

'—GIL\N: ﬂ ) J ]d)
A((:Y‘)J\ /en,,=o = ) e ( a(eh:) Cen, \
— N~
—e AN

R
= e Y (o
3EW)
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gb(»u%m \= —€en, P *a(en\G‘m\ \ G\:C@“y\l

U(»ue‘f\ ) = Ex"[ eE My A(\H—Q f\) +\9(e>1

Podemos construir um objeto invariante pensando em um caminho fechado. Por simplicida-

de pensemos em um plano definido por dois vetores: § 3

(eq. 135.1)

N A A A
1 N N ~ 5
Dobiere: oy = Ulejure DV sed wreredys
N\ A A A
” UCIrE" +e 1) 1,,&'\3 \)(1+ Q_'])KB
€ invariante

B \) A e e.'a:\ —L-&{Ifti\\) -“\-((1*(:—1\-' "3
Ty & U0 E e uy e,

Ay 3 “Xmeltt €1) o fuae? A
» %TE \\)(\ e e {~ 1)\x\y¢’“

Y
k_ X +e1

Usando a eq. 135.1, temos:

&{U/(i ‘L-f—(:h)— o (¥ €N, 13 Exp[-heeﬂ A(\u—ef\)-\.@(e)}
U = E’XPZ/—heﬁ[ 4—%3:) —')j, A (\LL&L.}.%’,\\\
w3 AGer et + £ LA €7) +®(€3\§

U= 1= <€) g a0 - & Al | e
—

)

tem que ser invariante, 1 e 2 podiam ter sido quaisque duas dire¢des

r_}g = 6!’ A\) — ()V AH é invariante

(field strength tensor)
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Poderiamos ter chegado no mesmo termo invariante pensando nas segundas derivadas do
campo:

~ <
Do Yy—v e Y DY
lp(b'()
AR A
—=< D basta pensar Nisso como um novo campo coma

o mesmo vale trocando p por v, logo... mesma transformacao de vy

[D,, Dy \Pry — e [D,,9,) Yo\
[D, Vv Py <0, 0096 e Thn W)Yoy wre [ A Y6 - ¢ (A0 A4y

=ae Ap 3t —red (At ) wie du[Aavt) e dit -
= —xe P dp +neP duay

EP, )DV 1\{4\(\ =ne v Ve

Fv Yooy —o @@M \pee

} — — Transformacdo usual de y

D Invariante

Juntando agora todos estes termos podemos construir facilmente a Lagrangeana invariante
mais geral (renormalizavel):

(g\ = \{)('\WB&P -—f). (F,N\—‘}\CE: FQ(P F:,\N—-m\%)\(
1 — (também estamos exigindo que seja

violaPeT um escalar de Lorentz)

Notem que s6 postulando um conteudo de matéria (o férmion) e argumentos de simetria (como o
férmion se transforma e exigindo invariancias da Lagrangeana), obtivemos a Lagrangeana da QED.

Teoria de Yang-Mills

(Peskin 15.2; Ryder 3.5)
Suponha que tenhamos agora um dubleto de férmions:

\PC\ . \J 1)

\P L“’LB para cada ponto do espaco associa 2 spinores, em termos de indices:
pY
(indice de isospin)

/D a=,x

\f)(\t\ - \‘Y)D\ (W\ para um total de 8 componentes
- =C
N

bec = '\ﬁ.”,“l (indice spinorial)
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que se transforma segundo:

\P(x\ — EX\F<®< U‘%\\p

}b = 1,33

q; matrizes de Pauli

b

(eqg. 137.1)

E como a rotacdo de spins em trés dimensées, grupo SU(2) ou O(3)

Um dubleto deste tipo pode ser util para descrever qualquer teoria onde tenhamos um par de férmi-
ons praticamente idénticos (sé podem ser diferenciados usando alguma outra interacao, que é des-
prezivel para o que estamos querendo descrever), especialmente se a interacao em questao pode
transforma uma na outra, efetivamente mudando o estado do dubleto. Um bom exemplo é o

nucleon:

N (k\ — (2 (w)

()

O préton e neutron podem ser diferenciados pela carga, mas a QED é muito fraca quando compara-
da com a forca nuclear. Além disso temos os vértices:

4 Y__Tr"‘ T

- - N/—-—\—"{
AN
\iiv/:\ \P\
N2 (. \— (M v
( N9 N ©

O

Promovamos agora a simetria de 137.1 a uma simetria local:

\P(x\ — Ex\f)( kb(%(ﬂ %\\Q@\ = VOO \Y(\c\
- =

VLK\ (eq. 137.2)

Notem que agora temos trés “direcdes” para transformar y (j=1, 2 ou 3), e que transformacdes em dire-
coes diferentes ndo comutam:

Cr"'1 C)J) \F(‘k\) =+ G-lg_ 04 \P(‘LB

temos uma Teoria de Gauge nao-Abeliano

Para construir invariantes usaremos o mesmo método usado nas paginas 132-135. Como o
espinor tem duas componentes, agora o comparador deve ser uma matriz 2x2:

U0 — V) Ul eV Uty -1
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exigiremos que: \(,7&\6 —D U+U= 1 eoria Quantica de Campos

U (t+en w) = A+xyen A U y O ()
Y

inserindo isto em 133.1 temos: — Trés campos de Gauge

n" Dﬂ \\) = Li~ 2 [}P(WHCHB UG +en ;Y &P(q:l -

e300 €

— LL»NC\) - L\P(\L-FCD\ /4+A‘6QV1 A,q wB\PO&\K
=V\P[3ﬂ"~8f\f‘%l\{) =) D;:Aﬂmzj A:%

Podemos obter a transformacao dos A:

\J (Wt+€:ﬂ) k) — \I(\c+en\\J (»(_\_en) k) \{1-(&\

(eq. 138.1)

VS . A AN ot t
(4+‘A'AE,V1"A', %_\ ) \I(\(.,.e“\ 4+p2)e,\q A,, %:\\/(K\

A
E{) W NGO V60 = 1

T o\t N
()0 Vlr ) V&) =[(4+ e’ aiﬁoce*xwm}\f wyt e e (WO 1 0(e)-
X

Q/, <V(x\\/-\-(‘l-\\—— o

— g - eV N6 +9(€)
v

&>

. 1 ‘ AN . R X
@A) - kBen”A; T o - e NG N+ 1‘6 €en A, N (:.\\0"____9\ Vooy, (<)
o~
;2)/\;, g;_ - \/(‘\c\[d()'”_k?)/_\;%fx\{*(\(\ \’J

A; O;L — \I(‘L} [A; % =+ IS ()Hl\r(m\
o~

e e [1reddt L@@\][Aﬂ—“ Y 3[4%%(7 o) -
P

Ay»—*’éﬂ’*\q + .\_N%G"B A,J —LA/J’S_;\XQ‘.G ,L\‘J(*B

[ A
= Ay Ty 2(0,20)E ([ A %}m@

A novidade esta aqui (no caso Abeliano o gerador\m’\/

a identidade e isto dava zero)



Nao é dificil mostrar que: Teoria Quantica de Campos |I
- 4
D,y gDEx\F(«b(U'\P\P NN

Para construir uma lagrangeana completa invariante sobre esta simetria devemos encontrar
também um termo envolvendo somente os campos (o que fizemos antes por meio do caminho fecha-
do na pg 135 e por meio do comutador da derivada covariante na pg 136). Neste caso fica mais facil

usar o comutador:

[V,J )’\>\)3 \{Jb&\ —P \/(KB[:V,J )’\>\)3 \{J(\L\ (mesma légica da pg 136)

O comutador, por sua vez:

ED/’ )D" 1\{%‘\ =L, 4,0 -4t A 0;) ‘\\'1\9@‘:}*""\6[‘\# )/\"ﬂ; 1P - g [A;Q;A% (%]\\)M
N————

este termo era zero na
M teoria Abeliana

A= N
= -y M ey (AT P) ) (A Py B 8- L, AL
WA —a(u Ay L0 e
= 25 Ay - Oy AL - l—_(\f,/"vlk‘f’(“\ ‘6 F,JS\\\)QL\

— /'\ _ OJJ\
. FW

I

(eq. 139.1)

(field strength tensor)

w— c)ﬂ —3 /A\ﬂ—f—/\?SEA T P\'EG%]

~A?S[A;“—:;/\§@}} m/%l AT 0”“} “GANMC %'26“
\/\/\/

6 K’k (Z. renomeando: ﬁl_’j{‘
b N Ak
F c)ﬁ o 3 Aﬂ € ! Aﬂ /A\\)
(eq. 139.2)

A transformacao do tensor vem de:

I:V,J )D\?B \P(\\ —b \/(“B[Vﬂ )D\)l \{)(\\
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M

- F/J" \\)C‘L\ — ”(23 (ref)\JM\ = =iy V6 F”NJ\ \P(WB
?S \EUW\\\M\ 1 2)

— et T
\N\) % — \IOLB \_,q\) (l:’_ V CKS versa0|nﬁn|te5|mal
} .
(eq. 140.1) _
[:7;4 — —D F; U +[ ‘W—\—m} _@}
> ~ ~

Note que o tensor nao é mais invariante por transformacdes de gauge. Nao é dificil, no entan-
to, construir invariantes. De 140.1:

R — ko —mA e
| TF O T ey Veavear e v
B > >
além disso:

o “”\ ”“”:‘ - T PV rfeteb] =

N X $iy

De forma que o termo apropriado para a Lagrangeana pode ser escrito como:

QQ=——TK[ “j= 1@

M

| O
Note que aqui temos termos cubicos e quarticos nos campos de
gauge. Eles interagem entre si! Podemos construir uma teoria s
com campos de Gauge se quisermos, chamada de Teoria de Yang-Mills

(eq. 139.2)

ES=dp A =3y A +q AL A

Podemos, é claro, também construir uma teoria com os campos de Yang-Mills acoplados a
férmions:

. é /| M\ — obs: essa langrageana era conhecida como
g\ — \F (/\ ) \V — — ( \_M) — ™M \P L\) Lagrangeana de Yang-Mills. Mas no jargao
. 4

moderno, “Teorias de Yang-Mills” se referem
a lagrangeanas somente com campos de

Dois parametros: (4\ ™ Gauge (sem férmions ou escalares)

€S ‘6

Observe que a interacdo férmion-bdson e a intereracdo bdson-bdson sao ambas proporcionais a
mesma constante: rp todos os termos com 3 ou 4 campos vao

B estar multiplicados por g
— , N A A
PLa-r ATy R
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As equacgdes de movimento classicas para os campos AHi sao dadas por:
. N S — e
N ‘6 R g
D'JFNV*‘GQ AV E, :—OB\P&,:V

Outros grupos nao abelianos

Poderiamos ter seguido os mesmos passos para outras simetrias além de SU(2), as modifica-
¢oes no procedimento sao minimas desde que:

(1) As transformacgdes formem um grupo continuo
(2) Este grupo seja representado por um conjunto de matrizes V, unitariase nxn

Neste caso, o campo fermidnico vai ser um objeto de n componentes com a transformacao:

bﬁ R
\P \—b\@\l)(‘b\ -4 Yy
N =< (,\§<v\y \\\(q;fm
vl

L’V [oCAL
Como o grupo é continuo, podemos escrever V na forma infinitesimal: £
-

« « 0000 ‘ 1, QN[ ¥\ oA Y
\/(»«S - /l + A ol (W) + 9 (Bex Q \!05\{)@«) 2 (0. 1\(‘"2"‘> +N o< (Y v\yk\(\:zu\\>+y..
—/

v (0 i (9
V .
- A t YWy
t k.°<(‘§< *\(q;,m> s

. XX :
Moy toe v«(\)

N a

T Lt

Com esta expressao em maos podemos fazer tudo que fizemos para SU(2), basta trocar ¥
de forma que teremos estas matrizes t ao invés das matrizes de Pauli. >

~o =7

Agora, por exemplo, definimos:

M e .
A= At

O Unico lugar em que usamos explicitamente uma propriedade das matrizes de Pauli foi um
pouco antes da equacao 139.2, onde usamos o comutador destas matrizes. Podemos generalizar esta
idéia para as matrizes t° (lembrando que elas geram um grupo):

L’ck) ’c"j =i

L—o Constantes de estrutura
(é sempre possivel encontrar uma base para as matri-
zes t% na qual f2b é completamente antissimétrica)

—(.

I (eq.141.1)

?mﬁ'c c

,f o equivalente de 139.2 seria:
k]

N

o =0 A =0, A wfdﬂ AR

(eq. 141.2)




Teoria Quantica de Campos Il

Todo o resto fica muito semelhante. As transformacoes (infinitesimais) dos campos sao:

V- (‘l-\-,;u(“tux V| (eq1221)

A= AT+

e . &
AL AT

(eq.142.2)

Ja a versao finita é dada por:

\P(K\ — V(o Ve (eq.142.3)

/A\;‘ Jgu\ 4> VO (A,Uf-to\+ _’% S)JB\{TC\*LB

(eq.142.4)

A derivada covariante se transforma da mesma forma que o campo fermiénico e o tensor de gauge é

definido por:

Ll)/*)))v} =

N3

) = &« _’d\- a - .
ek AT |

(eq.142.5)

E ndo é invariante, mas se transforma (infinitesimalmente) sequndo:

ab-c
/u\} — F‘I - ﬂ °<' }—IJ\)

(eq.142.6)

E construimos a Lagrangeana invariante da mesma forma que fizemos antes:

L= F(“VWJ - %Q:ﬂ‘;\l A A

exigindo que

De onde obtemos a equacao de movimento:

' E, +?>@

CerQ

(eq.142.8)

"63:\FK,J<\Y

O Loop de Wilson

Corrente conservada

(eq.142.9)

( Peskin 15.3)

Voltemos a discussao do caminho fechado que estudamos na pdagina 135. Concluimos que,
apesar de voltarmos ao mesmo ponto, o produto de comparadores nao era trivial (= 1). De fato obti-

vemos (pag 135):
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JGy=1- 1ee” B, 600y ia Quanti p
J
Zij) o valor de p e v depende do plano em que colocamos o caminho
field strength

area do quadrado

Essa conclusao foi tirada para o caso infinitesimal, mas ela mostra uma verdade mais geral: o compa-
rador entre dois pontos x e y, depende do caminho tomado entre os pontos. Para isto ficar claro, po-

demos partir da conexao: A (estamos de volta no caso Abeliano, por enquanto)

com a apropriada lei de transformacao (eq. 134.1) e a partir dela construir um comparador que tenha

a transformacao adequada: .
= X0 )

A=<\
DO —v € ~B \)%\\3@

De fato: i =

UE(E\‘G\: exr ~LCS Jv” Ay 0O
f X

(eq. 143.1)

UP (2 ba\ — Exf| _ S r)WL A(x\ - C)/Jak(\

3 A=) - =ly)
= EXP| _ e éxr) A/J(x\ L=< - b Uf(gj‘a\e ' ‘h

3 |

Logo, este objeto (chamado de Linha de Wilson (Wilson Line)) é uma realizagcao concreta (pa-
ra distancias quaisquer) do comparador abstrato que vinhamos usando (e que acabavamos usando
sO no limite infinitesimal)

De fato, todas as propriedade que demos para U(x,y) e ¢(x,y) na paginas 132 e 133 estao satizfeitas por: @(Z,B§= _ CSK e’ A,,l"\

A linha de Wilson que comeca e termina no mesmo ponto é chamada de Loop de Wilson:

Jp (a,“b\ = EXf :p’§ c\x”/\,» (2
14

(eq. 143.2)

Assim como no caso do caminho fechado da pagina 135, este loop é invariante de Gauge. Podemos
reescrevé-lo na forma:
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e s\
i\_J \ZD Elemento de drea nesta superf|C|e

Superf|C|e gerada pelo Loop

6\ é anti-simétrico
vemos que o Loop de Wilson é dado pela integral do fluxo do field strength pela area do loop. Isso
nos mostra que podemos usar o Loop de Wilson como elemento invariante basico para construir la-
grangeanas (como antes faziamos com F)

A generalizacao do Linha e do Loop de Wilson para teorias nao Abelianas requer um certo
cuidado. A linha deve agora se transformar conforme

Uf(vh Yy — \/(L@ UIL‘Q\‘Q\/ S\

N
nao podemos fazer a simples analogia ao que usamos em 143.1: U,e (b/ \6\ =+ ex’ Bgé* Aot

—_—

porque esta exponencial, definida por sua série, conteria termos do tipo

5 ()

f

WW

éy A"\(ﬁ)’t A‘}(\:&)‘t —j naregiao em que, ao longo da Ilnha passamos por x1 antes
Aoy A

o

de passar por x,, deveriamos ter A‘ () Ap (%) + Ap (5 AT
A

a forma de corrigir isto é definir uma parametrizacao para a linha

— 5 \( ™) A I\ N e
Ay () KB(A;(\ i HX\I(\\

S
e definir uma Path-Ordered Exponential

SL“QB= O

x5y
S = ) U=y
2(5\\6\ = F 25)((’ ngés %’g A';\(ILSB;X =
6 (eq. 144.1)
A A S
= ]+ B ds 3\ (3 %&)3 ¥ %ﬁ 3; RCNAGEY  + .-
Q

\/\/\/

note que sempre vale

S < S
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Isto € muito semelhante ao que fizemos para o ordenamento temporal, com s fazendo o papel do
tempo. A linha de Wilson assim definida é solucao da seguinte equagao (basta derivar cada termo da série

e notar que isto resulta no termo anterior multiplicado pelo fator abaixo):

EJE Up (x(s\;&\ = <,\ZS %‘Cg” A sy t“\ Ue (uc(s\;@

(—
Devemos mostrar que este objeto tem a transformacao adequada. Podemos reescrever esta
equacao na forma:

%»g ;\5( Up (KN %) = <,\ZS % Piy () tk\\)ﬂ CONE

N : aw . _ 5"(» [7,,\) by = O
%‘i(‘)”_hyﬂtwf((wx T ’

m - v
Sob a transformacao de Gauge: /D\Q —b /3\)’, :—V()CB( A,T C‘L\ F % ()H\\I (\L\\

(eq. 145.1)

Queremos mostrar que: UECM‘P\: \ — \)_f_ LX,‘B )/3\\";;\ = \/(XS U_L G@‘X‘A:\\“%\

(eqg. 145.2)
Sabemos que: Pr’ \{)(\L\ —v \f () VH \P('\L'\ , explicitando a dependéncia em A:

Doty —v L “Wb%“e@ =\ Pa(£)PLy

logo: DN(A)S\B VEY=\ (0 VH(A:A\
entdo: [y (AH ") \/(‘6\ \U; %\Xﬁ:\ \{(‘\6\ = \/(6\ V (/;ITS U %‘X'A,;\ \(('}S\
b

esta expressio é zerose  Lu (A?\ U_L %\X ‘ A{;\ =0

™ \ M
Isto mostra que U.t %‘X‘A"\ e U_t %\Xﬁﬂ \ (definido por 145.2) ambos satizfazem a equacao
145.1 (com a derivada covariante transformada de A para A’). Como a solucao da equacao diferencial
€ Unica, concluimos que a lei de transformacao 145.2 esta correta.

O caminho fechado neste caso ndo sera invariante, mas tera a transformacao:

Us (4 \‘25\ —2 V(9 Ve (4 3“0\\/-‘_("3'\
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mas o trago é: TfL E\)ﬁ(z ‘N\\\ ——D—\—;( [V\(\z]\ Ue ("b )%\MJ

Por isso, o que chamamos de Loop de Wilson em teorias nao-Abelianas é o traco da linha de Wilson
em um caminho fechado. Usando a invariancia do loop de Wilson podemos mostrar a invariancia
de Q:N“\) basta considerar a transformacao sobre um caminho simples e infinitesimal (um pequeno
guadrado, como na pagina 135), isto esta feito no Peskin, pg 494.

Quantizacao de Teorias nao-Abelianas

(Ryder 7.1-7.2, Peskin 16.1-16.2)

Queremos agora quantizar a teoria obtida para um campo de gauge nao-abeliano:
_ A=\
m Y ( l_ﬂ\’\
o que significa obter os correlatores a partir do funcional gerador abaixo:
—N
/-\S I (i)w\'l" N A:\
¢

=[3)= L\ DA,
N

Lembrando rapidamente do caso abeliano, tinhamos ( peskin 9.4 ):

N+ L9y
2[33—__38’\);;&, GE + 3 An)

L—_"./)\_‘I‘M/F - q(Q\NA\)“év{'\H\(JA_BP\B=
\0—— basta usar integracao por parte para passar as derivadas de um lado para outro
1

LA P\N(aw m- &y A

EN

(BM D - érx (\V)A\):O (eq. de Maxwell )

Em principio so6 precisariamos inverter este operador, mas ai esbarramos em um problema:
imagine uma configuragao de campo especifica (estamos somando sobre TODAS ELAS):

Aﬂ(k\ = (‘) " o (%

L(D'”D - 5\,5»33#“ = (I:Ibo— J\)Dy{: O

O operador tem autovalores zero, e portanto é singular. De fato, a integral:
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A Exf i ! A . (O (Dx " )" )V) A LN

vai receber uma contribuicdo igual a“1” cada vez que considerarmos uma contribuicao deste tipo. E
divergente.

A raiz do problema esta na invariancia de gauge. Quando somamos sobre diversas configura-
¢oes de A , somamos inclusive aquelas equivalentes (ligadas por uma transformagao de gauge) o
gue é uma forma de “multipla contagem”.

A X /A Ao g
ja incluimos esta
configuracgao nao devemos incluir estas

O mesmo ocorre no caso hao-abeliano, s6 que agora as configuracdes equivalentes estao li-
gadas por:

S S e €N & a) _mt
Av = At a— B, —(/*H)'t =C L/A‘r’ +?5 "X

O que faremos para evitar esta multipla contagem é o mesmo que fizemos no caso abeliano, introdu-
zindo a fixacao de Gauge por meio da identidade:

1=\ e S(C ) DETL S ¢ LAY

(eq. 147.1)(x)
esta identidade esta pro-
vada no Ryder pgs 246-248, e
Vinculo: G- (A =0 yeerpg

nas minhas notas de 2012
pgs 54-56

Lembrando que: N ol C
N N o~ N S ' —
R Y R T e

=
Desde que o vinculo (- (/4“:\ seja linear em o, Der [ 3G M \1 nao sera funcao de ou

A EAN] = DET S G(Ap*\i A l: (invariante de gauge)

podemos tira-lo da integral em 147.1:

Do LA = \ D (0™

(eq. 147.2)
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Inserindo a identidade 147.1 na integral do funcional gerador, temos:

DA ¢ SJ\MEM P S(Gcm\ ACAT] =

é;m(/ﬁ\: &7"’\( Aﬁh‘) = o[:,:
(e S,:\
=\ \DA, C Y S(e ) AcLAs]

o<
Podemos entao aplicar a transformagao de gauge que leva f\{:\ —) /\':,\

A medida de integragao nao muda, a final de contas a transformacao de A ndo passa de uma transla-
¢ao seguida por uma rotacao (unitaria) do vetor A? entao:

LJ1'L§,M o<
=\ \ DA Sl S(e1m)) AL A7)

N N\
L—v) Nada na integral em A depende de q, isto nao passa de um infinito multiplicativo.

E aqui que surge a diferenca entre os casos abeliano e ndo-abeliano. No caso abeliano, para
uma fixacao de gauge genérica:

(A = VAo — vy =7 G(AF) = 4T AT o

N (sd
éx Q=
JAVE [A,] também independe de A QJ

e pode ser tirado da integral e ignorado (outro fator multiplicativo)

Agora temos:

G‘(A \ 6NA.J(V~\ (,o‘(_(,\ =) G——(_ \ 5 (Alj ¥ /65')64, +VO~QJ'CAS.- %CS _w"‘(_\k.\
N LA R
% I ) ¥

L—o Agora A\ [F\'r,*l depende de A
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~
g (A3 é uma matriz quadrada (indices a e b) de dimensao N2-1 (a,b sdo indices que numeram
g..}' os geradores do grupo e estamos pensando em SU(N) )

Podemos escrever o determinante como uma integral funcional de fun¢des de nimeros de
Grassmann:

e M = XD—C— D c C
campo de numeros de Grassmann. Multipleto com n

Z matriz nxn componentes, No caso em questao isso significa
campos se transformando na rep. adjunta de SU(N)

S‘)‘LZ M C

Finalmente:

A~ = DE*[L(;:_S*_\1= D De BXF Cé)a»c (- 5”]7 \i

fatores g e -i incluidos na definicao
dec

C fAdjunta de SU(N)

Anti-comutam (estatistica de férmions)
) Relacao spin-estatistica errada!l
Escalares de Lorentz (spin 0)

L—1 7 Fantasmas (Ghosts) de Faddeev-Popov

Coo = elo 3TN (58— 17 PAN e -

(J\OJ'(,

_ _ N O~
= —C, UC,. _ ( \
B 23 Q “ () AIJ Cc— (eq. 149.1)
—
Termo cinético: ¢ a,\ JNCK
RN A S -X\ Interagao Ghost-Gauge

CCWTUP> =S %\W%S c ﬂuqybﬁﬁﬁr&

a\-
— - - —w = ‘-5— %LIH l&QrC_
(ON
d P |(eq. 149.2) X = P N
P I
N —

Acoplamentodegauge 4——— T (¢q. 1493)
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Com isso em mente, temos:

~ SJ‘»( &\/M +der

Z[‘J}:% PR DD @’ w

Esta 4 é tratada da mesma forma que o caso abeliano, e temos para uma fixacao genérica:

S(etm )y =< (VA —w)

A\ 1'w W
Basta multiplicar Z pela identidade N(%X ?b) @ g ;\§ — /]
K/\/

Escolhido de forma a garantir a ident.

E fazer a integral em w usando a delta:

() &\/m +t>S_FPC. , 2
ZCj} = i ?Ar' D(,DQ > S EXP kg)\(kg&_ﬁé\\>
Nt
[V_J -
Absorve as normalizacoes 6\'(51:

(Gauge Fixing)

Podemos inclusive incluir os férmions para a lagrangeana final:

L= 2D _,@ A ¢ WP s (7P

(eq. 150.1)

)J

DD LN /*NFBVRM As Ay

Lembrando que ainda restam indices escondidos nos férmions: v
Depende da rep. em que os y se transformam
D \Q
\{J w \t) qj \6\ \\) \&JA. _k \P (esta forma é para a fundamental)
_ \ _/L———b indices spinoriais

indices da representacdo em que os férmions se trans-
formam (neste caso a fundamental de SU(N) (A,B=1..N))
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As regras de Feynman da parte fermidnica nao mudam muito, basta lembrar que temos um
numero de férmions igual a dimensdo da representacao do grupo. O progador sé muda para incluir
o indice da simetria interna:

é\tﬂ_ 1 ._.\p'cl\t“ \
< Va0 W’ W2 = s <W\ R 0
"
A B — L (P
P PP-mt + 1€ (eq. 151.1)

Uma vez fixado o Gauge, podemos obter o propagador para os bosons de Gauge a partir dos

termos:
(0,85 =3, s\ (oA S YA
%Ak A(amm 3y VA _;_S(g, A“‘”}z]=

i |4 A a2 5& AN 30 B

=\ e 3 ATy R - A

——1> temos que inverter este operador

I .
=\ Sk T LA € [0 (2-0) 0| Rl

(W 5“ (w)!

~ N
0‘&,4 va} P\M (h:_\e :

-1
Y @wy 2 (3

Este operador tem inverso e podemos mostrar que este é:

\ e .
:%S\\L LQ“;P&L'\ /_\(QL\ﬁ OWG})\,(i

v

N , R
D“’-S,JV: 964;5{25""L<g\,’3y%]6“q~" Nt RO C TR TT

(eq. 151.2)

Notando que temos N?-1 propagadores idénticos.
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A interacao dos férmions vem de (assumindo que se transformem na rep. fundamental):

Vool e

¢’V“W =D X\\)A\G Artuls ot

= A ﬁNt;B
/{\ §

Temos ainda alguns termos provenientes de — 4]1— (Fﬂt \ :
A AT \
/\ )._ /) (" %- S Y ay \, ‘\l" al-c q ./ (_VS
T(Eﬂ\— (D,;Au—b Ap - BV () - 23 ATA

rQ_K:V termos com A2, ja levados em conta no propagador
UL—C <L_/" & V e dy NN B oy
o c. /-' A ( A L

A (eq. 152.1)

I\

Na—V | %—«DC,’C—VQ( e - c Ny | oAb C
(S Voo alc o mQ)—c.\ Vo
mIRaL ZsV Ahy z;V A]
-t [P o o (R A P fAﬂ

il AR RS S a0 e ' SacyVE O
Rl A e
N
Ry
(G H}Sq;k Vot

SR (L R AP AT (*?}Q (& M?S
( |

OS¢

m(.,Ql— &Q’_(_

Z?BQ ﬂgﬁrr):—zf ,QJBS’N

I -
P;} tki\‘\ [25 (k—ﬂ 1-23 (P ‘\\*—%”("\ &S))

9V 4y (eq. 152.2)
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Seguindo a mesma logica, obtemos o acoplamento quartico (sao 4! contragdes, mas somente
6 delas sao diferentes e se repetem 4 vezes, o que some com o fator 1/4 da Lagrangeana):

o N
\ QJ_\O

TG D Ty
Jer\e{we(gV XW-‘&F‘&«\_&

Ghosts e Unitariedade

(eq. 153.1)

(Peskin 16.1 e 16.3; Ryder 7.7 )

Ja vimos que precisamo introduzir os FP Ghosts para resolver um problema introduzido pela
invariancia de Gauge da Teoria, mas eles tém uma outra func¢ao, que ficara clara se calcularmos o se-

guinte diagrama:
O teorema 6ptico nos diz que:
1 kol - (o gy

|ntegra|s no espaco de fase dos dois bésons de Gauge

que, em LO, recebe as seguintes contribuigoes:
1 h N
= j\/ + + >-A‘<i
“w Y
(a) (b) (@)

Portanto é interessante estudar os trés diagramas que contribuem para esta amplitude.

. - 1 T‘\
. \ bl 1\1’
P S hy

Os diagramas (a) e (b) somados nos dao:

/\ wcoe T = u]\ v(miw{‘ t
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+ ¥ € ‘;é’,_ ¢ k WP %ﬂ%ej{ﬂc&\
o

Podemos nos perguntar se estes bosons de Gauge, que nesta amplitude sao particulas exter-
nas, satisfazem identidades de Ward assim como faziam os fotons:

subtrai zero

(F-~yu =0

1

B -
LG = (g T E (el

1—( y m\!é— 7; ¢ k WP )

U (—ﬁ ) =0

R ’” (0:0920\0 "U]\ ’\T(ﬂ-\SiAfﬁ\ t E st YT we ko)
\/\/\_,_\/

a N alrc o
«‘A\@”Bjttj—.—@ﬁ“( f Jc>§é®
O que seria zero no caso abeliano, mas nao o é para o caso nao abeliano.
> Y abC
WAESIO) S ~6 FEY N e gD g s
(eqg. 154.1)

Isto representa um problema, pois nos diz que a probabilidade de produzir bésons de gauge
com polariza¢des longitudinais é diferente de zero (uma das coisas que a identidade de Ward fazia
era impedir isso) e argumentos simples de relatividade nos mostram que bosons vetoriais sem massa
s6 tem duas polarizagdes fisicas (as transversais). Vejamos a contribuicdo do diagrama (c)

k /\kwc S (= + AWE) Y, & w(e}&.ﬂ%\eﬁ(ﬂq\é’é(kx\ > A

SIS ETHTER R (A

A Ni < (k) by -« A’B’—/E) Y% v \L[\")&_j:?\éﬁ(%\ foo= -, - e
3 \

i ?‘““"Bﬁ (o= + B hey - +2\N”"“ LS\.VZJQ
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(] :B-g-aj\” (ki =Py = 0N+ (a8 [ hey h w by g”(gtq SN
’\/V_" \/\/\/
+ QMN( kﬁrkp‘ O(AP ’0(4” ”‘-\ "V‘s\y b, ‘G’ﬁ‘QZstq‘n‘Q?s +Q<:‘
oR kg WY Gty
- Dz; (%-F%QP
'/{w XU )Y, X A\eten 147 A NSNS A PGS
PR G k= T Y i | (bR 05 AT -y -3

(eq. 155.1)
Se dermos uma “acoxambrada” assumindo que o béson com momento k, tem polarizacao
transversa:

N wT
) sze’;‘,(!q\ = ﬁ?,, 6,4 U‘B = O (oquenao éjustificavel por enquanto)
E usarmos: £ AP = m Ay
: e
() JDQ =0 (on-shell) N PNE, = A (P

¢ 7\%(&3\6\/,92}? UU))/:{CQ\ CV"’K*X Wy = &5 (\M—V‘\X W =O (eqgs.de mov.)

sttf’+'°+
Obtemos:
NV T _— c . wlre
A R P A A CN e N e
LGk - Sl B 054

NV . ) )
F M SN by = A‘ag) N Wy e er (©)

(eq. 155.2)

Esta contribuicao cancela a polarizacdao nao-fisica da equacao 154.1, mas a suposicao que fi-
zemos acaba impondo aquilo que queremos mostrar (que a chance de produzir um bdson de gauge
com polarizicao nao fisica é zero). De fato, se voltamos no diagrama, em que come¢amos:

\PO

vemos que presenca de todas as polariza¢des nos diagramas “cortados” estd ligada ao fato de poder-
mos somar sobre todos os quatro graus de liberdade dos bosons de gauge virtuais. O que esta faltan-
do neste cenario? Como podemos ver que existem de fato s6 dois graus de liberdade fisicos?
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Usando regras de Cutkosky, podemos substituir os propagadores dos bésons de gauge por:

W o— - LBM (ATR) SLT

o+ A

~ % (*N%Hraw ( U"QW)

Definindo:
- By
27= ()0, k) = =0 (o
—> Geram 0 mesmo espago que C_//J C(O/OZ\
[\
6+r}= ( - ) - paralelo a Q(p é;‘ :@‘o‘bl%
\SI( W‘-\ E ]9(.\ e junto com as duas_polarizacdes trans-

versas formam uma base para qualquer

—p © 0 By [polarizacao
6 - ( /QL\ ) 7= k \ paralelo a (,aco -L-) T

) | i
NN Y& €
— T +~ - T
6\"%:”5’\”‘6 E-eLze'E;:O

E)-(eY=0 e =1
bY
f do = €L €07 vele]T D el
)‘K L A}kﬁ(e el +EJ% Zeﬂ*efp
i
X(E‘vy6+ +C+* _ Zérvé >< PU’)
O que mostramos na 155.2 (somada com a 154.1 é que)
ANTy +*
= Ne W‘«qu =0 = WM e U SE)=0
}Zl 6+\’:(ﬂ(13

O mesmo vale para:

O T e = AN N e U = O



Teoria Quantica de Campos Il @
: T T .
Portanto todos os termos que misturam €; com ™ sdo nulos.

Os termos envolvendo so polarizagdes transversas nao nos interessam no momento, eles sao
a contribuicao fisica que ndo nos causa espanto, sao os termos abaixo que nos causam problemas

M= LG e ety B(e‘fe; P )P -
P

f{_ﬂo %H—*C\) M €+* 4_* (cheque se quiser, mas é sé algebra)

A)Vk(e e eler +c~€ €€ B P <

I

I

1_&
1_&( Ve +$><M et e G‘S j—\(k)‘ﬂej*éﬂé)"tpve}ﬁﬁ

. Voo Cx +* .
'\’Mﬂ S, (e Ev M‘Q:'\'( u\‘b—-)_}t \CJ U’Cﬂ }e\\’ =
0 Ju ey
Y
(eq154.1) @]ﬂ(l]
/?)__\ » - x e \c, /)
= ”6 \T(&\\@ WP &) (k.\g

\YQ”’!J (eq155.1)

P Va4 2 > 4 —
+ A«r(ﬁ)\m \&Uﬁ& \p(ﬂq\ wa N‘%Q B(M&Q&)ﬂ o

pag 155
estes termos sobrevivem agora

este termo cancela com a linha de cima

Voo * — L :
N /v\') S (k) £y (b)) = AWE) Iy wm&iﬂs\eﬁ(h\ ) KT

—_—

AN/

k= €1y @Ik

P N L — ¢ .
v M & (B (k) = A«‘r!ﬁ) Tht wm&if\ Q‘* i
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~ l -
A contapara A M P (l‘q\ Co UQL\ é analoga, e os termos que trocamos + por -
equivalem a uma troca de k; por k,, obtemos entao:

e g

De fato: (Y h; W= O (pg159)

s

(
)

logo: Ar(ENT (Brvke, Y w(N= 0 = SO ¥ Wip)y: —F ) K wiey

este termo é igual ao primeiro (k;* = (k, + k,)?)

M= (ot el ) 1 &) e fwe ) L)

Esta expressao mede a contribuicao dos estados com a polarizagcao nao fisica para o espalha-
mento eletron-poésitron. O ponto chave que queremos notar é que este espalhamento também rece-

be a seguinte contribuicao: /D FP Guost

=
. N
.
\
AY
\ )
\ .
-7
—

Que também pode ser calculado usando o teorema éptico:
B

f

=’

(eq. 158.1)

. . vV
\ N £ W — A

—> K A}\\GH M(S \\6\ (F> \—(D—— "6 ? DZ«
- 1'(2 g

N

que é igual ao primeiro fator de 158.1. De fato o segundo fator vai ser obtido pelo diagrama com os
Ghosts no estado inicial e os férmions no final. No entanto quando combinamos as duas partes é
preciso incluir um fator -1, porque os Ghosts tem estatisica de Fermi. Isto significa que o loop de
Ghosts cancela exatamente a contribuicao das polarizagdes nao fisicas do Béson de Gauge:

PR E't
g S OROY
>—OW < €*

Este exemplo nos indica que os Ghosts agem como graus de liberdade “negativos” e sua uni-
ca fungao é cancelar as polarizacdes nao fisicas dos bésons de Gauge.

Este cancelamento nos loops deve estar ligado ao mesmo tipo de cancelamento nas pernas
externas, fazendo com que nao seja possivel observar nem Ghosts nem bésons de gauge com a pola-
rizacao indesejada. Isto nao fica claro no que fizemos acima, de fato nem fica claro que o cancela-

mento acontece em qualquer diagrama. Para melhorar isto precismos explorar uma simetria menos
Obvia da Lagrangena:
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A simetria BRST

(Weinberg 15.7, Ashok Das [Finite Temperature Field Theory] 4.2, Peskin 16.4, Ryder 7.5 )
Apds a fixacao de Gauge ficamos com a seguinte Lagrangena efetiva (eq. 150.1):

O[=__(rfv\ _,@ A+ F (P S0P

Lembrando que:

Agm@(/ * &”Fm\
Zs)= \ DYDY PAVT Ve

’ ‘.i-
Note que podemos escrever o termo advindo de - 2—3 Q"AY na forma:
gw 1 @’A;\j . g A% [% #S £ B m\}
eA » “S?B c

O campo B?(x), assim introduzido, nao tem termo cinético e portanto nao tem dinamica alguma e é
chamado de campo auxiliar. Podemos fazer a integral funcional neste campo e desaparecer com ele
da teoria. De fato:

A 2 @S + Qom0 0
?B )AS‘) [;. (on A ’S@AA“S( AA}:

(87 SN (T TAINS ST AN AN

SRR
- €

) ekg‘)ﬂ“Eg@O}Aﬁ] XDBQ Sg‘\\( J_“;}
S

gue é sé um numero que pode ser abosrvido na normalizacao

Obtemos enfim: deZ

O[= (r,,v\ b@*} FBETOARY + O V(& ~\m\\k +c( AN D ),

(eq. 159.1)
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Consideremos uma transformacao infinitesimal que age sobre todos os campos da seguinte
forma:

oL cC —_— "y
(a)g/l‘/:\zéDr, C @ §CT= B

(e) 813’:0\\

numero de Grassmann

(eq. 160.1)
Transformacgao BRST (Becchi, Rouet, Stora, Tyutin)

Onde g, o parametro infinitesimal da transformacao, € um ndmero de Grassmann. As trans-
formacodes de A e y, nao passam de transformacdes de Gauge com parametro:
<G\

VN

L= pEC As = A +?%(5“5~+KP“Q" ) e

este produto de dois Grassmann R .
é um c-number \V —D (1 +\ 6(;-(, Q> )‘P

Note, no entanto, que a Lagrangeana 159.1 nao € invariante de Gauge (uma vez que temos um termo
de fixacao de Gauge). Outra observacao importante é que a transformacao dos campos fisicos é pro-
porcional ao Ghost ¢ (e ndao o anti-ghost), mas que o parametro infinitesimal da BRST é g, e portanto
estas transformacoes sao globais (e nao é funcao de x). Temos total liberdade para definir como os
outros campos se transformam (e, do ponto de vista do formalismo de integral de trajetéria, o campo
do Ghost e do anti-ghost sao completamente independentes) e o objetivo das definicdes 160.1 (c), (d)

e (e) ficara claro em seguida.

Vejamos o que acontece com a Lagrangeana 159.1:
e
A (F 7
.
V(L P -y

S Lb— (BLSL\} = QO  (Bnio setransforma)
>

trivialmente invariantes, ja que se trata de uma transformacao de Gauge para
estes

ac «C o aC Jr e \s . L
S)a(-0 P ) =T=o D = STy, vy (Ar SAL} [+ 5]
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c & )
=[5y a4 ol el e

g peal ) s e
Qr e vel e

dre
43V e S Qy \C +3V (:BV Ay &=

\e L
00 [N nE -

p ade

W/\_Afe P L (I AN = %\ P 3 (¢ )
ae? o J ¢ J e o primeiro e o terceiro termos (proporcionais a 41 )
p (AIJCC)>L - (_‘P >(_ (/ (A(JC >\ - se cance 2)

(o)

:_ggev&ceu)eﬁ‘gagmgev chre)ApQ -

e—’(rqv—ﬂcc—oaéﬂ’ﬁ \/T_/ &)

O identidade de Jacobi

| .
SLHM] G 3P gaﬁM e8P
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Finalmente:
§[5(um\) 8° 3 (38 = €873, (0" )
De forma que:

N E\(-é” D‘:)ﬂJr S8 AN = O

Vemos que a Lagrangeana, apods a fixacao de Gauge (e para qualquer fixagao &), é invariante
por transformacao BRST (global). Além disso temos mais duas simetrias globais sobre as quais a La-
grangeana é invariante:

C—c _ ar e
gA: - E’D/J C SBT=-€ ‘% |3>q’€°

Sz © (-37- GKJFMCQ’CO) SY = &?S €€‘“€‘ﬂ)

N c abe Q- _c
cv= -€ ? c 3
o (eq. 162.1)
Transformacao anti-BRST
e também: N\\_'J cnumber
Sch=6c™

—o -~ . 1622
QTr:=-oZ |law
(leva a conservacao do numero de Ghosts)

(essa transformacao é uma transformacao de escala, ao invés de uma fase, por conta do tipo de hermicidade
exigida para os campos de Ghost)

Definamos g(l) como a transformacgao BRST infinitesimal do campo ¢, eg:

“_ ~C C
Sqﬁ = € SQP = s A= D,, C
sY= X‘ﬁ <Y
Esta transformacao esta ligada ao gerador Q das transformagdes BRST:

€ |
[>_,D(>\: eAQl7 | y+rEQL Ol > = }\QQ\>

X AEQ -1€q . ,
O,— O, = ¢ ®t€ m(1+AeQ§&9+_(4—AeQ\=

r,_J ____»’4_‘,\QQ©*“'AK91€Q+'- = 04‘“6[(3)(9;‘]_

+ -0 # campos fermidnicos par ou zero
\—/\/\/

— —»# campos fermidnicos impar S )
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Logo:
S({)’: =~< [Q) d)i],: csh. =D sP= k[Q> Cb*l;

Temos que: &( 5@3 - C s(s gbx -0 ¢ ¢

SSCb =0 (eq. 163.1)

Isto pode ser provado para cada um dos campos (ou produto de campos) [Weinberg vol 2, pgs 29-31], no caso do campo A:
W~
SA = D)J C O (conforme mostrado na pg 161)
N < N
esbﬂ-—M:V A= O
e entao: 53({)::0 =D I\[Q)SQ,bt] =0
+

1——9 notando que a transformacao de um campo bosénico

é fermidnico e vice versa (veja 160.1)

[aifed).] -o ? 20 0

(eq. 163.2)

[Q)I:Q) Cbi];]:Q?J:Q) d&l;il:Q) d)il;Q = Q\Z(Qﬁbt ¥ Qd?%i(@cbi ;%Q\Q:
= G %0 = - dq” = [)¢:])

A
Isto implica que Q? = 0 ou Q? é proporcional a identidade. Q? ndo pode ser proporcianal a | pois a acdo
de Q muda o numero de campos de Ghost (sempre na mesma dire¢ao), entao:

Q‘ = O (operador nilpotente)

Esta simetria global leva a uma carga conservada que é dada justamente por este operador Q:

[Q)"‘]zo

O que queremos agora é usar esta simetria para selecionar, dentre todos os graus de liberda-
de extra que foram introduzidos na teoria (pela fixacao de gauge), aqueles que identificaremos com
os estados fisicos. E preciso garantir, especialmente, que os estados selecionados nao sio levados nos
nao-fisicos pela evolucao temporal do sistema. Dois operadores que comutam com a hamiltoniana,
pois sao geradores de transformacdes continuas do sistema, sao justamente o Q definido acima e
também Q_ que gera a transformacao 162.2. Com isso em mente, definimos os estados fisicos:

Q| fHrs>=O Qe |PHIS> =O
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Notemos entao que:
N, N — w oo
S( EK(A”A?\-@EB“B = BUIAT) + O (e P ) *ireB ’ -
S [B“( IR = C (Ip° cyi{B‘“ -
(Sl RVSEEIY - BUA) T (39 Sy SBT =

gue sao justamente os termos que adicionamos na Lagrangeana para fixar o Gauge (compare isto
com a equacao 159.1). Logo:

<PHIS| berrrs [PHISS = <PHps) S ( Ca (é') A‘;\-»%CTBNB[W; > -0

—
-

mostrando que este novo pedaco da Lagrangeana nao contribue em nada para espalhamento entre
estados fisicos.

Adicionalmente, é natural exigir que elementos de matriz entre estados fisicos sejam indepen-
dentes da escolha para a fixacao de gauge. Nossa lagrangeana pode ser escrita como:

L= o+

“gauge invariant” (pedac¢o sem fixacao de Gauge)

Se definirmos & como a variacao obtida por mudar o termo de fixacao:

¥ WY

entio: Q< <| p> = )\<d)§&1)3> Z—_i<t><]%‘g‘\_\):|)g> -~ <<)I:Q)3'Y1—‘F>
| +
T -

exigir que gé-cl p> =0 implica: <<1Q = QUp = =0

O que nos diz que somente estados no nucleo de Q podem aparecer em elementos de matriz que
sejam independentes da fixacdo de gauge. Ainda mais, considere estados do tipo:

| > = ‘%P*_Qli}

) estd naimagemdeQ
<Bl=a> = <PIlsa> V<R

L_/\V fisicamente equivalentes

Por isso os estados fisicos independentes pertencem ao nucleo de Q modulo sua Imagem (a cohomo-
logia de Q)
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E possivel mostrar (veja Weinberg vol 2, pgs 33-34, para o caso simplificado da QED) que os
Ghosts pode ser escritos na forma:

E portanto sao equivalentes a zero (podem ser removidos da teoria com escolha certa de gauge)

|dentidades de Slavnov-Taylor
(Ryder7.6)
A partir da lagraneana 159.1, podemos voltar para a 150.1 usando as equa¢des de movimento

para o campo B? (deixando os férmions de lado):

(eqg. 159.1)

B NS S e T
N

(eqg. 150.1)

Neste caso a transformacgao BRST do anti-ghost fica: g ¢ ~__¢& ‘)H An

% (eq. 165.1)

e |S B\\ - SLB’A;\:O (eq. 165.2)

Para esta Lagrangeana, escrevemos o funcional gerador:

S Lo I
=B = (o ¢

Lo Lo spfedene gen o8 (Ve war(-yf e )
(

\_/_\/\(e(q. 165.2)

note que colocamos duas fontes

a mais do que o “necessario”

logo ficara claro porque queremos
fazer isto

Y )“2) y A & anticomutam

S, - @— comutam

pg. 161

Sy =5 (07 =0
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N3 L
(f ’ CQrCCS= p C ((SQ‘L*\QCwL c* @ca\>

‘\Q&:i(_)Q,-be ol J/—\
:‘%(ﬁ[e F f ¢S+ fc ecoréfg?};
\/\// N

~4r
~lec code e W
:-\-‘#BE: f f C C C =
R lek )
cccCs= c C_ngrcs‘)(?k-
/\m

cl-d

e[

SO0 = 3™ Y=o

A jacobiano da transformacao BRST é dado por:

alre

(

/\m
adc el ) .
4—[{ P 16 CCQ — O

- —5( AN S AR | SN 5 SN TR £ R
ALY, E‘"@K\

e queremos mostrar que ele é a unidade. Os Unicos elementos diferentes de zero sao:

M\l 5 Seep vt e 4 [6 D J
:\Av(\\ (BAJ“Q 3/ N

“ara (AT
. . JHCC 8 dp ‘AQ §
SN 6\[3 +628P l

SO\ 4 N A(_)
oA A _ ) [e Di U} -

NS
- - _e D S\‘(VL‘“B\\
dc (“6\ éé”%\

B[c‘k(x\ + Sc,"\(»c\.] S& 3\1(“‘%\ . A_ /[/_\Qo\@g\ N c\}

_ A
- . Bc‘r(ub\ %,ﬁe

}) Cs-( u()\



\
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U

L M o
Y (< -%\+ %?)e V éﬁ%\(c (& o) _

W

Stepls* ooy - e 1)
=3 (=) [g‘" F)e F‘M c‘\mj

[(eo.sTa] . ) (MF\ =65, 3V Sy
S

_——— . S~ =

IATR S 9AYD

C_C’h\(x\ + SEO\((\] S\“ \,B\
63‘"(“6\

elemento ab de uma matrizn x n (n é o # geradores do grupo)

\/*/\
<si 51(1-?)\ [s“w ¢ \ ( c D S‘(% \\ O
O (5 u-p[g* Hye r“‘ c(«.j\ O

N> W

(_eg S gy S (\Lm\\m O (%w Ure. uﬁ\>

— 11

s6 a diagonal das matrizes n x n vai contribuir Q‘\ 6 =Q

— N A
L> = (S’J\ (31(‘(—6\\ ) /) (eq. 167.1)

Podemos entao fazer a transformacao BRST no funcional gerador para obter (a medida de in-
tegracao é invariante):

=[s0e] =SDA D
~ g D/'\ DCDE [\’] + i\.gé\‘x (S:S A S e 6‘35\\1 C’.‘g‘l“" i

G AS(&T.T + S:S A"k-l-KQSC“w ‘8‘36 \ cY!(_ )
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Se exigirmos a invariancia BRST do funcional gerador teremos a condi¢ao (compare o que faremos

a seguir com o que fizemos nas pags 23 a 25):
\

)\gi-rn dx

g DA P vC S)“x (555 P\HK+K“§C°‘+‘8§€*\ ¢ =0

note que: (+) (=)
\r\ WJLV/\ ey vf;_\ﬁ ) o
ael] e g e

"c\-magc +~23§ = H(:D C +Y

Podemos entao trocar estes termos por derivadas nas fontes:

g A chagake

\

WO ANdrar 08
313— SK( SSA\CS =0

« S Z K‘“S?_i x(gﬂgz\ -5

>

o
SWH

c |\

vt 8"

a
SWN

(a vantagem de introduzir u e v foi obter esta equacao s6 com primeiras derivadas, o que ndo seria o caso usando as fontes usuais)

“SW_‘K\S/\—A/—:‘_ \(ANS_VVK _=O
Su, vt 8,

AW
=z =C =D

(eq. 168.1)

Assim com fizemos na pg 24, queremos uma equacao para as fungdes geradoras dos vértices
I" conseguimos isso fazendo a transformada de Legendre:

WEsgi ) = T A G Tay ) +Sau(s: A cw‘ &)

nao transformamos estes

I~ . N
S;\: - D ) 30 ) JA = ‘S—:\

8,&\& SC- gc’d..
OW Py | DAL ¢oW 50
S Sw W QP

A equacao 168.1 agora fica:
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Tl 30 ST, 3T ST 40 (A7) <
SAL swy Sey vt s

E possivel simplificar ainda mais esta equacao notando que:

T, T3 - PTeDE
\/\/J

mudanca de varidveis

na integral de Z Cg:.\.ﬂ- —p (g\‘r(ﬂ- - SC:\ (-5" D/:“>CQ+ ‘8 SE
v

(eq. 169.1)

épﬁ:""'_ E,‘(_‘CBAD‘:)C,:"gaK-ﬁ,-.
(& u
n&o deve alterar Z = ;TOT ~-YCo [JRD: Cc +
(expandindo em T \25

SDA DeDe w\ e (- S;W

¢ ST

(ST Eb ﬂz O = " dw 3 .o
*JL%C -

i RN __§§D
% Ca SW

(eq. 169.2)

de forma que 169.1 agora fica:

S| ST s 3T §F +1(b“5'"\(5ﬂ/ﬂ"cl =0
BAC sy Sex st S se

(
M N 1 5/3\ Sf‘ M _
g gswv [ SAL S & \] ot SC}X N

ISR

(eq. 169.3)
Ty Yoy AN
g‘) [ED L _ 5_(1 E_‘\X = | Identidades de Lee-Zinn-Justin
u_

AW %/\t\ N Sea Generalizacao das Slanov-Taylor
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Rigorosamente falando, as identidades de Slavnov-Taylor sao relacdes do tipo:

z“\ _ i‘\ g/] — 'Z/)

onde os Z's vao aparecer quando fizemos a renormalizacao da teoria. Veremos que estas relacdes sao
necessarias para garantir a renormalizabilidade da teoria (da mesma forma que precisdvamos de
Z,=Z7Z,na QED, o que é garantido pelas identidades de W-T, veja pagina 52). A equacao 169.3 nos per-
mite provar as relagdes de Slavnov-Taylor a todas as ordens em teoria de perturbacao, e por isso con-
tém todo o conteudo fisico das identidades S-T.

CorrecOes radiativas em teorias nao-Abelianas

(Peskin 16.5, Ryder 9.8)

Consideremos agora as correcdes a um loop para teorias nao abelianas. Assim como na QED,
esperamos que a simetria de Gauge coloque restricdes importantes para que tipo de correcao pode
aparecer e, consequentemente, limite o numero de divergéncias. Comecemos com as corre¢oes ao
propagador do préprio béson de Gauge

Auto-energia do boson de Gauge

Na QED tinhamos:

‘\N NmOr\m =0 mme\M = »\(‘f “&\) —ﬁvy\\\ll‘f\

a Unica divergéncia possivel era
logaritmica (veja pg 70)

Esta relacao continua valendo, portanto a correcao deve ter a mesma forma. No en-
tanto vamos calcula-la explicitamente para ver como isto acontece no caso nao-Abe-
liano.

Até ordem g?, os diagramas que precisamos calcular sdo:

@ /p férmion @ @ /D ghost

(p béson de gauge

uma vez que os tadpoles sao zero:
(proporcionais ao vev de juw ver pg 69)
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O loop fermidnico (I) € muito parecido com o caso abeliano (pgs 52-60) com a diferenca de

gue agora temos um gerador t* em cada vértice (regra de Feynman 152.1, e como é um loop, toma-
mos o trago):

4
L V" VB S)Lx(q-(\ (2 -‘)Vx\
M/\Q\M V\T\% 023 (_“\T (y,}_ VLCi-‘L\‘\XY_)Vt

0

(compare com 60.1 e 60.2) / (eq. 171.1)

SU(N)
fundamental: CCNS = ,\/:L

adjunta: CCG’S: N

N Y . A, oo len(®ye. \x /A 14 0©
'_\l(l 7\ ~ =+ % \ GTFSJ’*’V ﬁl—r €

{
. &A’C_j(‘l\'\’ ),KN (\N VB S_LXU_Q r'(l —‘)Yl\
(“\T
f\N\QW/\ ko//%'

Note que temos um diagrama deste tipo para cada férmion na teoria que interaja com o cam-
po de gauge. Assumindo que temos n; férmions, todos se transformando na mesma representacao
a contribuigéo total para a parte divergente sera:

L(WQ\M =G Gy 5 E%E 4 ng ey M2 -4\ ]

(eq. 171.2)

Ok! O béson nao ganha massa daqui. A divergéncia é Log.

Usando 151.2 e 152.2 (faremos esta conta no Gauge de Feynman-t Hooft, £ = 1), calculamos
o diagrama (I1):

«.C b QrC'J

0

\/‘\/

mma {)qraa‘ See S
= G () 3

G)=C(e)=N

Onde:
N = [yF (=037 3 (p-1-N + QR AV ] o Jor
X [ZVP\Cq ) F)¢\+ XFU‘Z_F —(1*'\\" \ ‘XT\VHH’ -(_,\\)\P\}
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Usando o procedimento usual:
N y . SJ\)% 4 =P ¥ ey
C* (N—‘\\L (T -0 N = -((4—@{“

Algebra; P:Q—\{_C\ ; 53‘9 9\},: o) : 9"2"-_—_ B'NE

|

:_3’” ot - 1\ N <\[a S| - {1e-40- (19 20r -]

Passando entao para o espaco euclideano e fazendo as integrais em g WF .

: f
F\W :Zﬁ\ (AN g Ag'% Eﬂ(%"a\ aﬂ“\l["iw—q\wm—m\}

NV

L/_\_‘
+ P() _:),}\ Z)HV f[%(;—m\x + %(44 x\J r'( 5&) [(4 ‘\/\(1 lm\ +(1 H\()-X\]k
(eq. 172.1)
O diagrama (III) é obtido usando a regra 153.1:
)e, PL
%ﬁﬁ( )
w\% gm\ 6
X[P‘dre ¢ (‘h P?)\’GJ Nc’ v {Mefbge/ P o \,F}\_P«\) e‘fs,ce(?j\, P ap Wﬂ
o}

°?s
T T e )

b‘f 1 W({x_,l
m&\m§ R G gtm X a )

(eq. 172.2)
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Para facilitar a soma dos diagramas (II) e (III), vamos complicar a expressao 172.2:

r ale 5? '] X /IX +B
——9 (0 \ /==
m&m & Ky P a 71:%

_ z)_ CXCGXSKL I géﬂ& z (X_llx l:(l—\—(’\ _K\L Q\Ll =

(20N

al
g U PR W B TR B TS AY)

QU

(eqg.173.1)

Somando 173.1 e 172.1 temos (considerando os coeficientes dos termos em azul):

(egs.173.2)

M(1- %) Z)W

Pe-5)y7

=979 -

(a)

[M(& M (1- \c\:) [”I(é"\w("—w\] = ":(B—Au\(‘)—‘\%("—w\

(3) -3 {% (oiS + L1 x\j

5 — [(4 -4\ (1 SN H(1 w\()—x\]

O que precisamos é que o coeficiente de (b) e (c) sejam iguais (com sinal oposto), e que (a)
desapareca. Mais uma vez o diagrama do Ghost é essencial, calculemos (I'V) (usando 149.2 e 149.3):

Jc)‘

ol

elc.\c_(c”\o5 c, )

c)mq_ (.()tré

QM _(—4\8 yu\‘—P ((’;\H‘\ qgje P : 5 (1+P§

(eq.173.3)

L"m

A
SO 5

0)

1'%\3']0 clLL%W-ﬂ*_ ] [:\t(’l—\\] 1&
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Vejamos primeiramente como isto muda o termo 173.2(a): _ (- (L\l
() N NA~——
a
‘_(1"}/’3 Z)W"\l » 1 (}Ag\(‘)'-"\“«(’]—m\ - i w1 —Y(\: “((’l’“(\q_(}f <X "1 ‘é }:
s N 2
4d-3 -8

~ N (D)

O efeito deste (’I —-)é) é eliminar o polo em d = 2. Lembre-se (pgs. 79-80) que a funcao r('l - 341\
tem polos em d =2 e d =4, o que equivale a uma divergéncia quadratica. No entanto:

(-

E a funcao r(l’ 1\ s6 tem polo em d =4 (o que equivale a uma divergéncia logaritmica, que é o
que queremos). Assim, podemos trocar 173.2(a) por adicionar uma contribuicao igual a:

YT (2=

Ao termo 173.2 (b):

(b) ]

DT 0 gt et

Se tudo der certo isto deve ser o termo 173.2 (c) com sinal oposto, vejamos como ficou o ter-
mo (c) com a contribuicao do Ghost:

P(l_{i} O)’J ‘\V (:7 \[(4—&/)\ (12N +(1 w\(;—xﬂAr{:m('l—x\\J -

:—(1 ‘J(L\(’\ —)\\(\l _ L/\.H(X(;-KX*—VL(’]‘- \.\ = __(/l —J(L\(/\ _)\\(\l _
\_/-V_//—/‘
— LN +>X+X~y}

Para colocar (b) nesta forma note que estes termos se encontram dentro da integral:

{
SJL d v(_w\ onde: A: - (1-W) <\\’

A‘V\A w— 1- 1
A { o q \5 4 /]
4/— w) = - 43(, — - ('1-\\.1 = “ i
N = D(A-w =D §M 5-% ?( ) 45 é-/lf 3 E"/«((q X\
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Entdao podemos fazer esta troca em qualquer um do termos somados. Em particular:

e Aes D e s A
RN 2 o~ — BN

Voltando ao (b):

— (4-1\1- AN 1S +1 (mt\ Fy 0N 1~(L\.._
= —@-Q‘O”\“ + X (3—1\4-(3—1\— -5—1\+£
| ] x[paon e )T Qg

- N —

’)\J+"l:°‘/(“&/}\ Aé—)\+3—l—(]:13’7+@"‘\

:‘fwl(’l-/ ‘“1&4//S+n() 1 - L1\+ =

= Y ——d/—— 4’33 ‘) 1= ,)S’_:
\L(’I - Lim( Y+ L-1 )++L

O\
Leg-(-by

1-= w — 1
( x (D‘ 3 + A que é exatamente o termo (c) com sinal trocado.

—

Logo a soma dos diagramas (1), (I1I) e (IV) nos da:

{
aj‘g\wx C;CG-\E (Bw u\\ >gﬂ E,%p(l_%\ B/] "%B(D\vf_—ﬂl 4_%

(eq. 175.1)

Que tem a forma necessaria para nao dar massa ao bdson de Gauge e esta livre de divergéncias qua-
draticas, como esperdvamos. A parte divergente da soma destes diagramas é dada por:

<> Zk'_x_&\ck(c-\i (B P o > \g B’_ﬂw(u—ﬂ +] -
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- ﬂg Ci@\i‘&(?)” = Tﬂﬂ MB-%) - 43 +1J _

%)

\!
)
/\
(@—tC
R 4
<
—,
|
_C'
_O
\_/
o+
y
f\
Lfl
\\fl_/
M
e~
D
V

(eq. 176.1)

Parte dependente de Gauge ﬂ/}

Lembrando que este resultado foi obtido no gauge Feynman-'t Hooft (§ = 1). Se tivéssemos
feito o mesmo em um gauge geral, muito pouco mudaria. Basta fazer a troca:

——.S_‘—Na—i}“g
3 Y

em 176.1 para obter o resultado geral:

PSSR RSRE T FY PR

(eq. 176.2)

Funcao f3

Uma vez que facamos a renormalizacao da teoria de gauge nao-abeliano teremos que intro-
duzir os seguintes contratermos:

AARVA = —)v(kl (A'}\)"QLNR\)BSO\Q‘—53 (SZO\

(obteremos a relagao entre y3 e 83, que é a
mesma para qualquer escolhade §, com&=0a

_(_®+ = A V S;_ conta é mais facil )

/g\ _ mt*\é" 3,

Consideremos o propagador do bdson de Gauge (estamos sequindo o mesmo raciocinio da pag 109):

Q@

C—(p\ ’\/\N\/\-l-(LFAV Lol + ARV Y -

A, — 4
Q p(k\w T D, {«{ o 55]S>DCR\W
151.2

Y ‘Q ?’
D(k\ﬁ 2) K - % Au 7“\ 1\7("‘\»\/
Somadaseqs.176.2e171.2trocando: ( (1 —4) LHCA,\
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A equacao de Callan-Symanzik para a funcao de dois pontos é:
w9y p(yd PR n uﬁ\(z\ 6 | - 0O
M )(6

Toda dependéncia de G® em M estara embutida em ;. Notemos que:

JL,J feoo (mgl&fmf _ %( }2 yiB B ylxalth: O :(QQXP’&(QE> Q’L,Jw
ﬁ{.
Entao:

D(m*oih"” ) Bt :EW(_LA%\(KA‘P-[L")M%:

-
’-S—kq (k ‘6,«4 CAD

Portanto: c\(’EL\ [ (h‘ vl 9«0\5

(x\
Comparemos as ordens em g dos dois outros termos: P(b\ 4 aﬁ\(‘b\ G—

A= \‘(X"b\ =) (9(};\ \9(?)\ \5(‘63 ®(1\
Lo

Podemos, em primeira ordem, ignorar a funcao 3 e obteray:

Do md N
A K\B(oh\ G af’\(’ © _ [?S'N _ R, pulg(\k— ks

)% M&E G

(151.2) ‘?
\\ NS N\ ;l N

(eq.177.1)

Que é exatamente 0 mesmo que obtivemos para um escalar na pagina 109. O mesmo racioci-
nio nos daria, para o férmion:

ﬁ\(x\‘ 3 M" N

(eq.177.2)
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A funcao de Green de trés pontos nos fornece o contratermo 9, e a funcao beta:

b - [/i A;@%+W+M7F @ - +®+}

+
0y L9( N an @%\ e by

A logica é analoga aquela da pag 110. A equacao de Callan-Symanzik é:

J (»\)
[M()T’\ x-P(B\%XA—uK\ (ub\ 4—\(‘(?)\\X =0

)
As contrinui¢cdes para S)—(L vém dos contratermos e comecam e ordem g>:

(A5 2 R i) (Ao
kh& ) 28 _33

nd o _ (,m)(ﬁ_x Md% GRS 35 -;\bx,}\

;%—Cr(\"\ T A(Mﬂ)(ﬁ—i Go\? A‘B(W><+§
) - 28, X 06>

VT
(Mﬂ)(ﬁ—i 5}\ 337\( ?354 X\\— P(B\A— Mc) Bt HZS%X: 0

P('bx «.3 M%\ (-34+1S,\+§5 DY ’*"QS>

pp-yrLlssots |

(eq. 178.1)
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Agora so resta determinar os contratermos, 85 tem que cancelar a parte divergente das equa-
coes 171.2 e 176.2, portanto deve ser:

is = (‘@%ﬂ% ﬂ{ np Cy + K BC;C@\} '_‘(( l\i:\ )

Su%qwcm: N

3 SE—E\Z;/L‘ np C (O RGeS

3 W~V
(N\\ (eq. 179.1)

Para obter 6, temos que calcular o diagrama:

(£ =1, 0 mesmo que usamos em 176.1)

= -y G0 (3-1) Jﬂiw _(Ly‘\_l\ RO -)\ Lok
GRS (Prey ) m (-0
1-Y
—_.,B_C_A(n\% g (4—%\@-%1{—_5;\ = _%_jzé oy 1'(a- §+
U‘V\ A A ey (eq. 179.2)

parte divergente

[—v—r—r&-»—-\r%—@%L =23, = _"g_ __s(l_ \ C.(rYN

(‘\\T'\ (N\ B " (eq. 179.3)

Resta apenas calcular §,, que vem das corre¢des ao vértice, que a 1-loop sao:
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Podemos obter a divergéncia deste diagrama de forma simples, tomando o limite p grande

(nos casos anteriores haviam potenciais divergéncias quadraticas que se cancelaram, por isso foi to-
mado um cuidado maior).

PPN
ﬂi\ 5 ):C&m G\}Jc (;1(*3 : p();\f

Y\\[cm\ lc@]w[p(l_ey_ }

(eq. 180.1)
Usando a mesma ldgica para o diagrama (b), temos:
N~
(6\6\,{3_{(‘2&6\{, f-h ._A.
=X (“X‘ W-oy (-py
N2 \ \
' 6 ? [aﬂ(jﬂa—my * Z;P(—‘k -k+r\N "'6” (kv —C\\\)\&

P.\ua tQ, t<. _ %_Q‘,\u. ( )‘h - A 1(,(\—\ JC

L\) conforme vimos acima
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(eq. 181.1)
PR R e
R T ( N
(eq. 181.2)
Finalmente, usando 178.1,179.1 e 179.3: (eq. 179.3)
L ¥
= /V\é. _ . 4 _B\
}(‘6\ B ()/v\{ Sy +SS% zg \T‘%\‘(CA(\”C (G\j %Y\_ GO0+
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m < v = (-1 ”1@%;\1 ("35 . (6 - js_hpC (m\)} _
w068 4 gy Q
(eq. 179.1)
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Que é negativo para “p Ly < 47;] Cs )

N=3
SUNN): Ca(e)y=N k =) ﬂ( < 1N QCD: ) ol < B
pu =< =
Férmions na fundamental: C(N)) = ﬂ/:. ‘Q X

Teorias que satisfizerem esta condicao terao constantes de acoplamento que vao a zero (as-
sintoticamente) para energias altas, é isto que chamamos de Liberdade Assintética e isto de fato ocor-

re na QCD).
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