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Usaremos, com muito mais frequéncia, uma outra definicao para “conectado” - querendo
dizer que o diagrama conecta todos os pontos externos entre si. Nesta nova definicao, os diagramas

acima ficam divididos entre:

Conectados: >< >©<

*\— e
Desconectados: I

.

Ambos conjuntos entram na soma da eq. 69.2, somente as bolhas do vacuo foram realmente
canceladas pelo denominador.

o

Com estes resultados em maos ja conseguimos calcular quaisquer correlatores na teoria Ld*.
Daremos uns passos atras para ver como obteriamos estes mesmos resultados usando a quantizacao
por integrais de trajetoria, passando antes por algum formalismo que sera Util nesta quantizagao.

AN

O oscilador Harménico forcado

( Nastase 7 e 8, Ramond 2.3)

Voltando ao mundo da Mecanica Quantica, vimos que podemos escrever amplitudes de tran-

sicao na forma: ¢
"{ \dfroie - HEee]
t
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]:(‘\\t)it§=4<\‘,fl(1,-€>:(c\‘le \<\>< D Dp E¥

pg 18 L; eq. 20.1

E também os correlatores:

GlA, - B =R TEEN EN 13 = \Dyy © (8 g
(eq.25.3)

Vimos ainda que é possivel obter qualquer correlator a partir do gerador funcional:

SIy;s ) REIE S T
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simplesmente calculando: G ({1 y '\tV\B = éj{{\ - .333@\2[-51/
A q A LY 5 -0
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Neste procedimento, a funcao J(t) nao passava de um artificio matematico, introduzida ape-
nas para definir o funcional gerador e igualada a zero assim que possivel. No entanto podemos nos
perguntar o que acontece se nao fizemos J(t) = 0. A acao definida com a inclusao do termo com J é:

SLyT)= SDA#SAJ: REG RS

o o SSUY ) S
que, pelo principio da extrema agdo: - S/L(\l y O () =0

Se L(‘)\: ‘;LJV-‘”){B =P ~wl<1 - Q\ +§,@:0

Oscilador Harmonico Forcado l

(eq. 71.1)

Note que J(t) € uma forca externa ao sistema descrito por esta eq. de movimento, no sen-
tido de que sua dinamica nao é influenciada pelo valor de g(t) (ou suas derivadas). Todo o com-
portamento desta “Fonte” é estabelecido a priori por fatores externos e o que resolvemos é a
resposta do oscilador a isto. Neste sentido vemos que os correlatores da teoria descrevem o
comportamento do sistema isolado, na auséncia de fontes.

i W) b 1\

SIS =L -w ) . " :

A acao Py é quadratica em g e portanto podemos fazer a integral
de trajetdria usando o resultado da pg 22.1 para integrais gaussianas. Ha, no entanto, um sutil proble-

ma ligado as condi¢des de contorno de q(t), vamos primeiro fingir que nao notamos este problema
(ou de fato ser honestos a respeito):

SCﬂTSA&L%eﬁ{L—% 4—3‘\1:8 E/)C\«-’rw +)<‘}
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O que leva a integral de trajetoria:

D]% q cxr’% [/) (\Ai-(-g_y-“}\ A_I]: L(é,é_z_Jw‘
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Comparando com 22.1:
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Lv No entanto temos uma singularidade aqui, que seria evitada (como
fizemos antes) escolhendo caminhos apropriados no plano comple-
XO.

Esta singularidade invalida a inversao que fizemos de A'? A pergunta sé pode ser respondida
pensando em que espaco de funcdes A" esta agindo, pois neste caso podemos pensar no operador
como uma matriz e ver que, se existem funcdes que satisfacam:

—-1 -rwl‘i (&\ Q
(eq. 72.2)

isto significa que o operador tem autovalores iguais a zero e é singular, nao pode ser invertido! Para
piorar, estes modos de autovalor zero sao justamente as solu¢des classicas do oscilador livre.

| ot
(H=Cse

Para consequir inverter A, portanto, precisamos excluir estas solu¢des do espaco em que A’
esta agindo, o que quer dizer que precisamos que elas nao sejam varidas pela integral de trajetoria.
Lembre-se que para definir a intregral de trajetéria, temos que também escolher os pontos inicial e
final da trajetdria, que estao fixos. Note ainda que a equacgao s6 tem solugdes Cf(Q t e[+, ’tP\X
nao triviais se:

1 ({;\t )

ou
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Vamos entao fazer uma mudanca de variavel e escrever:

?69:15A+%W5 —D th\=ﬁﬁg=g

(eq. 73.1)

L Trajetoria classica, com condi¢des de contorno nao triviais

Do ponto de vista da integral de trajetéria, mudar a integracao de 9 para Q € o mesmo que

uma mudanca de variadvel dada pela adicao de uma constante em uma integral usual, estamos apenas
somando um caminho fixo. Entao:

'S Pl o iSLyw+4 S
391 LTI :g’m ¢ !

De fato, isto decorre da definicao da integral de trajetéria de um modo trivial:
I —_ o ~ T 0
T dq, = 1T+ = 114%

A

L numero

Lembrando que (pg 22), se acharmos um extremo g, de S[q,J], podemos escrever:

S ‘)31 = %/’\c\l -)—3‘\ /\/\_jia:n\e:teaa?éoparmor\ .
- Sl}mﬂ g % ACT-0) :SIT.;S] 15|94

L)

N rq.3 _
ﬂ(:cf))] (I-O
1= 1.

Acontece que ‘1& é justamente um extremo da acao, de forma que:

~J

]
<(9,3) = SF1a,3] *SFy-1a ;01 = L9, 3 ) = SF1, 3 +5L; 00

(eq. 73.2)
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esta integral agora esta bem definida, mas ndo interessa o seu resultado pois ela independe de J e
pode ser absorvida na constante que acompanha Z. O importante é que a A que vai parar no deter-
minante € obtida invertendo o operador A" numa base em que ndo ha modos com autovalor zero

(eq. 73.3)

N %E3]= )\(CLSBJJ’TX

(eq. 73.4)
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E a equacao de movimento para 9, é

a7 =T

(eq. 74.1)

E a solucao:
1&(%;3\2 ﬂQLf;O\ +k(&.j)(&\

[ N 1
& ﬂuz_ (_'EJ O\S = () ( estassao as funcoes problematicas que satisfazem
aeq. 72.2,posso inverter A porque ele agora age em
Ju.(e;3), 0 segundo termo acima conserta o problema)

Note que:
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Co NS T emt (po:isgso |

suprimi as dep.
N em t)

130 k9 (0T
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QES]= )\(CI\- & _ )\( e 3 T

N
(eq. 734) - /

[ Ainda resta saber qual é a forma deste A quais condi¢des de contorno usamos para Cl&(t ; 3)

na eq. 74.1
Uma opc¢do que temos para evitar os polos em 72.2 é tird-los do eixo real, faremos isto segun-

do a prescrigao:

(eq. 74.2)

1 RS

(eq. 74.3)
—.P (-~ ¢ ) que obviamente nao é inocente, compare com o propagador de Feyn-
P (t f\\ _ 4_6 ‘[ man naeq.46.1 e note que estamos fazendo uma “teoria de campos”
- S O LE com 0 dimensodes espaciais e uma temporal:
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Voltemos entao a equacgao 74.1:

N7 =T P L w‘}w\v\

—p - .
E lembrando que: ~</3)_ H,f} <~S(X‘E e p e~ = S(+-t)

b_tL ’&v P1 "U\)l-\— N
K/Vq\_J
N A, (& -+

Fica facil deduzir que: qQLt\‘S\ = c)%\ AFU"JC\ N (.’c\

\
. — ) algum nimero
Assumindo que ) (fc\) — O /{ —v T o2 = gc)JC - SJE ﬁr?ito pois fora
T 4 desta regiao
Jit)=0

Entido: £ 22 —=» 7&1(6_

const
T .
. T
rAawt \ it \ *otaw
- T\ = t € 3 {-\ = A e
.E.-ﬂ —p Tu N € SA ~ L

Vemos que a prescricao 74.3 (chamada de prescricao de Feynman) é equivalente a resolver
74.1 com as condicdes de contorno:

~wt

7 « (ﬁ""be,—s\ = (f— (somente frequéncias positivas se propagam para o futuro)

wt

(somente frequéncias negativas se propagam para o passado)
(eq. 75.1)

o (b= -=,3)z "
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e estas condi¢des exigem que J(t) seja limitado no tempo. Além disso, como estas condi¢cdes nao per-
mitem solu¢des nao triviais da equagao 72.2, vemos que a integral de trajetdria original em q(t) esta
bem definida (com a trajetdria classica satisfazendo 75.1 e a quantica satisfazendo 73.1.

Espaco de Fase Harmonico

Vejamos agora como podemos tratar este oscilador forcado de forma mais rigorosa. Comecan-
do com o oscilador livre, temos:

A
N 3 N = — CQ&\"- C\(e\l
HP, 9y = %-I-\ij, = 107 &

l > PLEy= -‘@ [al) —oZCe\

—wwl

a(e) = Ew‘\—LP—l = oa(oy €
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O = mbegrd

(eq. 76.1)

J (quantizando)
("\(’\B N J:,t\uJﬁ\"]—_-'\
N
Espaco de Fock: ("D = \S-Y—T\\(_":\-} 1o™>

Até aqui, nada de novo, mas podemos também definir um outro conjunto de estados os esta-
dos coerentes:

'\1' ~ AN
[o<> = Q&Q(O>=§ :4—‘)(@\ ]O>

n7 0 (eq. 76.2)

. - . o A
Estas combinacdes lineares dos estados no espaco de Fock sao autoestados de o :
A + /\4

A A A
=~ & IOB+€ alO> =g o>
Q2> w oale [ , J N
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G\)Q>= < [ <">|(eq. 763)
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=< | (eq. 76.4)
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Note que: L
**& < < o
o> = < 0O € l=> = ¢ :O/\:4/> = € (eq. 77.1)

<ol & +\&
5 v

E temos a identidade (provar que isto é a identidade esta na lista de exercicios):

dot 2 f_“"‘*

[o<><°‘<f'l
AT A
Usemos agora estes estados para calcular a amplitude de transicao entre estados:
\ 0 < -&ﬁ -
F(‘X’Ftidlﬂz R [ F> - e | € | >
J
Mudando para o oscilador forcado:
+ a — AT J
H_P_+w’j‘_q3~wack“q\[3a+3_e\1 \6\(6’\3_3}\
oo O
AT A + N 24
H( Ny ) ’Q = W &_}CL - 8T _:§(€\Q\ (eq. 77.2)

LJ dependem ou nao do tempo de acordo com o quadro, neste caso nao pois estamos no q. de
Schrodinger

Vale que:
*

- AT A =
=T H(R) R O IP> = B O IR> = v )p ) € (eq. 773)

Agora seguimos o procedimento usual para transformar a transicao F em uma integral de trajetéria,
dividindo o tempo entre t e t'em n+1 intervalos de tamanho «:

€ = '-< ‘é‘(.‘,:‘ﬁ : < ,_‘:«w"){")t\:fﬂ“\s
N+ 1

das n identidades inseridas
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(aqui esta a vantagem dos estados coerentes, se tentassemos fazer o mesmo no espaco de Fock apareceriam problemas pois
o termo com fontes mistura niveis de Fock diferentes)

.
F (D(* N _()J<\ S [Ju(‘w\ 9= (h)] Exp ""“Zé H(M"‘(fm\ oty -Q:} -
. —

wEXP L <) (2 \} Exf’ <) *(fﬂ
~=Q

~ =1

Ex P[Q‘Gc\ ()= o ()< (EQ) + ot (E) < (ae) - B (A SITIA R (T(APE ST x(t\}
— .. _ \’

“orfao”
No limite € — 0O € = Cté < (£n) < () T A\Z &*(E\ = [‘CS
_t\
— \ > 1 . ;4*(13 *
R = =\ DD e 1 (Ve [ B wtny - A +»<Lex«xwg
< (eq.78.1)
\ aqui termina a Lecture 7 do Nastase

Para resolver esta integral precisamos pensar um pouco sobre as condicdes de contorno. E
tentador dizer que a* e o estdo ambos fixos nas “bordas” (t’ e t), mas temos um problema, pois estes
sao autovalores de operadores diferentes (4" e d respectivamente) e estes dois operadores ndo comu-

tam. Sabemos que, em mecanica quantica, a nossa capacidade de especificar autovalores em um
mesmo estado estd limitada por:

A Al .
G:x Q\g = 1 )I\ ZW) E*\,B) ]\!{> ] (Griffiths de Mec. Quant., sec 3.4)
—_ D)

A A A “ 3

L(Tg—_ <\¥)(o - \94\ V> = <Y)I V> = < VIO N>
0= <Py >

[§f)=ak = o0y 7 B¢

Como estamos no quadro de Schroédinger e os estados evoluem no tempo, nao podemos especificar
o @ oL a0 mesmo tempo no estado inicial e nem no final, mas podemos fazer:

-E ¥ < (Y= =< ol (1) élivre <V= =a> . .
«Q D este objeto vai aparecer

\ * * exponenciado em todas as
'E ¥ =< () = =< < () élivre ((7; = -o) integrais da trajet. p/ Fou Z

,Si«x | J‘l
¢

e portanto podemos usar o principio da extrema a¢ao para achar a equacao de movimento para as

Note que a equacao 78.1 esta na forma: [: = SMFD.J



