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Vamos entao fazer uma mudanca de variavel e escrever:

?69:15A+%W5 —D th\=ﬁﬁg=g

(eq. 73.1)

L Trajetoria classica, com condi¢des de contorno nao triviais

Do ponto de vista da integral de trajetéria, mudar a integracao de 9 para Q € o mesmo que

uma mudanca de varidvel dada pela adicao de uma constante em uma integral usual, estamos apenas
somando um caminho fixo. Entao:
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De fato, isto decorre da definicao da integral de trajetéria de um modo trivial:
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Lembrando que (pg 22), se acharmos um extremo q, de S[q,J], podemos escrever:
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Acontece que ‘1& é justamente um extremo da acao, de forma que:
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(eq. 73.2)

= 12ZL3)

«SLR:0
: C;LS[‘LHT} gfpzr ¢ A 1) 1

——

esta integral agora esta bem definida, mas ndo interessa o seu resultado pois ela independe de J e
pode ser absorvida na constante que acompanha Z. O importante é que a A que vai parar no deter-
minante € obtida invertendo o operador A" numa base em que ndo ha modos com autovalor zero

(eq. 73.3)
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(eq. 73.4)
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E a equacao de movimento para 9, é

a7 =T

(eq. 74.1)

E a solucao:
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[ N 1
& ﬂuz_ (_'EJ O\S = () ( estassao as funcoes problematicas que satisfazem
aeq. 72.2,posso inverter A porque ele agora age em
Ju.(e;3), 0 segundo termo acima conserta o problema)
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(eq. 734) - /

[ Ainda resta saber qual é a forma deste A quais condi¢des de contorno usamos para Cl&(t ; 3)

na eq. 74.1
Uma opc¢do que temos para evitar os polos em 72.2 é tird-los do eixo real, faremos isto segun-

do a prescrigao:

(eq. 74.2)
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(eq. 74.3)
—.P (-~ ¢ ) que obviamente nao é inocente, compare com o propagador de Feyn-
P (t f\\ _ 4_6 ‘[ man naeq.46.1 e note que estamos fazendo uma “teoria de campos”
- S O LE com 0 dimensodes espaciais e uma temporal:
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E lembrando que:  « </3)_ H,f} <~S (X_E e p e~ = S(+-t)
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Vemos que a prescricao 74.3 (chamada de prescricao de Feynman) é equivalente a resolver
74.1 com as condicdes de contorno:

_ _Awt o L
T « (ﬁ""ha, ) \ = e (somente frequéncias positivas se propagam para o futuro)
A L )
‘\ o U_ SN -—J-X - ¢ (somente frequéncias negativas se propagam para o passado)
| ol
(eq. 75.1)
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e estas condicdes exigem que J(t) seja limitado no tempo. Além disso, como estas condi¢des nao per-
mitem solu¢des nao triviais da equagao 72.2, vemos que a integral de trajetdria original em q(t) esta
bem definida (com a trajetdria classica satisfazendo 75.1 e a quantica satisfazendo 73.1.

Espaco de Fase Harmonico

Vejamos agora como podemos tratar este oscilador forcado de forma mais rigorosa. Comecan-
do com o oscilador livre, temos:
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(eq. 76.1)

J (quantizando)
("\(’\B N J:lt\uJﬁ\"]—_-'\
N
Espaco de Fock: ("D = \S-Y—T\\(_":\-} o>

Até aqui, nada de novo, mas podemos também definir um outro conjunto de estados os esta-
dos coerentes:

'\1' ~ AN
[o<> = Q&Q(O>=§ :4—‘)(@\ ]O>

n7 0 (eq. 76.2)
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Estas combinacdes lineares dos estados no espaco de Fock sao autoestados de o._:
A + A

2ot
Ueo = 47108 == [, 6 Yo
[D\Qrcax- L&t-)k)l—k-(a\ Q]().FQ‘_CE“\ dl O v\(a+)
7oy 940\ et + - #
[2,M=0 N ) n .
— L QL -
(n- 1\'@3 . Z( -1). =
WZ) WZA

A
A )e> = < [=<>|(eq. 763)
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Da mesma forma: 2 <°2“] =< o 6‘4
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< ot N o T T (eq. 76.4)
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Note que: L
**& < < o
o> = < 0O € l=> = ¢ :O/\:4/> = € (eq. 77.1)
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E temos a identidade (provar que isto é a identidade esta na lista de exercicios):

dot 42 f_“"‘*

[o<><°‘<f'l
AT A
Usemos agora estes estados para calcular a amplitude de transicao entre estados:
\ 0 < -&ﬁ -
F(‘X’Ftidlﬂz R [ F> - e | € | <>
J
Mudando para o oscilador forcado:
+ a — AT J
H_P_+w’j‘_q3~wack“q\[3a+3_e\1 \6\(6’\3_3}\
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AT A + N 24
H( Ny ) ’Q = W &_}CL - 8T _:§(€\Q\ (eq. 77.2)

LJ dependem ou nao do tempo de acordo com o quadro, neste caso nao pois estamos no q. de
Schrodinger

Vale que:
*

- AT A =
I H(R R O IP> = HER O IR> = v )p ) € (eq. 773)

Agora seguimos o procedimento usual para transformar a transicao F em uma integral de trajetéria,
dividindo o tempo entre t e t'em n+1 intervalos de tamanho «:

€ = '-< ‘é‘(.‘,:‘ﬁ : < ,_‘:«w"){")t\:fﬂ“\s
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(aqui esta a vantagem dos estados coerentes, se tentassemos fazer o mesmo no espaco de Fock apareceriam problemas pois
o termo com fontes mistura niveis de Fock diferentes)

B (o(*f . _().k\ S | [JM({-»\ 9= (‘h}] ExP [ Ze}.{ o (301) (rdyy 13:} g

xEXP 2_’ <)< \} EXF[Zf%"ChH) %(t}
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Ex P[Q‘Gc\ ()= o< (E)<(E) + wc“(f“\ (b = 2 () = LLEN ()1 T ) x(t\}
— .. _ \’

“orfao”
No limite € — 0O € =< Cté < (£n) < (b — A\Z N*(E\ = [‘CS
_t\
— \ N . 6 2 *
Flod e, </ =\ P P EXF Y- Z[ - (%Y - H] + o< (£)oc (6)
< (eq.78.1)
\ aqui termina a Lecture 7 do Nastase

Para resolver esta integral precisamos pensar um pouco sobre as condicdes de contorno. E
tentador dizer que a* e o estdo ambos fixos nas “bordas” (t’ e t), mas temos um problema, pois estes
sao autovalores de operadores diferentes (4" e d respectivamente) e estes dois operadores ndo comu-

tam. Sabemos que, em mecanica quantica, a nossa capacidade de especificar autovalores em um
mesmo estado estd limitada por:

A Al .
G:x Q\g = 1 )I\ ZW) E*\,B) ]\!{> ] (Griffiths de Mec. Quant., sec 3.4)
—_ D)

A A A “ 3

L(Tg—_ <\¥)(o - \94\ V> = <Y)I V> = < VIO N>
0= <Py >

[§f)=ak = o0y 7 B¢

Como estamos no quadro de Schrédinger e os estados evoluem no tempo, nao podemos especificar
o @ oL a0 mesmo tempo no estado inicial e nem no final, mas podemos fazer:

-E ¥ < (Y= =< ol (1) élivre <V= =a> . .
«Q D este objeto vai aparecer

\ * * exponenciado em todas as
'E ¥ =< () = =< < () élivre ((7; = -o) integrais da trajet. p/ F ou Z

,Si«x | J‘l
¢

e portanto podemos usar o principio da extrema a¢ao para achar a equacao de movimento para as

Note que a equacao 78.1 esta na forma: [: = 7,¢—D.£
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solugdes classicas do sistema. Podemos re-escrever a agao de duas formas:
\

L
.t

As equacdes de movimento obtidas (no interior do intervalo [t,t']) sdao:

S x{}\@j—&&\ 4%‘\*‘(—@\(5 ir%gs -0

con(®y

t

K {
< = SBZ [ 2 (2 - H] Sl (¥ = %62 }:- LFCRY (2 -H] o =Ry ey (6)
T

w

+-Q¥(€§§rﬁﬂ

M _ g

A

_D

—

’
A

(<00 R

%, * N —

oluj— Lm»q,\—x\ﬁ\ = O

Que tem como solucao:

dec (D B
)

Sy

sx*m/ Q
Z=¢

com as condicoes:

Sum/ =0

(eqg. 79.1) ¢=1
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Note que:
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(eq. 79.2)

Usando estas solucdes (ou as equagdes de movimento), da para mostrar que (exercicio):
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Compare 79.3 com 74.2: mais uma vez temos um termo indepente das fontes (que em 74.2 foi absorvido na
normalizacao) um termo linear na fonte e um termo quadratico, de onde podemos obter o propagador.
Vamos usar o mesmo método que antes, fazendo:

o (B = o2 LY + <)
() = S () + =T
De novo, podemos mostrar que:

s l}((a J"j‘&\)) G\J?l - SE“‘L&\) og ) ) \@.?Xﬁ's [;2(@5,;2*&\ 50»03
e obter, de forma analoga a 73.4, que:

i = /‘( QLEI}{‘R SBL*&fﬁjl

Para relacionar este resultado com o anterior, temos que escolher os estados iniciais e finais como o
vacuo:

+
|<> = eﬁd\ 0> — =t =0 = |x>=[0>

\

E entdo tomamos{+ —v —=2
Z{_ — + D

De 79.3 obtemos:

W -1 N
z[3) = <0,=2(09, @> }\( EN’{u«_\\ ‘)’“Dﬁm S\_(SM— ( HK‘(&S}

(funcional gerador das transi¢des vacuo-vacuo )

-1 PR Y = {_41 T./AFT\}
4t

3/ A/\ﬁm (eq. 80.1)
: = Q| O ~°D>
Note que: /\( <0,R| O, 0| eq. 802)
4 _iwls-58'
A= toe
;J (eq. 80.3)
Que é o mesmo resultado obtido na pg 75. Note também que a condi¢ao de contorno:
=0
L6 —)) sOtemos a parte de criacao no passado
L~ —w

2 (8) ¢ autovalor de O\_\_
() livre
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A
o =0 . .
(€ —) sétemos a parte de aniquilagao no futuro
'(_ — 4 D
< (£) éautovalorde &
< (£) livre

/) —Lwt + L‘M'k'
Como T({\:/ [O\C + 4 @ :x
{aw®

verificamos que isto € o mesmo que as condicoes 75.1.

O que ganhamos fazendo de novo este caminho? Para comecar ele é mais limpo, nao houve
0 uso prescricao alguma. Adicionalmente vimos que o resultado final sé péde ser obtido escolhendo
os estados inicial e final como o vacuo, este passo nao ficou explicito no caso anterior. De fato a proje-
¢do no vacuo estava escondida no uUnico lugar em que poderia, na prescricao de Feynman que, como
ja vimos, esta intrinsecamente ligada a projecao no vacuo assintotico (para tempos grandes) da teoria.

Rotacao de Wick para o tempo Euclideano

Até agora viemos fazendo integrais que tipicamente envolviam exponenciais do tipo:
+ P
. 2
IR
e €
— D

que exige que o, ou x sejam tomados ligeiramente complexos para que a integral convirja, ou seja, es-
tas integrais s6 estao definidas via sua continuagao analitica. Este tipo de integral aparece com fre-
quéncia em teoria de campos, pois em geral podemos expandir as integrais da acao em torno da so-
lucao classica usando a Saddle Point Approximation:

S=5Uqe] + %\81* Smgc\}f' \()(Sf\

se a acao ja é quadratica em g (e.g. no caso livre)
este termo é zero e o resultado da SPA é exato.

Uma outra forma de olhar a continuacao analitica é fazendo uma rotacao para o Espaco Eucli-
deano, este procedimento é também bastante instrutivo pois revela paralelos interessantes entre a
Mecanica Quantica e a Mecanica Estatistica. Pois bem, analisemos o seguinte caso:

« —
)-| M> = Enln>
E.>0

>Z Jn><n|

Uma amplitude de transicao seria escrita como:
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