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(eq. 133.1)

Analogamente:

5T = - mf -
S

(eq. 133.2)

Bilineares do Campo de Dirac

Claramente, qualquer grandeza observavel vai ter que ser composta do produto de um nume-
ro par de campos de Dirac, uma vez que estes sao numeros de Grassmann. Assim, qualquer objeto
observavel vai ser construido a partir de bilineares, que sao nimeros usuais que comutam. Mesmo em
grandezas nao observaveis em teoria de campos (e.g. o propagador) € comum o aparecimento de bili-

neares, por isso & importante entender suas propriedades. Vamos comecar com o bilinear mais sim-
ples:

6 LV \P — Escalar de Lorentz (por construcao, inventamos \P justamente para este fim)

O préximo que nos interessa é: (/\\ ‘ol My IN) = /\ \6\
O D

AR RV R N R K
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Que outros poderiamos ter? A forma mais sistematica de buscar seria definir:

8,\:?("\‘»

Onde I é qualquer matriz 4x4, e entao decompor esta matrizem uma base para as matrizes 4x4. Dada
esta base, podemos definir um produto escalar neste espaco de matrizes e construir uma métrica:

T(k |: n Poq-\) _ 2)‘&0“‘ (produto escalar)

: . \
Que pode ser usada, para baixar e levantar indices: |’ = sgo‘" {_’L_

— & |'\
Qualquer matriz pode ser expandida nesta base: M = M T

% matrizes
/V\k - \_K(/V\ Pk\ s L namero

- (eq. 134.1)

5;\9\ %L = (rl«)kL aﬁ"s’*% (eq. 134.2)

Suponha agora que estejamos calculando:
(@ /Q\ \P)\\(Tﬁ B kPqS = (@,1);\ AA})L\P;)& (E\Ts\k Bhl @JH\&
A-,;‘\u Bag = A” BL(R_\-;,\D (L AL

Podemos reescrever a mesma expressao em termos de outras duas matrizes, para as quais valha:

A ITEAAS (B Men Py (#)a Neca (\Va\}h

)

. C

("\xs(‘\Jwv NN () (ﬁ;\%

Para encontrar a relacéo entre /-\-,;;\& Beg e My ¢ \\Ja‘}\ basta encontrar a relacdo entre

(n-\;kb ( ﬂ-\ L € (R_\ A ( ﬂ,\ k.?\ dada pela combinacao linear:

(r‘«\;‘r\b (rlu AL = CO\L_CJ (r\c\ﬂl G_\:)\qub

(eq. 134.3)
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Multiplicando esta expressao por (pe \M (I_‘LB }bk temos:

(P«\;}\b (ﬂ, Lq\(PeXM U—‘LB }bk = CO\L-CJ (r‘c\;q\ (r\‘)\qub (QXM QL/\'E_‘?
— YY) ——8 T
T[T TR N =

L_\DTE:_X:BCG
I

Coted = Te[ L LT )

(eq. 135.1)

As equacodes 134.3 e 135.1 nos permitem re-arranjar produtos de bilineares e sao conhecidas como
férmulas de rearranjo de Fierz. Conhecendo o coeficiente 135.1 podemos escrever:

oy s AT BT(R (Mh = A DG (M (D),
% (\E\,\ (L(’z\-,b<$3\k 80,
(\U“ ALY (HBR) = AR (T AN AR

S R G (@R WG

M‘N8

Identidade de Fierz

(e @® Lowy= - (R v

(eq. 135.2)

Outra forma bastante util é obtida multiplicando 134.2 por (\Ul\y\<\—[)3§k( B \h\

)
=P Q\PQ/\ (q 1}\1)13 = —@Ah (F(\%&(\Vx\k (P‘k B\"HX;\
C\PQA (@ B \VLIB = —(B\PWB;\ @5 r‘k\ﬂ\

Que entao multiplicamos por (\E A\ -

(F A ) (T8 9y = (3 ATB Ym0

(eq. 135.3)

Especificando a base como:
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E exigindo a normalizacéo:
Tﬂ [0 \9{) =4 BN\
Z pgorosamente: § = 3 158 ¥ 00 8 VO T S0
VA OIS S Gl

Temos a relagao de completeza:

8’3'( %5‘\ _ j\i (\())l-\s.* (\9~Sﬁ1\

Que leva a uma eq. equivalente a 135.3:

(A9 (BN = -2 (Fiao B WY (3 0.W,)

(eq. 136.1)

Dada a base 135.4, nao precisamos nos preocupar com “estruturas” de Dirac mais complicadas,
pois podem ser escritas nessa base. Por exemplo:

i =Tt G 1

N
: Lo produto completamente antissimétrico
MYP VAP = N3 YAV = PP FPT
\(\[ﬂvFﬂ > €uipo By

Definindo a terminologia, dado um bilinear \P M \‘J , chamamos:

—_—

=1 =y N \\J escalar

(M= “@5 —p ’\I_)— \‘Y) pseudo-escalar

P = A vetor

M- %” %5 =) (P— ™ @5 Y  pseudo-vetor ou vetor axial
M- \Q"" — ? \(\“HP tensor antissimétrico

Se y satisfaz a equacao de Dirac, vemos que a corrente vetorial é conservada:
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WENY + ¢y =Py - nFr =0

—~—

JQ ’—\‘“\\P\ QM):_‘”\\P (eq. 137.1)

V=T =l =

No entanto a corrente axial:

h ?*\HX\Q\) =) c)/‘ '})Ng: ( ()Ayﬁ\w\s\\) +I|3 \Clw\s‘)"\\) =

1)

b

= JUNY— PN Y= a-POY

s6 é conservada se o férmion em questao nao tiver massa:

=0 AN’KI'S:Q

Simetrias C, P e T para férmions

(eq. 137.2)

Além da simetria de Lorentz (uma transformacao continua do espaco tempo) podemos ver se
a nossa Lagrangeana é simetrica sobre transformacoes discretas do espaco tempo. Definimos:

Transformacdo de Paridade: (7 : ('b)"_g} = (£ ,-<)

Inversiao temporal: T : (,-t\?C\ — (-t,%)

Estas transformacdes podem ou nao ser simetrias, nao hd nada que as exija a priori. Embora estas

. . ) . Y —> Y . :
transformacgdes ndo sejam continuas, elas mantém ™= 3¢ -t~ invariante e fazem parte do
grupo de Lorentz, que pode ser dividido:

» Transformacoes de Lorentz (parte continua do grupo)

A 1l =pL]

7| |T

& T
L. =7Ll

“orthochronous”

<~}5—> Ll_ =5 PTLL “nonorthochronous”
“proper” “improper”

Podemos ainda definir uma outra transformacao:

Conjugacao de Carga: C i PARTIcu «— AT PART Vol
(veremos mais a frente como definir isso))
Por muito tempo acreditou-se que as simetrias C, P e T eram, SEPARADAMENTE, simetrias da

fisica, pois tanto a gravitagcao quanto o eletromagnetismo (e depois as interacdes fortes) respeitavam
esta simetria, mas ai as interacdes fracas vieram para estragar a alegria: as primeiras medidas indica-
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vam que a teoria era invariante sobre transformac¢des CP, mas ndo C e P separadamente (a quebra da
simetria de paridade foi bastante surpreendente). Sabemos hoje que ha também uma pequena viola-
cao de CP gerada pelas interacdes fracas e esperamos uma violagdo ainda maior proveniente de algu-
ma teoria além do modelo padrao, pois esta é necessaria para explicar a assimetria entre matéria e
antimatéria. A simetria sobre transforma¢des CPT no entanto deve ser respeitada (segundo o
Teorema CPT, que assume uma série de coisas “sensatas”: invariancia de Lorentz da teoria e do vacuo,
energia tem um minimo global, comutatividade das coordenadas espaciais, localidade, unitariedade -
uma prova do teorema e mais referéncias podem ser encontradas na secéo 5.8 do Weinberg) O que implica uma violagéo
de T.Vamos encontrar representacdes destas transformacoes:

Paridade:

Primeiramente note que P é o mesmo que ocorre em uma reflexao no espelho:
Y

~ —_

> -«

P‘K = @ N A ::“6 _________

>
>

k P ¥
— NE /ABYL‘ = -k "’AB
quiralidade
Isso quer dizer, dado uma particula com spin (ou helicidade ou qualquer momento angular),

cuja projecao da direcao do momento é representada por uma rotacao em torno do eixo definido por
este, sofrera a seguinte transformacao:

A\ A
xJ Y,

oV

Note que o momento é invertido mas nao o spin.

Se codificarmos toda a acao de P como um operador unitario agindo sobre os outros opera-
dores da teoria (os de criacao e aniquilagao), isto implica que:

s o1 N S pt S
PO\;‘ ¥ =\1ch\_?‘ qu,? P YL L_;u (eq. 138.1)
— L, possiveis fases (paridade intrinseca)
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\
/l (eq. 139.1)

Aplicar P duas vezes deveria nos trazer de volta ao sistema original, logo:

T -1
P = P = P(eq. 139.2)

) N unitériaé-)
> \?—\ = ?l" = _"_‘ ’] (sinal que sempre vai sumir em bilineares)
~ Q “- !
definindo: P =(p ,‘FP) N ?c% = = (Cj 05
=y T8\ .
i} = » T e
1

{-Pv

U T fre s rEe F T
G':.C'l CF“S P‘E: _POC,"’_E”EJJ:ﬁ’rGJ

{)-\( =7t +?{1:
- Pt - RN =F (7

T =

entao Note que P s6 agiu sobreaeb w
: x : .

N PX * st X

+ r\éi@_ / ; (?m CE_;‘C(p\e *?L 9\1‘?’ ,\?s(m ¢ >

Pycar =

mm:(-‘““ > (W IRINGS
- S

_( vy = SRS (AN : P4,
—éiﬁ—t.z Lo AT KE)e O BRI (NN \
N X s » leks eye
(eqg. 139.3)

(note que a transformacao de x saiu como esperado)
Para que a integral acima seja outro campo v, ou seja, para que \P(t\\o> tenha paridade bem defini

da, exigimos:

£
/2,( = - YG\ (estamos escolhendo uma representacdo ao fazer isso)

neste caso: _ N Y€
P\p(‘AP ’_YZQ \G \\)( ) m) (eq. 1394) _@h

\—/—\q—’ P . . )
EUNTEN R AT

(P \{)(xc\()gr—' POLP = -2 e \\f(%)_‘”\

PP =P = (P PY Bl Qe
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Vejamos agora as propriedades dos bilineares. O escalar de fato se comporta como tal:

T o P FWPP\PP——\W B -“"\(F\ vk, -T) O ) -

(eq. 140.1)

ja o pseudo-escalar (dai o “pseudo”):

UG LPTPERHP =~ T L v ) (P )

(eq. 140.2)
W “\ k() — = \P(Jc ) ‘{‘ \‘\ﬁ\{\ \p& _—‘\3 Cﬂﬁ(\‘)\‘\ \P)(JC mB (eq. 140.3)
}J;L—pﬂff ("‘\BN = 1 P=0

-1 pfo

(a parte espacial inverte de sinal e a temporal ndo,
exatamente o que esperdvamos de um vetor sob uma transformacao de paridade)

M—% I R ST ER M TR

Lo sinal extra

(eqg. 1404)

(como um vetor, mas com sinal errado, dai o pseudo-vetor)

Inversao Temporal:

A inversao temporal reverte na direcao do tempo, isso significa que vamos inverter o momen-
to e o sentido das rotagdes (e do spin):

a e
O e F O

7 .7 f
~ —_— -—
queremOS entao:

S — -5 momentos angulares (e spins) sao
tt )-)'L\ — (_.‘: .—‘"3 invertidos
Mas ja vimos acima que a inversao do momento, por meio de um operador linear, inverte o sinal da
posicao e nao do tempo. Este aparente beco sem saida aparece porque T nao pode ser implementada
como um operador linear (tem uma prova disso na pg 67 do Peskin) mas sim por um operador antilinear:

T‘E = Z*T T+= -]_U) (T age nos numeros complexos também)
—_ iy + —1
C=NumBER maisumavezz | =1 = T =T =
50 | — oS — oS s —_ (S
e entdo: roST = ol rSs T =4
F (eq. 1405)
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A antilinearidade implica em:

_‘QSF» Ké(()) CJKPK.]_ _ O:_; [U\S(PSX\‘ é—LP(
T
TQ’_S; r\?sthe‘*("‘-l_ _ _( :5;\'\' [’\75(031* eLP\c

0
Considere uma base de spin mais geral do que ( 1 B e ( > com a orientagao do spin dada por dois
angulos 6 e ¢ em relagao ao eixo z: © 4

w2

gC\\\ (o, ) 5 ( SEN(%\

s (6/2)

is S\ g' =& (1) §5 _ (g(-ﬂ ) gGB\ preciso achar (5_;

Sl'_ é(tl\)

dadoque: O~ G = o (—3*5 €

. =D = Y
Se escolhermos um eixo ntal que: n « O

Q

™
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operador proj. de spin

quatro inversdes para
chegar no orginal

5-&&5(?3 = S(%
- G, 8N = ~¢ (1)
~& G (-8(D) = =S

- LT £ ) = )

duas inversoes
resultam em um
sinal (-)

Uaa)
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-S _ 2 __1_0 _5_ 2 1
q4—<°\?;) KP\ E ?‘(9«‘?)'%7’»

(eq. 141.1)
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Para os espinores temos:
Y Sx
A CUE NP AN L B

Fo (o) )\ G
~

(basta expandir a raizem p e notar que:)
—~ 2 —_a 9 ~ A . >_
v = [701 _Ft ] e
= G’L ~.. ;i - ~~ ' '&*]:

I £ TE G )

_—_-G“‘[ A ;o»ﬂ:c,“(?-cr*}

= —k(ou 0?*5 ColeyY = ‘QA K\S N

¥}~ 1
¥ Ay -5 basta multiplicar os dois lados por \6\4 XB eéa ) »
Invertendo a relacao obtemos: | [uS(py) = 4 ¥ #) o 2) R

¥ AN S
da mesma forma: (35}((*3] =4 "o~ (F\ (eq. 142.2)

Juntando tudo em \P temos:

TW=S~3€ :
TYT= oy &

1 W — 1 (N 1 ‘AB\
=-1¢ \{)(_tVL) (eq. 1423) AR ~ 3
Para os bilineares precisamosde: T-P T =T YT = T ‘{J+l_ Qﬁ\o) :Tf (—'t,fs Gﬁ \
TT
V

l

ToPT =0, 0 ) e = (D
- axyl > _ 0o
SPRRS f‘(-ew} =% o
—vﬁ‘”= et e e =y C;“) I
= =T e - [, v/ reo
R S R N e





