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Um exemplo trivial seria:
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Quantizacao de um campo fermibnico

(Nastase 12e13; Peskin 3.1-3.4 [campo classicol, 3.5 [quant. canénical, 9.5 [quant. funcionall; Ryder 6.7; Ramond 52—53)

Comecemos definindo um spinor. Vimos (pg 2) que é possivivel construir uma representacao
do grupo de Lorentz tal que:
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L__l—\g matrizes de Dirac

As matrizes de Dirac satisfazem a algebra de Clifford: (eq. 543)
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E as matrizes S*¥ satizfazem a algebra de Lorentz:
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(eq. 55.1)

Todas as expressdes acima valem para um numero arbitrario de dimensdes e qualquer métri-
ca (Minkowski ou Euclideana), o que vai mudar é a forma das matrizes de Dirac. Por exemplo, em trés
dimensodes euclideanas conseguimos satisfazer 54.4 com:
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e neste caso: (eq. 55.2) de um spin 1/2
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a representacao que vai nos interessar é dada por:

. R Representacao Quiral ou de Weyl
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E podemos definir 4-vetores, para as matrizes 2X2: O— = (1 )

(eq. 554)

(eq. 55.5)
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De forma a re-escrever 55.3 na forma compacta: 7{\ - A ( o ¢ S
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(eq. 55.6)

2 Y o' &7 < o 6’ O
U'w:_(o E*’@“\—(o 6“G“B




] . Teoria Quantica de Campos I
0:@)0___;3 =p _g* (@) \_(Q‘\ D | ) O
o G o -G

§V =op=K}

}):O\ Y=0 ___P _ !\a.xa. O _ 4axa.o = _a\ i\ _
o W \° 14, w
. [Ty O -U"\G;\ S " o 0 N
nn)hh:u_ o\ - .LX__D\ ‘i ) } :ﬁ\u«
o -6*QG\ o -QW '

O i@ﬂﬁ} .
t\(ﬂ‘x\v 5: 9\ LQM jl\ﬂxq ?{N = Dm(,{—") 1 \ 1 , '\N\S (Minkowski 4D)

Também nos interessa definir
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(eq. 56.1)

4 o (que de fato é o objetivo desta rep. Outra
rep. popular é aem que yo é diagonal
ao invés de y” - cuidado ao comparar

O -1 livros)
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que, nesta representacao (usando eq. 55.6), €: i\ =

O gerador S* agora é um objeto mais complicado (que deve conter rotacdes e boosts), note
gue a parte puramente espacial contém as rotacoes 3D e:
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(eq. 56.2)

Note que isto € o mesmo que temos em 55.2, repetido 2 vezes (se eu aplicar isto num objeto de quatro compo-
nentes, as duas “de cima” rodam como um spin 1/2 e as duas “de baixo” também, independentemente)

O préoximo passo consiste em construir invariantes de Lorentz com o campo . Infelizmente
a primeira opg¢ao que vem a mente:
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l——\) M nao é unitaria pois alguns elementos de S nao sao hermiteanos (os boosts)

no entanto nao é dificil obter um invariante, definindo:
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\—47 cuidado aqui, a convencao mais comum nos livros é (com larga margem de van-

tagem): P T\ o A
Y=Y ) A (N (veja Peskin, pg 43)
de forma que: [
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Também podemos provar que: W \6\ \\) — /\\) ,1 \p ﬁ\N\P
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E que, portanto, a contracao dele com um vetor qualquer é invariante: \{N \P W\\’ ~ \f,. \\J B \P

Outros invariantes podem ser obtidos como poténcias destes no entanto, se quisermos uma
teoria renormalizavel, somente aceitamos os termos com dois \y (como veremos mais adiante)

Com isto podemos construir uma acao:
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(eq. 57.1)

Cuja solucao classica é dada pela equacao de Dirac:

( X i W\\ \P =0 basta fazer a variacdo em relacao a \y, também podemos obter
(eq. 57.2) a equacao conjugada, para y, variando .

Solucdes (Classicas) da Equacao de Dirac

(uma rapida revisao para fixar notacdo e convencoes, veja detalhesTias notas de TQC | de 2015:
http://www.ift.unesp.br/users/matheus/files/courses/2015tqgc1/tudo.pdf, pgs 108 a 117 )

As solucdes de 57.2 também sao solucdes da equacao de Klein-Gordon. As solucdes de fre-
quéncia positiva e negativa sao respectivamente:
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onde p é dado pela relagao de dispersao relativistica: Pl +m =0 p°>Q

com solucao geral:
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Sabemos (olhando as transformagodes sobre rotacao em 3D) que este campo descreve parti-
culas de spin 1/2, e que portanto devem obedecer estatistica de Fermi. Em termos da quantizacao ca-
ndnica isso significa que devemos usar anticomutadores ao invés de comutadores para fazer a quan-

tizacdo i\P«x (7){_\ | \(); (\_h“’{-)wg - %3 (;;" —%\ 8,‘13
SRED et UEn, Yignk-o

o que implica:
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o que leva a usual interpretacao de operadores de criagao e aniquilagao e a contru¢ao de um espaco

de Fock:
o [0>= Gz 10> = 0

Quantizac¢ao (candnica) do campo de Dirac

(qualquer outra combinacgao = 0)

(Fs\ = {3e, Crlo>
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Aqui, no entanto, temos o relacdo spin-estatistica certa para férmions:
(0\,,\:@,‘,,\:0 1Fs Bis> = T H,s s >

A integral de trajetoria fermidnica

Precisamos entdo pensar em como transportar esta anti-comutacao de forma consistente pa-
ra o formalismo de integral de trajetéria. O problema é que neste formalismo, trocamos os operadores
por funcdes, que comutam entre si.

Podemos pensar, que no caso bdsonico, as fungdes sao obtidas a partir dos operadores no li-
mite:
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Entdo agora, deveriamos obter
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que ndo sdo as funcdes ou nmeros usuais, pois anticomutam (sequem a chamada Algebra de
Grassmann). Podemos dividir o conjunto destes Numeros de Grassmann em dois:

LR + +
Parte impar da algebra: O | W . go\\ ' \g: iu\"\X= §&+)q \3—, @)
Parte par da algebra: o d [Q\(\{' )ck(ffx: O

De forma que o produto de duas fun¢des fermidnicas (impar) vai ser bosénica (par)
(e é facil ver que [par . par = par] e [impar . par = impar] )
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Numeros de Grassmann, definicbes e propriedades

Precisamos de funcdes definindas em um espaco de niimeros complexos que anti-comutem,
0 que ja havia sido proposto antes por Grassmann. Os nimeros de Grassmann satisfazem a seguinte

propriedade:

o) \S = 9 +h O = elemento “par” da algebra
{ JYZ., YZ. 7_, © (commutative-number) um par de numeros
de Grassmann se
O que tem diversas consequéncias: elemento ‘impar” comporta como um
anUcommutative—number) c-number
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—b se a funcao tiver paridade definida ela é a-number ou c-number

assim, se oy ™y G € C entdo A=A s=O ou Yy = &, =O (ouentao os proprios a’s devem ser Grassmann)
Na maior parte do segue, vamos assumir coeficientes pares, o que significa que estamos tomando a algebra de Grassmann finita,
o que quer dizer que, no exemplo abaixo, ndo ha outros impares além de 6, 1 e p para aparecer nos coeficientes:
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e considerando fung¢bes mais gerais (sem paridade, ou supernumbers)

Ha uma ambiguidade na definicdao de derivada (temos que decidir se ela age pela direita ou
esquerda):

L R
5 QLGQ\ = Aqd Ay %69(@;1\—_ Ay \_QBQ

R
gL Q[@Q\ Ny — ny © %EQLG,\: Ky 4 0y ©

. 6 bL ( quando for necessario usar a derivada pela
Definiremos: | _ Y direita indicaremos isto explicitamente)
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A consequéncia é que a regra do produto também fica modificada:

f;&m(v p-1 %@%



Teoria Quantica de Campos I

AR SRR

(eq. 60.1)

(eq. 60.2)

E num caso mais geral:
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Para definir integrais é natural assumir que os infinitesimais de Grassmann também anti-co-
mutam:
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Considere a integral de uma funcdo de apenas um numero de Grassman, queremos que esta integral
tenha a propriedade de ser invariante por translacées nesta variavel:
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que resolve outra ambiguidade de sinal
(se fizemos primeiro a integral de fora
o sinal fica invertido)
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o que pode ser mostrado em geral, ou seja a integracao e a diferenciacao tem o mesmo efeito.

A funcao delta também pode ser definida, usando uma funcao n: 6 (\(D
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(eq. 61.3)
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O que é obtido com: %(vz_ ﬂ = \z _V

A mudanca de variaveis multiplicativa (por um numero complexo) na integracao também pa-
rece mais com uma mudanc¢a em derivadas:

85x1=’\ \6“‘\ S%qu = QSJBL ()Bz 3;3\(_ o




Teoria Quantica de Campos I
Para numeros de Grassmann complexos:

(QYZ\* t—,Yg8¥T —@*"L’" g g)*vgc\\i:o X g‘”{‘tg}t’i—.'\}

(eq. 62.1)
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Exercicio: provar 62.3 e 62.4

Suponha um caso bidmensiona:
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