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Representacoes Fermidnicas: é possivel mostrar que existem representacdes impossiveis de se obter
através do simples produto de A’s. Em especial o objeto:

Sﬂ\’ = % EBN\\@V] (eq.14.1)
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Matrizes de Dirac
satizfaz a algebra de Lie do grupo de Lorentz, e portanto temos uma representacao do grupo de Lo-
rentzem: : NV
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Assim, se definirmos um campo tal que: \(j)(\(\s = /\{\VC/\\\PCWB
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O objeto X ();4\{) sera covariante (\g Jr) \\)\(\C\ - /\{\D U\>\6 JNK\)(W\\

O que quer dizer que a equacao de Dirac sera também covariante e a Lagrangeana que leva a ela
é invariante. Veremos isso com mais detalhes mais adiante. Os interessados podem estudar o material adicional:
http://www.ift.unesp.br/users/matheus/files/courses/2014tqc1/V_Kaplunovsky_Dirac.pdf

Note que, assim como as transformacodes Lorentz sao generalizacdes das rotacdes de vetores
e escalares em 3D, a transformacao dos Spinores é uma generalizacao da rotacao de spins, e de fato
o campo spinorial descrevera particulas de spin 1/2.
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Quantizacao por Integrais de Trajetoria:

Integral de Trajetéria de Feynman
(Ryder 5.1)

Uma quantidade que frequentemente queremos saber é, dado que uma particula estava em
uma posicao g em um tempo t, qual é a probabilidade de a encontrarmos na posi¢cao g’ no tempo t'.
Em uma linguagem mais “quantica” dada a funcao de onda:
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Gostariamos de conhecer o propagador F, definido por:
\
\P(T)Q - g F(G\\t ]C\t\ \?((\;{\ A({ (eq. 14.2)

é distribuicao de probabilidades para g’ no tempo t; independente do que aconte-

‘ \P ( (1‘) J;B\L ceuantesde t’
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A equacao 14.2 é uma simples expressao da causalidade, considerando que a particula pode ter co-
mecado em qualquer lugar. Claramente F é a amplitude de probabilidade de transicdao entre a funcao
em (g,t) eaem (qit’) e:

R =3 AT 'h\ - . - -
f(‘\ JC } c\-{:\ o K_ (C\ t : 1 é a probabilidade de transicao
Vejamos como podemos expressar F em termos de grandezas familiares:

\\—) (C\ \{-\ = C‘&“PQ:\>J Quadro de Schrodinger (estados evoluem no tempo, operadores nao)
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Quadro de Heisenberg
(operadores evoluem no tempo, estados ndo)
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Que, comparada com 14.2, nos da: - (C\\{—,‘]ﬂ = <q){‘ lq&> = <‘\l e ¢ 3 14>

Vejamos agora como expressar esta grandeza em termos da integral de trajetéria:

Primeiramente, dividimos o tempo em (n+1) pequenos intervalos «:

=1
Ty T e {a a1 T
co % — b -t €
= - T \—’ﬂ/\/ \ ,
\\*“/) W intermediérios -ﬁ -E\
wil —
‘{t.‘)‘tl‘-“)_\.nk

Notando que o tempo é s6 um indice e para qualquer tempo fixo temos a relacdo de completeza:
A
( AN \% . > autoestado de 9 No tempo €L

com autovalor Q\'\M_——— ﬂ/\.

s6 para simplificar a notagdo, o mais rigoroso é q;(t;)

¥t, = 5311(h\|<‘;‘&><a\¢&\ =4
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* 39, (k). gc,,\ (4. (eq. 16.1)

Se esquecermos as integrais por um instante, percebemos que os elementos de matriz
estao descrevendo um caminho:
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Este caminho, no entanto, é bastante diferente do caminho classico. Mesmo que facamos

¢ — 0, a diferenca g,,, - g, nao é forcada a zero e acabamos com um caminho arbitrariamente

descontinuo. De fato a expressdo 16.1 indica que estamos levando em conta uma infinidade destas
trajetorias:

T h=2
T {‘ T Rg%gg(fl

A esta operacao daremos o nome de “integral sobre todas as trajetorias” ou “integral de traje-
toria”, e definimos o simbolo:

(e ET_TSM«\

A=

Ditny= | T 36}("

(eq.16.2) (eqg.16.3)

Podemos também obter uma expressao no espaco dos momentos:
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E preciso ter cuidado com Hamiltonianas que tenham produtos entre os operadores p e g,
neste caso é preciso “Weyl-ordenar” o Hamiltoniano antes de prosseguir - isto significa usar as rela-
¢bes de comutacio até que tenhamos todos os operadores p a esquerda dos operadores g 9 (ver Peskin
g 281). Assumindo que isto ja foi f\GItO e lembrando que, para € pequeno, nao precisamos Nos preocu-
par com termos quadraticos em H, vale:
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Com isso, a eq. 16.1 fica:
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(eq. 17.1)
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A equacao 17.1 é bastante geral, mas é possivel encontrar uma expressao mais simples (e
mais Util) no caso de hamiltonianas que tenham a forma:

H(f>?)—_(>_+\/(<1\ [mery (e 181

N

t
Neste caso temos: = (c\ ¢ 9 &) = S?c‘ ® Dol WPE g 5 P (o) 0\(&\ P(’c\ \/ﬁcqj} }
t

(eqg. 18.2)

E podemos fazer a integral em p(t) como uma Gaussiana generalizada, para ver o que isso quer dizer
facamos um interlidio de matematica.

\\  Gaussianas N —

A gaussiana que conhecemos é:

FOR
T e 0
—_ 6 A’L - L
o
—-0

Elevando isto ao quadrado podemos obter:
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Com n integrais multiplicadas (e trocando o por a,,/2):
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podemos organizar 0s a’s em uma matriz, suponha: A = -, Q

O

z :(\(‘\‘\Llsa-c)\{“\

Entao o produto escalar:
e N
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Logo, podemos re-escrever a integral:

. Ay

,"&‘i;A v Y
8"‘\( e 4 ‘\\ t :( [DE-,-AS (eq. 18.3)

que de fato vale para qualquer matriz (real) A que seja diagonalizavel.
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Podemos ainda considerar os casos em que o “quadrado nao esta completo™

§ = " A o7

X

Pensemos nele como uma agao (o que de fato sera, quando voltarmos a fisica). A solucao classica
dada pelo princicio da extrema agao seria (mesmo sem pensar nisso como acéo, estamos buscando o minimo de S):

N -0 _5_(”1( AMQ y s m\: 19 P\;\‘L‘h-r'—\;hp‘“\\s*“k-\— Yy, =0
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Podemos entao escrever:
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equacao da parabola com minimo em {L
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(eq. 19.1)
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Voltando a fisica, podemos fazer a integral destacada abaixo:
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podemos usar 19.1 diretamente, obtendo:
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Com isso, nossa amplitude de transicao fica em uma forma bastante reveladora:

(eq. 20.1)

1

_t

F(q€,99=N ?mweg ai‘B%[f\@L*Vﬁ“ﬂ)% =N ?wmfg &SB‘C L (1,9)

ST
FOge 9=\ P e

(eq. 20.2)

Paremos aqui um momento para notar duas coisas:

(1) As equacgdes 17.1 e 20.2 nos dao formas bastante curiosas de calcular um objeto essencialmente
qguantico: a amplitude de probabilidade de transicao. Curiosas porque, no lado direito da equacao
temos as fungdes Langrangeana e Hamiltoniana classicas do sistema (notem que trocamos os opera-
dores g e p por seus valores esperados no meio da deducédo). O comportamento quantico vem do fa-
to de estarmos integrando sobre todas as trajetdrias possiveis para q(t) e p(t) (a exponencial complexa

também desempenha um papel)

(2) Na equacao 20.2 fica claro que a soma sobre trajetérias é ponderada pela exponencial da acao, e
diferentes trajetdrias vao ter interferéncias construtivas ou destrutivas dependendo de diferenca entre

suas agoes.

Temos entdao uma forma alternativa de quantizar um sistema, especialmente util quando esta-
mos falando de amplitudes de transicao. Ao invés de definir operadores e relacbes de comutacao, usa-
mos as integrais de trajetoria. Note que os dois métodos sao completamente equivalentes, acima usa-
mos a evolucao temporal que se obtem como solucao da equacao de Schrodinger para chegar nas in-
tegrais de trajetéria. Feynman fez o oposto, ele partiu de expressao 20.2 e mostrou que as funcdes de
onda em 14.2 satizfazem a equacao de Schrodinger (o que s6 vale para Hamiltonianas do tipo 18.1).

Funcdes de Correlacao

Podemos também usar o método acima para obter outros observaveis, o mais simples sendo
a funcao de um ponto:
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4c\\le'\{‘\@\\‘1,t> t <t <t\

E facil imaginar como tratar este objeto no procedimento anterior. Discretizamos o tempo da
mesma forma mas, assumindo que a discretizacdo é “fina” o bastante, podemos identificar t com um

dos t; intermediarios:
1, B 4 Aa s

| € (€] wev | ees € I
1 1 ’ \ | ‘ v
t t t
Em meio aos diversos <-4i, %1 [ i1 1€ > que apareceram antes, vai haver um bracket
diferente: N
- A !
Z_4+4 ,JC& +1 ] C‘ L’cs ( c{”t;§ = Sl (_{3 Z_ i1 "c;u_,, \ (h]t;> isto é exatamente o que tinha-
mos antes. Entao a conta proce-
L nao é mais um operador de normalmente, lembrando

apenas que temos este q(t)
dentro das integrais.

- St
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A funcao de dois (ou mais) pontos é similar, mas ha uma sutileza:
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Por outro lado, poderiamos ter calculado: \&4 note que sdo fungdes e co-
mutam

SLY T
43‘, ﬂ@@,\ Q\Lti\\ﬁ, t> = Spﬂ e oL q(’taﬁ(iu\ (eq.21.2)

desde que, b LJ‘:4 £, 4@
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Logo vemos que, tentando escrever 21.1 e 21.2 como uma Unica expressao, temos:

Vy GXS Cﬂt\(ﬁ\ )= < (\\, ﬁ\[_gq (&) %Lﬂ\}\m £
(eq. 221)
onde aparece o Produto Temporalmente Ordenado:
T3i@4EN = IENTEY +— T =K,
i 5eE

Tanto 22.1 e 22.2 sao generalizados de forma direta para um numero maior de operadores:

Tﬁ@@.u /‘\\@\1& S 8\(’;«\ — L, ... <,
§>¥/ofdenados temporalmente

_ N SLy) _
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Funcao de n-pontos ou Funcao de Correlacao (de n pontos) ou Correlator. (eq.223)

Em breve veremos em que contexto estes correlatores aparecem e porque estamos interessa-
dos neles. Definamos um outro objeto que nos sera util, lembrando que para qualquer conjunto {C\“\}
podemos definir a funcao geradora F(z):

F(2Y=) L2

N =
tal que: AL = _é‘_ \_ (EB (conhecer esta funcdo nos permiter obter qualquer elemento do conjunto,
(\_"1—”\ bastando fazer o nimero apropriado de derivacoes)
Z

=0

O equivalente para o conjunto de todos os correlatores { ( .E seria o funcional gerador:

A L O TR e

NZO [ \ (eq. 22.4)

\\d) convencional i

A diferenca é que os elementos do conjunto em questao sao fungodes (de varios t's) e por isso a varidvel em que derivaremos
deve ser também uma funcao (os J’s) e o gerador vira um funcional.




