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verificamos que isto € o mesmo que as condicoes 32.1.

O que ganhamos fazendo de novo este caminho? Para comecar ele é mais limpo, nao houve
0 uso prescricao alguma. Adicionalmente vimos que o resultado final s6 pode ser obtido escolhendo
os estados inicial e final como o vacuo, este passo nao ficou explicito no caso anterior. De fato a proje-
¢do no vacuo estava escondida no unico lugar em que poderia, na prescricao de Feynman que, como
ja veremos, esta intrinsecamente ligada a projecao no vacuo assintético (para tempos grandes) da
teoria.

Rotacao de Wick para o tempo Euclideano

Até agora viemos fazendo integrais que tipicamente envolviam exponenciais do tipo:
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que exige que o, ou x sejam tomados ligeiramente complexos para que a integral convirja, ou seja, es-
tas integrais s6 estao definidas via sua continuagao analitica. Este tipo de integral aparece com fre-
quéncia em teoria de campos, pois em geral podemos expandir as integrais da acao em torno da so-
lucao classica usando a Saddle Point Approximation:
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se a acao ja é quadratica em g (e.g. no caso livre)
este termo é zero e o resultado da SPA é exato.

Uma outra forma de olhar a continuacao analitica é fazendo uma rotacao para o Espaco Eucli-
deano, este procedimento é também bastante instrutivo pois revela paralelos interessantes entre a
Mecanica Quantica e a Mecanica Estatistica. Pois bem, analisemos o seguinte caso:
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Uma amplitude de transicao seria escrita como:
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Que é uma funcao analitica em Nt= (% —'t\ e portanto admite a continuagao:
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Rotacao de Wick
(eq. 39.1)

A razao pela qual “rodamos” nesta direcao é a seguinte, considere o operador de evolugao
“para o futuro” (estamos especializando para o caso At > 0):
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O que acontece se fizermos a continuacdo analitica para o plano complexo em At? - Usé é li-
mitado para valores negativos de Im[t]:
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Com esta rotacao temos:
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(eqg. 39.2)

S:»‘ Euclideano (vou usar T quando os pontos inicial e ﬁnal forem iguais)

Note que: 31 B

note que o estado inicial

e final sdo iguais e estamos integrando

sobre eles também

é a funcao de particao candnica do sistema para uma temperatura ﬂ(T 2=

|<,0§

t Z e " €, =Tl
gh NN

Fymd

também temos k = 1 em unidades
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(eq. 39.3)
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Ou seja, a funcao de particao do sistema é obtida integrando sobre um ponto de uma trajetéria fecha-
da (1‘ H <|( )= ’1(0\ =q ) e de“comprimento”t = h3 no tempo Euclideano.

Vejamos como fica a integral de trajetdria para esta mesma transicao. A lagrangiana é:
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Para obter entao a fungao de particao, basta entao exigir que os extremos da trajetéria sejam
0 mesmo ponto (trajetdria fechada) e incluir a integral sobre este ponto em D‘1 . Na pratica estamos
integrando sobre todos os caminhos fechados de comprimento hf.
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Formula de Feynman-Kac

Podemos tirar qualquer quantidade de interesse da funcao de particao, uma vez que ela tem
toda informacao relevante do sistema. De fato a mecanica estatistica de uma particula quantica em
contato com um banho térmico em temperatura T é dada pela matriz de densidade:
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normalizacao *P Er
que contém as probabilidades de encontrar a particula nos estados de energiaE,: — ¢
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A condicao de normalizacao indentifica Z como a funcao de particao:

Te[f) =1 e 2 = Te[oelpin)
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O valor esperado de qualquer observavel O é dado por:

A _ o 4\
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A matriz de densidade é proporcional ao préprio operador de evolucao no espaco Euclideano:
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Vemos que a“evolucao” de um sistema neste “tempo imaginario” serve para descrever as
propriedades deste mesmo sistema em equilibrio com um banho térmico.

— Recapitulando:

Particula (quantica) em eq. —b y ( 6 ) = n [Q \
2
com banho de temperatura T
I K isto\é tudo que preciso saber,

e posso obté-lo daqw

Particula (quantica) isolada Q\_/
— \)( ")

em tempo imaginario

(41.2)

Além disso, a métrica agora é de um espaco Euclideano:
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e portanto, t; é uma variavel tipo espaco. Vejamos o que acontece se pensamos na variavel de integra-
¢ao t como uma distancia, além disso, consideraremos um sistema simples (oscilador harmonico):
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Discretizando o “tempo Euclideano”
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Isso é exatamente a funcdo de particdo de um sistema classico em temperatura Tg
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“soma”todas as configuracdes 1

AR TS
Na pratica temos um sistema de osciladores:
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energia total

acoplamento entre vizinhos energia potencial

de um oscilador classico

1 Oscilador Quantico
(em tempo imaginario)

—> Cadeia de osciladores cldssicos acoplados
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numero grande graus de liberdade classicos

1 grau deliberdade G v

Lembrando ainda que uma particula quantica em tempo imaginario pode ser interpretada como
uma particula quantica em contato com um banho T

Temperatura (Comprimento da Cadeia)_
1.=r A 7 z_,\
R kg T ,

- periodo

temperatura de um banho térmico com o qual um oscilador Quantico estd em contato

— Recapitulando (de novo):
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Particula (quantica)emeq. —b 5?3 ( 6 2‘ ]QCQ l
com banho de temperatura T

I KWO saber,

€ posso obté- Io daqw
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- integral de trajetoria sobre
configuracdes periddicas

Particula (quantica) isolada
em tempo imaginario

E também a funcédo de particdo de um sistema classico (de fato de muitos sistemas

classicos acoplados aos “primeiros vizinhos”) —> Macanica Estatistica

(43.1)

Até agora vimos a relacao entre o operador de evolucao e a funcao de particao. E os obser-
vaveis?
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1 ¢ [9.) Note que qualquer
p (_; £ e fator multiplicativo indeterminado
15 A(‘(c(@\\ vindo da integral de trajetoria
# (tal como o volume do espaco)

vai ser cancelado
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Notem que, pensando em D, Y como a soma sobre as configuracdes de uma cadeia clas-

sica, esta mesma definicao da o valor esperado em Mecanica Estatistica para observaveis de um siste-
ma de temperatura TS: LN ™. - Y
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O que acontece quando fazemos TZQ——D O ?
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Seleciono a configuracao de menor energia
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Mandar a temperatura para zero projeta os operadores no vacuo da teoria. Com isso pode-
mos entender outra forma de obter as fungdes de Green de interesse (a funcao de dois pontos abaixo
€ um exemplo dos chamados Propagadores de Feynman cuja relevancia veremos mais adiante):
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Podemos obter primeiro o valor < C?E (@) C{E N> = ’D% c ({ECQ\?E ()
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e entdo voltar ao tempo real fazendo: & LN £
1 A
] ) <<L (£ 9 () >g
T) y VA t L
Se tivéssemos calculado a mesma coisa com T, < (¢ 4 (note que na integral de trajetéria ndo

ha diferenca), teriamos voltado para: ~ N
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ou seja, voltamos sempre no produto temporalmente ordenado:
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Para projetar no vacuo basta tomar temperatura zero
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Podemos também obter uma expressao para o propagador/correlator livre em temperaturas
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considerando a equac¢ao de movimento (Oscilador Harménico):
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finitas:

(eq. 45.1)

(ja podemos voltar
para unidades natu-

t N
dtﬂ rais)
Lembrando que, como o espaco Euclideano é ciclico de periodo T —= /3 vale:
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A eq. 45.1 tem somente uma solugao para (tzr '(EL\E; \:0 |l31 :
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(eq. 46.1)
onde:
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é a distribuicao de Bose-Einstein. E no limite de temperatura zero:
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}K voltando para Minkowski
O oscilador Harménico forcado (de novo)

Vejamos como fica o oscilador no espaco Euclideano. Partindo da acao:
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Suprimindo todos os indices “E” para simplificar a notacao, obtemos a seguinte funcao de particao:
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A vantagem agora é que estamos fazendo esta integral em trajetérias fechadas, por isso nao ha pro-
blema com bordas quando integramos por partes (compare com a pg 28):
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