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A eq. 45.1 tem somente uma solugao para (tzr '(EL\E; \:0 |l31 :

-wt wi;
AFdE‘E(tE\: ;:ICJ [(’\ () e Tl nWe ]

(eq. 46.1)
onde:
n(w) = !
%]
QP — 4 (eq. 46.2)
é a distribuicao de Bose-Einstein. E no limite de temperatura zero:
=0 Y]((AA —2 Q0 jc_
P 2 ) -\ te = «W
/A Free —v A F (J(E) - € C (compare com 37.3)
AW

}K voltando para Minkowski
O oscilador Harménico forcado (de novo)

Vejamos como fica o oscilador no espaco Euclideano. Partindo da acao:

1SC1\:1\83‘7£%(%3€ -l ”«\1

Wolt = -ate RO : dg \"
K [§ley= 4= elte) (dt (-A\( Ac—\
\)(ﬂ = 3 (- )= &)

e (o [ (2 )

Suprimindo todos os indices “E” para simplificar a notacao, obtemos a seguinte funcao de particao:

Ze (3)= gv\ txf é Ji SAJ{@%}M} a‘;} +%é{ I E 1&3&

A vantagem agora é que estamos fazendo esta integral em trajetérias fechadas, por isso nao ha pro-
blema com bordas quando integramos por partes (compare com a pg 28):

Ze [_3] - S—D(\ T:xPé,_,_ Tgt)it [C) \ +m}1 +_§§+ RYES <\Ur§~& =

NEX”é g SAS BYA ae(s <) SCS\\E

(eq.46.2)
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note que este A é a funcao de Green que soluciona o problema classico:

Jx -1 \ AE t-—-* EE(S_S\B
D9 = (- w680 = S aa
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(eq.47.1)
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Note que a integral feita da primeira para a segunda linha de 46.3 é uma Gaussiana tradicio-
nal (nenhuma exponencial complexa por ali). Além disso o propagador Euclideano em 47.1 nao tem
polos para E, real e portanto ndo precisamos falar nada sobre o caminho de integracao. Os polos fo-
ram movidos para o eixo complexo pela rotacao de Wick:

polosde Ng: E. = AW

Queremos, finalmente, voltar para o espaco de Minkowski. J4 sabemos que "{ - te
mas como rodamos E; ? Primeiramente exigimos que Et=E, t;, entao:

) - |
x E‘e = (7\\‘:53(”"_t53: Eg tg

S
[ [E ~ C EE

(o que é arbitrario, mas vai garantir que ondas planas se propagem na mesma direcao espacial com t ou tg crescente quando

passarmos para mais dimensoes, uma vez que :

N . = -‘vv—u " -t_
e-\(’ﬂ\(. o /\(t-t P ‘C\: e (EE t
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) Além disso, para que a extensao analitica seja valida, nao podemos cruzar os polos, portanto nao po-

demos rodar totalmente para E; = -i E mas sim parar antes de chegar no polo:

‘AIW\LEEB
NESION o
o ‘\E;e E=¢ i. = KB -2 €)
D (L[Et‘} ou _-(E—C—) X
L RN JUEN
Com esta rotacao temos:
A — EsiE _LEt
(eq.47.1) =/ Qg(te='“{>: EE c —= LJE € = AFU—\
AW E -wth€

ST Bl ew j

. w2 § . \/‘\{7/—/
Ee = (i re€)| = —(+se 1O )

compare com o fim da pg 31

(lembrando que la p = p0 =E)

De forma que, mais uma vez, somos levados a prescricao de Feynman.

\\
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Quantizacao Candnica do Campo Escalar

( Peskin 2.3, Nastase 3)

Queremos agora fazer a quantizacao do campos mais “simples” a disposicao, o campo escalar.
A lagrangeana mais geral, invariante de lorentz, para um campo escalar real é:

QL _ % ()N({)J’JQ{) __V;T"@l ~\/(¢)éﬂ‘|)> (eq. 48.1)

Para generalizar a quantizagao para o caso dos campos precisamos primeiro obter os Brackets
de Poison da teoria. Uma vez que sabemos como fazer isto no caso de particulas (pontos), discretiza-
remos o espaco, definindo:

3‘ /?(\(A)
Loy = Tav " Puldy = Jov ¢+ Al
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Com isso transformamos o espaco em um conjunto de coordenadas discretas, com o seguin-

te Bracket de Poison: J 1)y +
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A partir destas relacdes, fica facil fazer a quantizacao canénica do campo escalar:

ii}ﬁ% 7 _'ﬂi‘[;X

{c}](&’c TR Q} L ST

- -2 ~ B (eq. 49.1)
E(P (\M ) cp(liﬁ‘l = L]\ (\)J‘) )T(‘L ) ’fgl =0 relagdes de comutagao para tempos

iguais

Note que, no caso em que \/ ( (b ) 5"«“ =0 aequacao de movimento para o campo
dado pela eq. 48.1 é a equacao de Klein-Gordon:

V()0 = | L= FI0RE-FH- Lo 1@ -0

L L ) CAMPOESCALAR LIVRE
o 8&‘5"[6¢ =0 = _vﬁcb+4¢(:_5”<\>]=o
N

Equacao de Klein-Gordon
[aﬁc)ﬂ_’_h\x)d)zo quag

-

(eq. 49.2)
S > D) (UW@H& - (eq.2.1)
0= LT =0 o :
Se passarmos para o espaco dos momentos:
N
(s
3 AN o T =\ C—;N'ml' <)
M= (L& ¢ TEo — NI =N |
avs
+
note que, para o campo real: (B:(V“)t_) =(\)(_\()'(7\ s6 é verdade se: $<f|{§= (l)(_()%
Tt (e T, ey=TTC-P,6)

Eq K-G (49.2): |

P
(A _'\7 +V,,\\S‘E-E ¢ (i‘(';llk\ =0
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> . - K-G no espaco dos momentos
. [ -+ (\(ﬂ +m\} PP )= O

Esta equacao tem como solucao:

Trwt
(ﬁ(f’ €)= F(FBQ a (LENBKE Q}ueﬁ(‘%\

LV ((two\l rp A ”\13 Fe) =0 W= Wy =i

que é justamente o comportamento de um oscilador harménico simples. Ou seja, pelo menos na ver-
sao em que o “potencial” V é zero, cada modo do campo satisfaz uma equacao de oscilador com

frequéncia:
wr =\ FDP' -+ Y\\A
(eq. 50.2)

E claro que o caso com potencial é mais complicado, mas vamos usar esta informacéo e defi-
nir operadores em analogia com o oscilador harménico:

UL.J& -1-,_\ n(ﬂg D)
NURIE & CF XEvR
e y&—* YR — 2o WU

Notando que: W= W (1X1)

(eq. 50.1)

(eq. 50.3)
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temos:

57
o g( ey W ! [wy’%’u C(_F’ﬂj

e o-(22, ([ F) SNEREA)
\l

Colocando estas expressoes em 49.1, obtemos as relacdes de comutagao para os d’s:

[o(®6y, <(F | = Y SCP-7)

(eq. 51.1)

[olF 6y a(F' 8y ) = (4@ 6y U(F 0 ) =0

(eq. 51.2)

Checando: [(b(?,f}}?(i”\} 633 _
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:Aggip %:i_ e ¢ - SR

Usando estas defini¢des, vamos calcular o operador Hamiltoniano:

4= §ow [redpess -d)

Y Tt
MO “ 5d>< <P¢ \ ST

R W -
A S| +A(vzb\+v”;\(p

[J( :SX)’L Sff\ %(\{i\%il\(ﬂ\\ waTF [a( B - (- P'QM&(FQ o« (- p,é)} .
~\> é\
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fazemos a integral gdP — (—)v)__ _F’ UJP
o ] —‘ll\ aa
—8-F I““ _ W
k(\]\u‘,\uf,\‘ H we .

F’\’ suprimi t sé para encurtar a notacao

Q M GO EN AN NS &(mo\u\ w[F) @) LR B F () CF)
@[ (7,6 + B [al-7,9+ <K@ t))\: a(P) al-F) 4o [P K@) LEA AR F LY

OHD) = 2P T F AR
%

j posso fazer p — -p na integral

= A \pp T/ & ot e’ 0:.\-“’
H Sgﬁ 2 [qcp,ww, Y (P éf,ﬂ

(eq. 52.1)

E aqui fica bem claro que estamos somando sobre um conjunto infinito (e continuo) de oscila-
dores harmonicos. Podemos obter as dependéncias temporais dos operadores a:
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3
[t = ad@ - addo = s = (-(0Y F(@E-pH+ ad ™) -
= ') \ 4 o\ N
[::\_ 00:_((;\5 :}Qt\‘-\*- -1—(: (3“?6(?—9 5 "\(\r\k_:c\\.ﬁw.\-
) <
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\ +

[o )= ad™d -2 =/any -+ dha]d —dT s
= QG FE- 7))+ T - Xy

b —u) '\1\)' 3 =y —
N ,)_o%?,ﬂ: SM Wl A o (P E) (WY (P >= Wp & (P, £

(eq. 53.1)

AWt

(l“\} & Py Lue 6
- = 3 O F'K.: OW’O - fo VL
[_!’ = "'>° +oen T Wy 4 Q)
AP + y P
b=\ Sf A et )
(_).\T\s lEp .
f=Ee| (eq. 533)

Discretizacao

Para ter uma imagem fisica mais clara do que sistema que estamos lidando aqui, vamos ima-
ginar uma sistuacao onde o campo esteja restrito a um volume finito V. O efeito disto é discretizar o
momento, ja que em uma direcao z de comprimento L,, somente existirao modos com:

Jo A
8 L
— 3 4 \
e ai fazemos: Ségﬂt —v ’\//L Z B(k*EB \-b\/SiZ A
g
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definimos também: O\o'{ — \H)\W\E o

de forma que: [G:Q) QE‘X = (a\\\\3 63(9_; —a: B — \)@Wf[x;]u%}:@\\”\/ SEQ\

(eq. 54.1)

(eq. 54.2)
=) hz
253
— 1
P\p; = W (NI{’ + 13 Hamiltoniano de um oscilador de frequéncia (")E'
» — wioe Operador Numero para o modo Y
N"L = SRR (eq 543)
Consideremos os autoestados deste operador: l\jiz [ve™>= g ) ng >
Vale toda a analise usual para osciladores harménicos:
+ u" ” h N “ d 3
o<y operador“levantamento 52 € 1INy numero de ocupacao
o¢p operador “abaixamento”
/ N\
o<;]r\;;>:\gh\g‘\h@-;~1> l"\g?: \_P (<g) [0™>
|
+ M
gz | N> thz+1‘]Y\i“,.+1> “
<h];lh""> = S\m
Re Ing>= ‘U)z(ﬁzl——g-\) I\ > “ ~
i) jo>=0 | [0 O (eq. 54.4)

No contexto da teoria quantica de campos, usamos a terminologia:

u{} o  operadores de criacao e aniquilagao
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;2 numero de particulas

pois veremos que cada um destes modos de excitacao do campo corresponde a uma particula (de
momento k)

Espaco de Fock

O espaco de Hilbert construido com os autoestados do operador nimero é conhecido como
Espaco de Fock, a representacao do espaco de Fock para um unico oscilador é dada por:

Iz

Como o Hamiltoniano total é dado pela soma dos Hamiltonianos de cada modo, o espaco
de Hilbert é o produto direto dos espacos de cada modo:

> € @, ey

_ + %
[y > = () > = E%ﬂ(“m o>
© b e [, mesmo vacuo para todos os modos

Ordenamento Normal

Assim como no caso do oscilador harménico temos uma energia de modo zero para cada um
dos modos permitidos:

2ol hplo> — FwWg
2

No caso do campo, mesmo dentro de um volume finito, a energia total dada pela soma de to-
dos estes modos zero é infinita:

Wi
c=Z -
+

O que nao pode ser um observavel. Portanto definiremos a energia acima desta como a energia
observavel fisica do sistema e o estado em que todos os modos estao no estado fundamental fica
definido como E = 0. Uma forma de operacionalizar esta redefinicao da energia é usando Ordenamen-
to Normal definido na pg 27: M s

— ST\ ~_ ~ ‘

. 2 ) W

Hr = Lkﬁs(\;f(@ "'°<\;u°<“v8 = H-) = o 2_ = /\J‘Z‘U
(compare com 54.2) L\_A

\_o infinito subtraido
<o['H:lo> =0

No6s vamos generalizar este procedimento, dizendo que somente operadores normalmente
ordenados sao observaveis: "
=020 >



