Finalmente consideremos:
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de 59.2 e usar (b(” ¢ g e lembrando que:

E uma superposicao de varios estados de uma particula (cada um deles com momento bem definido),
muito similar aos auto-estados da posicao em MQ (a diferenca vem do fator 1/E,). De fato:
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Da mesma forma que na MQ tinhamos £%° |p > ~ €
Por isso podemos interpretar esta funcao como a funcao de onda no espaco das posicoes da particula
criada com momento p, e dizemos que ¢(x) cria uma particula na posi¢ao x.

Campo Escalar Complexo

Para entender melhor a propagacao (a evolucao temporal) destes estados, nés passaremos
a quatizacao do campo escalar complexo:

L=, 009" - 9" — U(1er)
Esta Lagrangeana é simétrica sobre: (b — (]5 Cw‘i}
NUME O

que é uma simetria U(1) Global. Ha varias formas de falar sobre ¢: dizemos que ¢ é “carregado sobre
Ill

U(1) Global”, “tem carga de U(1) global” ou se “transforma sobre U(1) global”.

Notem que temos um fator 1/2 faltando ai: gf)’l ¢) AN([) R—7 c)/ ﬂé )" (P*‘

Isso porque um campo complexo tem dois graus de liberdade e trataremos ¢ e $* como campos in-
dependentes (poderiamos usar G-ple(d e gD:lT (), mas é mais simples trabalhar com ¢ e ¢*)
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Seguimos um procedimento analogo ao do campo real, s6 que agora com o dobro dos graus de li-

berdade:
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Podemos repetir todo o procedimento do campo real para mostrar que L}Jf =4 m
que a dependéncia temporal é a mesma e que:

[[o (74, 0k+ (¢9) = (Y g(—p )

( qualquer outro comutador é zero)

(eq. 61.1)

A carga conservada pela simetria U(1) é (exercicio):

N\ e T o -
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o/ L— Numero de particulas com carga negativa

l—” Numero de particulas com carga positiva

4 4 _
G, —7 criacarga+ W_ — criacarga-
Qk+ — aniquila carga + & _ — aniquila carga -
C() — aniquila carga+e cria carga - (de qualquer forma ele diminue a cargaem 1)

<b‘l‘ — aniquila carga - e cria carga + (de qualquer forma ele aumenta a cargaem 1)

Temos dois estados distintos de uma particula: | P)-}B ~ (ﬂ; (O™>
P, -» ~ «Clo>

ambos tem fun¢des de onda de uma particula, de mesma massa m e cargas opostas. Assim introdu-
zimos o conceito de antiparticula e vemos que o mesmo campo complexo descreve tanto a parti-
cula quanto a antiparticula, de forma indissociavel (pense quao mais elegante isto é do que a histo-
ria do mar de Dirac). Ademais, para este campo:

=4 L;uv kD\'Z N 1 - SM %D*—": ' [\J‘Q

De forma que o momento e a energia (que é positiva) se comportam como esperariamos de dois
conjuntos de particulas (s6 a carga é subtraida). O campo real pode ser visto como um caso particu-
lar, onde as particulas sao a prépria antiparticula (ja que tem carga zero).

Consideremos agora o objeto:
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Note que: <(\)+ ( <\,{>=<(\ \€ |c\>
Note que esta é a funcao de dois pontos (Pg 15) \17
da teoria (compare com a pg 21 - aqui os estados | O que é o mesmo objeto que calculamos napg3: | o B \(_,b
“fixos” |g> e |q"> sdo o vacuo da teoria em um tempo h= W 1= Y
nao especificado - que mais tarde veremos ser LLGV\ é , C , VO > 4 ( v—f £ =0
infinito passado e infinito futuro)

E que mostramos ter problemas com probabilidade nao nula para propa-
gacao fora do cone de luz.

Voltemos por um instante para o campo real: 5{;“( < = 4)&\
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Vamos ver o que acontece com este objeto sobre transformacgdes de Lorentz. Temos que anali-
sar dois casos:

(1) (x-y) é tipo-tempo —~ (\( "b\ > O dentrodo cone de luz

(2) (x-y) é tipo-espaco —; (w - L‘Q \ ¢ (O forado cone deluz
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No caso (1) (tipo-tempo), podemos escolher um referencial em que: ){ L= J(X —T“é % %g
) %4

T —Td’ = O o
E fazer a integral, usando: ()3() = (\R PIBP p -\ -n2
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\mv (ver material adicional)
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A probabilidade é oscilatéria (ndo vai a zero), mas como estamos olhando X'=7, isto nao é um proble-
ma.

No caso (2) (tipo-espaco), podemos escolher um referencial em que tq = tY
T" %D = /-:(17
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(muito fora do cone de luz)

Opa! Parece que temos (qualitativamente) o mesmo problema que antes! Acontece que ain-
da nao definimos apropriadamente os observaveis desta teoria de campos. Sera que este problema
afeta quantidades observaveis? Veremos em breve que o que realmente importa sao comutadores
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(outra forma de pensar é a de que estamos construindo uma teoria quantica e ainda nao definimos bem qual tipo de experiéncia
ou observavel queremos descrever. Entao, por enquanto, estamos apenas verificando quais objetos na teoria violam causalidade
ou nao, e depois passaremos ao trabalho de mostrar quais destes objetos que aparecem nas grandezas observaveis)

Notemos entao que:
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Note que o comutador de dois campos (operadores) é uma funcao, porisso: &< o) (_d)(l\)(b(vb\ —Ll oy = <?j_37£¢(\t\l (b {‘b\]
A

Note também que é a primeira vez que estamos falando em comutadores para tempos diferentes, veja a eq. 49.1

Veja que, para separagoes tipo-espaco: (1 (O YC - B e podemos fazer uma rota-
cao ¥ = D —(x—%) que éuma transformacao Lorentz Acontece que D é um invariante por
transformacdes de Lorentz e portanto:

(o — P = Py Ers

Ak cone de luz)
: I
o
Not ok! (cruza o

| @ (e ,Cﬁ L‘%\l = O (forado cone de luz)

Por outro lado, para separages tipo-tempo temos: J (¢ — ~2)\ = (t4-t db \O \

%—w\: (gj—tM 0)

e nao ha transformacao de Lorentz que leve um vetor no outro (de fato seria necessaria uma transfor-
macao discreta, a inversao temporal), logo:

g >0 = P+ Py
[d)(\»\)qﬁhb\] # ()  (dentro do cone de luz)

Esse resultado é importantissimo. Ele mostra que, nestes comutadores, a contribuicao que
causaria violagdes de causalidade na transicao de x* — y* é cancelada por uma outra transicao
na direcao oposta y* — x* (inclusive no eixo temporal). Note também que fizemos esta conta para um
campo escalar real, cujas particulas (excitagdes) sao a propria anti-particula, e que a contribuicao
gue caminha na direcao contraria tambem poderia ser lida como uma solucao de frequéncia negativa,
andando na direcao certa x* — y*.
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Para deixar isto mais claro, vamos olhar estes comutadores com mais cuidado.

Propagador de Klein-Gordon
Considere o nimero complexo: J:CP (0‘ (PK‘BQ = <o E(}(ﬁ\,@(”hﬁ]l 0> =
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(em ambos temos: €

E possivel reescrever isto em termos de uma integral em p°:
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L P se calculada para x° < y° da zero. Isto porque seremos

Esta mesma integral (
Ca
forcados a fechar o contorno por cima, sem pegar nenhum polo.
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Assim, definiremos o propagador retardado:

De ey = ©0-3 <0l TP, by 110> e Sc) FLé*P(“'%\
/ (A:T\c:;\('\. P

0/ (eq.66.1)

igualdade garantida pela funcao 6

e (L )
PP =N @

<y (eq.66.2)

Fazendo uma transformada de Fourier, temos:
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Considere o operador de Klein-Gordon: kgke(d: ( 0+ \ = ( J AN +m \
. —'3 bj' — 2 RS
mostramos que (eq 50.1) no espago dos (tri-)momentos: ngf tﬂ’ = ( A”c: + P +‘“‘>

de forma andloga, poderiamos mostrar que: ®k£ P = (Pl B NLB

Vemos entao que: @k£ ) De (P = A

(eq.66.3)
Voltando para as posicoes: _ple- \ -<ple-
Jo &7 VO @ Py = ~(Ye 0
Ty ﬂw—_/
: dln “63

M (quer sejam derivadas em x ou y, o resultado
((),1 cyj'f Y‘\ly Dn(‘t—b\:-;\g(m—%\ é 0 mesmo)

(eq.66.4)

O que mostra que este propagador retardado € uma funcao de Green do operador de KG.
De forma totalmente analoga, poderiamos definir o propagador avancado usando um contorno que
passasse abaixo de ambos os polos. Este seria zero para x° > y° e seria também uma funcao de Green
do operador de KG.

Propagador de Feynman

Consideremos agora uma forma diferente de definir o caminho no plano complexo. Ao invés
de deformar o caminho no eixo real de p° deslocamos um pouco os polos. Além disso passaramos
“por cima” (eixo imaginario positivo) de um deles e “por baixo” do outro.
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(eq. 67.1)

2 L a informacao da posicao dos polos em relagao ao caminho esta aqui

o caminho para integracao em pQ é simplesmente o eixo real

pL—\m‘ JLE = (P"\‘—E”\—m‘ 446 = (P74 Ep- *g\((a— Ef+%§\

Er

Assim como no caso anterior, ao fazer a integral em p° temos que decidir como fechar o ca-
minho de integracao.
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importante notar que o propagador de Feynman nao
é causal (ele é muito util, mas nao estara diretamente

ligado aos observaveis da teoria), isto € uma correlagao e
nao uma propagacao de informacao.
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(eq. 68.2)

E o campo escalar complexo? Muitas das expressdes acima sao diretamente generalizaveis e
nao adicionam nada de novo. A questao da causalidade, no entanto, é interessante. No caso do cam-
po complexo:

c() — aniquila carga + e cria carga -

<ol GO &"b\ o> 367\\\<
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)
Os comutadores de interesse serdo: ¢ (x), qﬁ\%\\jﬁ ¥

<b‘f — aniquila carga - e cria carga +

O resultado é que teremos um termo representando uma particula de carga positiva fazendo a transi-
¢ao de y* — x* menos um outro representando uma carga negativa na direcao oposta x* — y*

(que também pode ser interpretada como uma carga positiva e frequéncia negativa andando na dire-
cao certa y* — x*). Estas duas contribuicdes se cancelam exatamente fora do cone de luz, mas nao
dentro dele. Isto deixa bem claro que a teoria precisa de antiparticulas com a mesma massa e carga
oposta (na verdade todos os numeros quénticos) para ser causal.

O préximo passo é tratar o campo escalar na presenca de um potencial, 0 campo escalar inte-
ragente, mas antes vamos ver como obtemos observaveis desta teoria.
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