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Esta expressao é trivialmente generalizada para um numero arbitrario de operadores:
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(eq.88.1)

Teorema de Wick

Na pratica, obter 457—‘ TZLOH @(,\\ Ces \9,1 L"“\X | 22> envolve calcular:
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me parecer que teremos que calcular infinitos elementos
deste tipo, para todos n’s. Isto é verdade para o resultado
exato. Mas veremos que, em teoria de perturbacao, podere-
mos truncar a expansao da exponencial

Como tanto os operadores \()‘4 (x) quanto o Hamiltoniano de interacao sao produtos de campos, este
problema se reduz a calcular elementos de matriz do tipo:
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Para isto faremos a divisao do operador de campo:
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De forma que: (DZ IO~ = O = < ol SDI—

(eq.88.3)

Definiremos também uma nova notac¢ao para o produto normal: ~ { \(), ... \Dy\: EN [\94 \()J
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Poderia ter feito o mesmo para ‘(‘37\( e obteriamos:
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(eq.89.1)

Definimos a contracao:
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Notem que como o comutador é um numero, podemos fazer:
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Isso quer dizer que (pg 63):

(eq.89.3)
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Pelo mesmo motivo posso inclui-lo no ordenamento normal:
1
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A generalizacao desta relagao para um nimero m de campos é chamada de Teorema de
Wick e é dada por:

TZ‘/Q})T_ (%,\ Ve (‘)ILK*M\\S = N [Cb:: G- (PI ((M\ + todas as contragoes possive%

(eq.89.5)
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Veja que “todas contragoes possiveis” inclui contragdes parciais:
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Em que o teorema de Wick nos ajuda? Note que o que queremos calcular é:

<olT{ c{)1 ,,.cﬁ,\}|o> = <0 l\il:cb4 o dat cowu;;;-_ﬂ|0>

Neste caso, qualquer produto normal que sobre depois da aplicacao do teorema da zero. Ex:
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A prova do teorema de Wick é feita por inducao. Nés provamos o caso com dois campos,
é possivel provar o para 3 campos usando o de 2 campos, e entao o passo n sabendo que o n-1 vale.

Isto estara na lista de exercicios.

Regras de Feynman para A¢*

(Nastase 6; Peskin 4.4)
Voltemos agora para a eq. 88.1:
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denominador no lado direito de 88.1

E vamos assumir que <H,> é (em todos os sentidos) pequeno.
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Neste caso podemos calcular o produto temporalmente ordenado em uma aproximacao
perturbativa, expandindo as exponenciais em H;, e tomando tantos termos quantos necessarios (de-

pendendo da precisao necessaria):
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Analisando o produto de quatro campos: .~ 2_ | —\5/(151 (’)k égqb% >

temos em ordem 0 de perturbacao (que de fato é a teoria livre):
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Este tipo de l6gica combinatoria imposta pelo teorema de Wick pode ser enormemente agili-
zada e sistematizada usando um recurso grafico que ganhou o nome de Diagramas de Feynman. No
Caso simples acima (onde o ganho de usar grafos ndo é evidente, mas avancaremos rapidamente para casos mais complica-

dos, onde o ganho é enorme), temos quatro pontos no espaco-tempo e os conectamos de todas as formas
possiveis:

X'I ° o(" I'I o—o{" I», yta Y, [ [(4
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Propagador
X, o T Ve (h,-
! * D‘" (‘(1 )‘\ (eq. 91.1)

Lembrando também que podemos interpretar d)(‘hl 0> comoa criacao de uma particula
em X, e zo|P(L) como a aniquilagdo de um particula em x,, e que o propagador de Feynman da con-
ta de todos as possibilidades de ordenamentos temporais, € comum “ler” o diagrama do propagador
com esta imagem fisica em mente: a particula foi criada em x, (x,) e aniquilada em x, (x;) (ela nao ¢
perfeita, no entanto, como veremos mais adiante).

Considere agora o produto de dois campos: < 1| | §/qu ¢\KUL>

o primeiro termo é trivial:

<ol TIhdYlo> =4, x

e o segundo (primeira correcao perturbativa) é dado por:
O(A
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Tomemos uma interacao especifica, conhecida com Teoria Ad*: 5'}4 = %]\7 (b

1 g\:&a‘n B
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Temos que fazer todas as contragdes possiveis destes 6 campos, e dividimos isto em dois ca-
SOS:
(1) contraimos ¢(x;) com ¢(x,) e 0s d(z) s6 entre si.
(2) contaimos ¢(x;) com um dos ¢(z) e dp(x,) com outro (os dois ¢(z) que restam sao contraidos
entre si).
M M ) )\ q
(V7 $he680, = 3 (-—tﬂ D. m—Qgé y PGPy
L1 .
— ),
as 3 formas de contrair os ¢(z) ddao o mesmo resultado (mas eu
devo somar sobre elas)

quatro formas de contrair ¢(x,), d)
e uma vez feito isto, temos trés d>¢> z'd?qu-z b3

(1\:;7 :\;{:l_’ = formas de contrair ¢(x,) e nenhu- = ‘\U/J‘\_—l
d>¢ (b D) ¢ [0) ma ambiguidade nos ¢(z) que ]
11> =272

z Zz restam
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(eq. 92.1)

A versao diagramatica seria:

lembrando que temos 4 campos em z
logo 4 linhas devem sair/entrar ali

(4\ Yqo—o{_ %X —+ (c\\\ (@ o——@om
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\/tg como advinho estes fatores?!?
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Vejamos um caso mais complicado:

O Pgrexpansao da exponencial
3l

<of T é‘b(p ‘/\S g b(M % Cb& %%#&b & ¢M¢}|O> (eq. 93.1)
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(eq. 93.2)

Vamos tentar identificar quantas contragoes diferentes poderiam ter levado a mesma expres-
sao 93.2.

Nome dos vértices: B )

(z, w e u sdo varidveis mudas. Pense na expressao 93.1: eu poderia ter trocado a ordem de z, w e u sem mudar a posicao dos
“contratores” e ha 3! ordenamentos para w, z e U - zZwu, Zuw, Uzw, Uwz, wuz, wzu)

Contracdes no vérticez: 1+3
(temos 4 formas de conectar a linha que vem de x. Uma vez feito isto temos trés forma de conectar os z's entre si. A linha que

sobra vai para w) rr?
¢Z z¢a

[ P —

Contracdes no vérticew: 4.3 -3

L1 T 4 possibilidades da linha que veio de z

3 possibilidades da linha que veio de 'y

2 possibilidades da linhas que vao para u: 4} 4}
p weeres Blokele
2 —1

— 1 E=a

Contragdes no vértice u: \‘[ 3 [
Tjt_: 4 possibilidades de uma das linhas que veio de w
3 possibilidades da outra linha que veio de w
(os dois campos que sobram s6 tem uma possibilidade)

Dupla contagem w vs. u: /)/\_

0 d> b, On

1 2 duplacontagem (acontece sempre que ligo pontos internos com mais de uma linha)

31 (4 -55(\1.;.1\@.3\&_-_3!_4_8*!\5 _

De forma que temos 10368 contragdes diferentes que levam a mesma expressao 93.2. Note
no entanto que este numero quase exatamente cancela os fatoriais presentes em 93.2:
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contragoes

Este cancelamento nao é tao impressionante se pensarmos a respeito:

(1) o fator 3! que vem da troca dos nomes dos pontos internos vai em geral cancelar com o 3! da série
de Taylor da exponencial

(2) cada um destes pontos internos tem 4 linhas saindo, e isso (inocentemente) nos da um 4! para ca-
da ponto interno, que cancela o 1/4! que esta no Hamiltoniano de interacao (de fato é por isso que
definimos o Hamiltoniano com este 4!).

O ponto (2) acima nao é totalmente verdade, por conta das duplas contagens e é isso que faz
o cancelamento nao ser exato e produz aquele “8” que sobrou no final. Isso quer dizer que simples-
mente ignorando o 3! da série e os 4! do Hamiltoniano faremos uma sobrecontagem - que devemos
dividir por um fator que dé conta das duplas contagens. Este fator que sobra é chamado de Fator de
Simetria do diagrama e é nele que estamos interessados.

Como vemos este fator direto do diagrama? Baseado nos propagadores podemos desenhar:

8 Diagrama de “Cactus”
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(pode ainda haver uma simetria por equivaléncia de dois pontos, mas esta ndo aparece neste diagrama)

Fator de Simetria
S =axaxa =9

Voltando aos fatores da expressao 92.1:
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para cada ponto
interno terei um
fator deste



Teoria Quantica de Campos |

O fator que resta vem de estabelecer uma regra para o vértice da teoria:

>< ) >\ Vértice
— M (eq. 95.1)

(note que o vértice é este ponto de onde saem 4 linhas, as linhas em si tem regras préprias dadas por 91.1)

1l

E como este vértice é um ponto “interno” do diagrama, ele também contribui com uma inte-
gral em z. Para cada vértice no diagrama vai entrar um fator (-iA) e farei uma integral. Com isso,
temos um conjunto de regras para esta teoria (campo escalar real com interacio ¢*) que Nos permite trans-
formar um diagrama em uma expressao analitica:

(1) para cada propagador: % o G = th (%’\_ml\
(2) para cada vértice: >§ = (—LXXSA‘X

. (isto é trivial aqui, mas ndo sera assim na versao final
(3) para cada ponto externo: X, - /) 9

das regras)

(4) divida tudo pelo fator de simetria
Regras de Feynman (para func. de Green) de L$* no espaco das posicoes

(eq. 95.2)

Mais alguns exemplos:

— — ' o — -

AT
RIS N 3!
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Notando finalmente que para calcular uma dada funcao de n pontos, temos que somar sobre
todos os diagramas possiveis até um certa ordem perturbativa:
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