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Quantizacao de um campo fermidnico

(Nastase 12e 13, Peskin 3.1-3.4 [campo classicol, 3.5 [quant. candnica], 9.5 [quant. funcionall; Ryder 67, Ramond 52-53)

Comecemos definindo um spinor. Vimos (pg 14) que é possivivel construir uma representagao
do grupo de Lorentz tal que:
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PIO= M oo NW\
(eq. 122.2) _ % r_f’l‘ﬁ 1
L__\,_\a matrizes de Dirac

As matrizes de Dirac satisfazem a algebra de Clifford: (eq. 122.3)
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E as matrizes S*¥ satizfazem a algebra de Lorentz:
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Todas as expressdes acima valem para um numero arbitrario de dimensdes e qualquer métri-
ca (Minkowski ou Euclideana), o que vai mudar é a forma das matrizes de Dirac. Por exemplo, em trés
dimensodes euclideanas conseguimos satisfazer 122.4 com:
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Note que isto € a rotacdao em 3D

(eq. 123.2) de um spin 1/2
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(eq. 1234)

E podemos definir 4-vetores, para as matrizes 2x2:
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(eq. 123.5)
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De forma a re-escrever 123.3 na forma compacta: X\ - < o S
B [GRS (eq. 123.6)
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Também nos interessa definir
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(eq. 124.1)

(que de fato é o objetivo desta rep. Outra

- , 5
1236), & “\ -~ /- Q , ot
que, nesta representacao (usando eq. 123.6), € — { rep. popular & a em que 1° & diagonal

1 ao invés de y” - cuidado ao comparar

0 livros)

O gerador S* agora é um objeto mais complicado (que deve conter rotagcdes e boosts), note
que a parte puramente espacial contém as rotacdes 3D e:
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Note que isto € 0 mesmo que temos em 123.2, repetido 2 vezes (se eu aplicar isto num objeto de quatro compo-
nentes, as duas “de cima” rodam como um spin 1/2 e as duas “de baixo” também, independentemente)

O proximo passo consiste em construir invariantes de Lorentz com o campo . Infelizmente
a primeira opg¢ao que vem a mente:

TP o 9T A0y # Y

Lo M nao é unitaria pois alguns elementos de S ndo sao hermiteanos (os boosts)

no entanto nao é dificil obter um invariante, definindo:

_ Y .o
\P :\V ¥ (eq. 124.3)

de forma que:
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Também podemos provar que: WfNY —0 /\V . ‘\{TQN\P

[— A -_ N
E que, portanto, a contracao dele com um vetor qualquer é invariante: \{N \P x‘ \\) ~ \fr\\" B \P

Outros invariantes podem ser obtidos como poténcias destes no entanto, se quisermos uma

teoria renormalizavel, somente aceitamos os termos com dois Y (esta afirmacdo terd que aguardar o curso de
TQCII para ser provada, assim como a explicacao do que é “renormalizacao”)

Com isto podemos construir uma agao:

Sy = (P FEt"d -9 g%,

(eq. 125.1)

Cuja solucao classica é dada pela equacao de Dirac:

( X — W\\ \P =0 basta fazer a variacdo em relacao a \, também podemos obter
(eq. 125.2) a equacao conjugada, para y, variando .

Espinores de Weyl e Majorana

Ja vimos que, nesta representacao (124.2) :

.o . k
Q o ¢
~ Q Boosts de Lorentz
Também val 50; $O- -2 y B
ampem vale que: - - = - — ~
= o -
~ J (eq. 125.3)

0 que deixa 6bvio (note a estrutura bloco diagonal) que a representacao de Dirac é redutivel (este é o grande
trunfo desta representacao. Podemos definir:
‘-Ix1 2x1 et

Hx1 x1
\PD = \P" \Pf( = ?)

RIS x4
\Pf( &
eq. 1254)
(e cuidado com o abuso de notacao, em geral fica claro na equacao se esta-

Yx1
Hx1 Hx1 mos falando do objeto de dois componentes ou o objeto de quatro com-
D = \PL + kl)f( ponentes, entdo é comum suprimir este indice.

Observe as expressoes para as rotacoes e boosts: as duas representagdes obtidas tem exata-
mente a mesma rotagcao, mas os boosts tem o sinal invertido. Note também que:
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(eq. 126.1)
F: = FI_ (!( = ()K \J(L+\|)(L = 07\— \PD + Pﬂ \PD = (PLi-l?R\\PD = \\)D
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(71_ i Pﬂ = /] (operadores de projecao)

(eq. 126.2)

Além destas duas representacoes irredutiveis (chamada de Espinores de Weyl), ainda temos
uma terceira, definida pela propriedade:

: . . —T
(/\ J'—V"\\k\) =0 hermiteano conjugado - é'\.\& Tc),:‘t“f"\\\\) -0

transponho
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I——Q(«J—-MB C \P =0 \P = C\-\) \\) - C\(\ k\) realidade

(eq. 126.3)

A matriz C é chamada de matriz de conjugacao de carga e satisfaz as seguintes propriedades
(validas em Minkowski 4D): (Bjorken and Drell, 5.2)

C_ \6\NC—4 _ (_ \GNSF l7=‘1 T
(eq. 126.4) ’ C’ — C’
,\——D (P. West, Strings and Branes, pgs 104-105)

Na representacao de Weyl, satisfazemos estas equagdes escolhendo:
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-a nesta representacao
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Os espinores que satisfizerem esta condicao sao chamados Espinores de Majorana, e no caso
deles nao podemos tratar v como independente de y (0s dois estao ligados pela eq 126.3) e temos
que modificar a agcao para obter um termo cinético canonicamente normalizado:

So= 23~y

o~

Esse fator global na acao nao parece ter importancia, e de fato nao afeta a solucao classica, mas quan-
do quantizarmos faz toda diferenca ter um fator 2 no operador que estamos invertendo (obtemos um
propagador que é o dobro).



Teoria Quantica de Campos | @

Representacdes e Fenomenologia

Qual destas representacdes descreve os férmions na natureza? A resposta depende de qual
particula vocé quer descrever. Para comecar note que:
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Note que o termo de massa mistura os campos R e L (isso quer dizer que as equagdes de mo-
vimento para ambos vao ser acopladas). O que quer dizer que é “incomodo” descrever particulas com
massa em termos de spinores de Weyl, que é bem mais util para particulas sem massa.

Os espinores de Majorana podem ser usados para descrever particulas completamente neu-
tras (nenhuma simetria local interna) e que sao a proépria antiparticula.

Solucgoes (Classicas) da Equacao de Dirac
A

Comecemos notando que o operador de Dirac: U

v:iz—\m

e seu adjunto: \<) - i

tem a propriedade: @@ \_( J—MYJT”\\ (5 +VV\> U 6 \?)D
/\} Ny BN
dy= i) g me by = d

A

A S—
o que quer dizer que qualquer campo que satisfaca @v \ﬁ) =0 ou '\?)D V=0 vai satisfazer também:

. P=0

Ou seja, as solugdes da equacao de Dirac tém que ser também solu¢des da equacgao de Klein-Gordon.

Isso nos diz que estas sao do tipo: .
q p i ’\.?‘ Y ) 3
e <—> P=m =0

Onde claramente o coeficiente K deve ser uma matriz, pois estes campos se transformam sob aplica-
cdo das matrizes de Dirac. Parametrizemos primeiro as solucdes de frequéncia positiva:

Vi = wpd S pomzo
Gw&wﬂg:@'ﬂ7fflw\wm=o
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As duas solugdes desta equacao podem ser compactadas em:

=) = 5(() - \s -G gs + Determina o spin (depois que guantizar—
>=h VN d fal |
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e.g. spin up e down ao longo do eixo z:

(eq.128.1) g;(b
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As duas solucgoes de frequéncia negativa sao
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As condi¢bes de normalizacao (usadas para obter os £ acima) sao:

WL ey = 8

— '\j‘s - S"l$
oY VTCPYE xS (eq.128.3)

Ou, em termos de u' e v’ (mais gerais, valem para particulas sem massa):
+ s T <™

LW ey=2ted
+ s & E 6&5

G (e V(PN = 4 (eq.128.4)

E valem: RR(P\ D = NS A_st(ﬂ =0
WA o oMY KEYFO
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Sabemos (olhando as transformacodes sobre rotacao em 3D) que este campo descreve parti-
culas de spin 1/2, e que portanto devem obedecer estatistica de Fermi. Em termos da quantizagao ca-

ndnica isso significa que devemos usar anticomutadores ao invés de comutadores para fazer a quan-
tizacao

Quantizacao do campo de Dirac

N » 3 ~
é bastante rapido mostrar que, usando: C\P‘&(Q , \\)1: (“d\} = 8 (X- ‘\\ 5«%
(Peskin 3.5, até eq. 3.90)
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operadores de criacao e aniq.

energia abitrariamente negativa!

e que isso é resolvido com a quantizacdo correta: i\R&({S , k\)J (“u“d\\} = 83(_1- \%\ 5,\9,

que, consistentemente, também garante que nao consigamos criar duas particulas
no mesmo estado, implementando o principio de exclusao de Pauli

A lagrangeana é:
&="“$\6\N)/\\)’V“$\P = A\P+ X K\HJH\P— - K\UWU_—.
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(eq. 129.1)

Quantizando: i\x)‘x(w){-\ ‘\P; (Cg’)—l:)wg z %‘ ?jg\gxp
SRED ek hEn, Yirst-o
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O procedimento entdao é o mesmo que usamos para 0 campo escalar, s6 que agora sabemos que os
coeficentes da solucao geral sao matrizes 4x1:

/] = NG

Wod= g( 5y Ger AW+ B ey
W)

by
(indices espinoriais): Oﬂ \R)

Conhecendo a solucao classica, vou parametrizar estes coeficientes na forma:

A= 2GR BN (0
VA S

operador que vai dar conta das relacdes de comutacao

Assim, expandimos o campo na forma:

f s

\P(t\= %1%36:2(@? e 4 TF ((’Se»rx>
i P s

(eq. 130.1)

As relagdes de anticomutagao para os campos implicam que:

n s} o n s\ - ,\T\'s 53 — =~ SFL5
i(k ) O\T } i Q’F’ ) 9"'?& (‘& CP O\X (qualquer outra combinacao = 0)

Temos, assim como no caso bosonico, um vacuo no espaco de Fock:
s
0\5_' ‘QB: Q’__, Jo> = O
P r
E criamos estados de uma partl'cula agindo com os operadores de criagao neste vacuo:
-
SN\ =\xE 0\ \ o>
{P ) > e

DY FAY AT

— S —_
S6 que os anticomutadores implicam que: (O\ 14 3 - (QJ r’\ =00 que torna impossivel adicionar
outra particula com mesmo momento e spin a este estado. E também:

. + +
165 ks> = N plio> = NI 0> = s /s >

O operador hamiltoniano sera dado por:
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Mais uma vez temos uma energia infinita no vacuo dada pelo ultimo termo acima. Mais uma vez defi-
niremos o ordenamento normal. A novidade aqui € que, para passar da primeira linha acima para a
segunda o sinal do termo com 2 b’s foi invertido. Entdo se quisermos somente descartar o efeito do
vacuo de forma consistente com a estatistica de Fermi, devemos fazer:

T 5 . n %
‘ > — (C NN
Ut
> S T . _ < T _ N
.O\q.ok;;.—o\t?ok;_—dx“’(k?
E 0 mesmo deve valer para quando o produto ja nao comeca ordenado:
« Nt st _ st M
: G\\? (\q ' qqi 0\5" (eq. 131.2)

Moral da histéria, o ordenamento normal para férmions carrega um sinal (para varios campos multi-
plicados é necessdrio contar quantas vezes um operador fermidnico passar por outros para sair da
ordem inicial e chegar na final, e multiplicar por -1 para cada passagem). Isso obviamente vai implicar
em modificacdes no teorema de Wick para férmions

A integral de trajetéria fermionica

Precisamos entao pensar em como transportar esta anti-comutacao de forma consistente pa-
ra o formalismo de integral de trajetéria. O problema é que neste formalismo, trocamos os operadores

por fungdes, que comutam entre si.

Podemos pensar, que no caso bbsonico, as funcdes sao obtidas a partir dos operadores no li-
mite:

.\_
[« RS l=k — o
Entdo agora, deveriamos obter
+ -
g‘*\ N \S -k 70

que nao sao as funcdes ou niimeros usuais, pois anticomutam (seguem a chamada Algebra de
Grassmann). Podemos dividir o conjunto destes Numeros de Grassmann em dois:

+ . + +
Parte impar da algebra: & | W . g(\\ U \g = {u\"\.&: wa)o\ \3 = 0
Parte par da algebra: o\OL~r ' [G\Q\{' )ckcf\xt @)

De forma que o produto de duas fungdes fermidnicas (impar) vai ser bosbénica (par)

(e é facil ver que [par . par = par] e [impar . par = impar] )





