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Mais uma vez temos uma energia infinita no vacuo dada pelo ultimo termo acima. Mais uma vez defi-
niremos o ordenamento normal. A novidade aqui € que, para passar da primeira linha acima para a
segunda o sinal do termo com 2 b’s foi invertido. Entdo se quisermos somente descartar o efeito do
vacuo de forma consistente com a estatistica de Fermi, devemos fazer:
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E o mesmo deve valer para quando o produto ja nao comeca ordenado:
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Moral da histéria, o ordenamento normal para férmions carrega um sinal (para varios campos multi-
plicados é necessdrio contar quantas vezes um operador fermidnico passar por outros para sair da
ordem inicial e chegar na final, e multiplicar por -1 para cada passagem). Isso obviamente vai implicar
em modificacdes no teorema de Wick para férmions

A integral de trajet6ria fermionica

Precisamos entao pensar em como transportar esta anti-comutacgao de forma consistente pa-
ra o formalismo de integral de trajetéria. O problema é que neste formalismo, trocamos os operadores

por fungdes, que comutam entre si.

Podemos pensar, que no caso bosonico, as funcdes sao obtidas a partir dos operadores no li-
mite:
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que nao sao as funcdes ou niimeros usuais, pois anticomutam (sequem a chamada Algebra de
Grassmann). Podemos dividir o conjunto destes Numeros de Grassmann em dois:

+ . + +
Parte impar da algebra: & | W . g(\\ U \g = {u\"\.&: wa)o\ \3 = 0
Parte par da algebra: o\OL~r ' [G\Q\{' )ckcf\xt @)

De forma que o produto de duas fun¢des fermidnicas (impar) vai ser bosbénica (par)

(e é facil ver que [par . par = par] e [impar . par = impar] )



Teoria Quantica de Campos | @

Numeros de Grassmann, defini¢cbes e propriedades

Precisamos de funcdes definindas em um espaco de nimeros complexos que anti-comutem,

0 que ja havia sido proposto antes por Grassmann. Os niumeros de Grassmann satisfazem a seguinte
propriedade:
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se a funcao tiver paridade deﬁmda ela é a-number ou c-number
assim, se LA NN Oy C C entdo A =AX=O ou YLY=u, =0 (ou entdo os proprios a’'s devem ser Grassmann)
Na maior parte do segue, vamos assumir coeficientes pares, o que significa que estamos tomando a dlgebra de Grassmann finita,
o que quer dizer que, no exemplo abaixo, ndo ha outros impares além de 6, n e p para aparecer nos coeficientes:
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e considerando fung¢bes mais gerais (sem paridade, ou supernumbers)

Ha uma ambiguidade na definicao de derivada (temos que decidir se ela age pela direita ou
esquerda): &
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A consequéncia é que a regra do produto também fica modificada:
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( quando for necessario usar a derivada pela
direita indicaremos isto explicitamente)
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(eq. 133.1)

(eqg. 133.2)

E num caso mais geral:
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Para definir integrais é natural assumir que os infinitesimais de Grassmann também anti-co-
mutam:

{18, 4y}=0°
zck@)&vvl—_o .

Sée M P(e,@ =_ gée BAVL P(g,vpl

Considere a integral de uma funcao de apenas um numero de Grassman, queremos que esta integral
tenha a propriedade de ser invariante por translacoes nesta variavel:
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que resolve outra ambiguidade de sinal
(se fizemos primeiro a integral de fora
o sinal fica invertido)
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(eq. 134.1)

gég Ne deve ser par, e tomaremos: Bée a6= A, SA@ a)
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o que pode ser mostrado em geral, ou seja a integracao e a diferenciacao tem o mesmo efelto
A funcao delta também pode ser definida, usando uma funcao n: 6 (\z\
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A mudanca de variaveis multiplicativa (por um nimero complexo) na integragao também pa-
rece mais com uma mudanc¢a em derivadas:
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\\ aqui termina a lec 12 do Nastase

(eq.134.2)

O que é obtido com: %(vz_ ﬂ = \Z _V
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Para numeros de Grassmann complexos:
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(eq. 135.3)

Suponha um caso bidimensional:
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Fazendo uma mudanca de varidveis,obtemos:
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temos que exigir: ng1 MZL—'(DETE/'\1X1 o, 5-«,_

(como ja tinhamos visto na mudanca de uma variavel)

damesma forma: 37 A‘Zt = (DETEN 1\‘ Vet Jody
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Provamos isso para 2D, mas a mesma coisa poderia ter sido feita para mais dimensodes.
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Usando derivadas em a, podemos também mostrar que:
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Podemos definir uma ”fungéo de Grassmann” (que é impar, para cada valor x, fornece um a-number)

\PO&X = Z_pﬂ. P, L)

A

(eq. 137.1)

como:

\,\/
L,; {(/DL} base de funcdes usuais (dh ¢ C \

coeficientes sao numeros de Grassmann

E generalizar as integrais funcionais Gaussianas para fungoes deste tipo:
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(eq. 137.2)

O Oscilador Harmonico Fermibénico

O operador hamiltoniano de um oscilador harménico quantizado como um férmion, antes de
dispensarmos a energia do vacuo, é:

L AN B

Consideremos, assim como no caso bosonico, o estado coerente:
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Temos a relagao de completeza:
*
" S It p= <R 1€
E o hamiltoniano na presenca de fontes (oscilador forcado) sera escrito como:
T S A R g e A R Lt

Queremos calcular a amplitude de transicao:
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para a qual seguimos os mesmos passos de sempre para encontrar a integral funcional:
n
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As equacdes de Hamilton na presenca de fontes sao:
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Com solucoes:
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Que podemos projetar no vacuo fazendo: )? = [3 =e
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E neste caso (exercicio, mas a deducéo prossegue de maneira analoga ao caso bosénico - pgs 36-37):
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(eq. 138.3)

Isto é praticamente o mesmo que um campo em 0+1 dim., temos:
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Note que: (1) Temos apenas um polo, em F = W-4GC
(2) Isso significa que se fizemos a integral no hemisfério superior (Im E > 0) ela da
zero, e somos forcados a fazer isso se (s < 1), portanto a integral é zero para (s < 1). No outro hemisfério
(obrigatério se s > 1) pegamos o polo e obtemos o resultado nao nulo acima.

(3) Basta substituir a Ultima expressao em 139.1 para obter 138.3 (incluindo o limite
de integracao, que impoe s > 1)

Passando para o espaco Euclideano: T = -ite
EzMikgww$a=gk;u&f%#+yw@@+@%k

suprimindo o “E”
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E rodando de volta para Minkowski com e = (-r+ € 5 £ (para evitar o polo), voltamos ao
propagador em 139.2

Agora basta aumentar o nimero de coordenadas espaciais para obter uma teoria de campo.
A lagrangeana (em Mink.) é:

L= G-y





