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Quantizacao de Campos de Gauge

(Nastase 16, Peskin 9.4, Ryder 7.1)

Voltaremos agora ao “mundo bosonico” para lidar com um tipo bastante especial de bdson, os
Bosons de Gauge. Estes campos vetoriais sao introduzidos em teorias toda vez que assumimos a exis-
téncia de alguma simetria continua e local (simetria de Gauge), em geral postulando que o conteudo
de matéria da teoria (escalares e férmions) se transformem sobre alguma representacao de um grupo

de Lie (embora seja também comum pensar em teorias de puro Gauge, onde temos apenas os campos vetoriais, comumente

chamadas de teorias de Yang-Mills).
Neste caso, o campo vetorial deve, para manter a invariancia da acao sobre as transformacoes

do grupo em questao, se transformar da seguinte forma:

A (\\ _U/QK/,(K\ 13 /\(\L\ (no caso de uma simetria U(1), abeliana)
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B constantes de estrutura do grupo

(no caso de uma simetria nao-abeliana)

Vamos nos restringir ao caso abeliano, por enquanto, e comecemos tentando o caminho ingé-
nuo, analogo ao que fizemos no campo escalar:
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No caso do campo eletromagnético (sem interacao com a matéria):
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Em principio so precisariamos inverter este operador, mas ai esbarramos em um problema:
imagine uma configuragao de campo especifica (estamos somando sobre TODAS ELAS):

AH(\C\ = 3" o (%
(DIND - 5\/5,3\3"“( = (va— JQDSD( = O

O operador tem autovalores zero, e portanto é singular. De fato, a integral:
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vai receber uma contribuicdo igual a“1” cada vez que considerarmos uma contribuicao deste tipo. E
divergente. Podemos ver que esta divergéncia é transmitida para o que seria a funcao de Green:

CN“D’%JAD”M-X“=Q~$u—Xs
C)H$ \(7 C)N

/\&m que ser realmente grande para satizfazer isto)
v XA »
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A raiz do problema esta na invariancia de gauge. Quando somamos sobre diversas configura-
oes de A , somamos inclusive aquelas equivalentes (ligadas por uma transformacao de gauge) o
n
que é uma forma de “multipla contagem”.

\ Am .-,
ja incluimos esta

configuracao nao devemos incluir estas

Temos que forcar a nossa integral de trajetéria a considerar somente estados inequivalentes
por uma transformacao de gauge. Uma forma 6bvia de fazé-lo é fixar o gauge, mas como fazemos
isto em uma integral de trajetoria?

Comecemos a discussao escolhendo qual fixacao de Gauge sera mais conveniente para a
quantizacao da teoria. A equacao de movimento classica:

DA - "AN=0
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é bastante dificil de resolver, no Gauge de Lorenz (proposta por Ludvig Lorenz que néo é o Hendrik Lorentz) ou
Gauge Covariante a solucao é bem mais simples:

Gauge Covariante

Y A-0l = OA 0 — A ~c0ye
'

(Klein-Gordon, para m =0)

+3 k.

(eqg. 162.1) o coeficiente carrega o indice vetorial

e a informacdo sobre o momento angular
(spin / polarizagao)

k; =0 (pois a massa é zero na eq. KG)
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Na,

(eq. 162.2)

esta fixacao, no entanto, nao fixa completamente o Gauge. Note que, dadas duas configuragdes de
campo fisicamente equivalentes, ligadas pela transformacao de Gauge a sequir:

A, = A, +X) com X/ DX=0O

ambas podem satisfazer a condicao de fixacao (sem exigir A =A): J"A | = ér\ Arn 20

Poderiamos aprimorar a nossa fixacao exigindo também A -0
o=

(eq. 162.3)
(ainda mantendo a condicao 162.1)

0 que equivale a:Lc\Q/\ = - Aq

)

T

E ndo causa nenhum problema com a condicao 162.1, uma vez que:

(L .
DA o — Ddx=o0 = &Q)N=0

Lo Q)=0 jaerapermitido

A combinagao de 162.1 e 162.3 nos leva a: 7/5\"’ -0

(eq. 1624)

Note que esta condicao nao é condizente com a presenca de correntes (fontes) externas, que produzi-
riam um A, #O, portanto este formalismo s6 é util para radiagdo no vacuo. Em suma, usaremos:

Ae=0 ¥ JA=0

Gauge de Radiacao ou de Coulomb

[ Xe}

Al

(eq. 162.5)

Sabemos do eletromagnetismo que, neste Gauge, s6 temos dois modos que se propagam no
campo, correspondendo a duas polarizagdes transversais. Por isso ele é um Gauge Fisico.
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A solucao classica é:

A i +Aﬂ,_
A (W) = Z “(L\[ Oy T+ Py e j

(ﬂ\ )»E,L \= 11.

(eq. 163.1)
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- . : : : A
E também conveniente escolher os dois vetores de polarlzagao"( de forma que sejam orto-
gonais:
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(eq. 163.2)

Quantiza¢ao no Gauge Fisico:

( ndo explicitaremos todos os detalhes, ver: Bjorken & Drell, “Relativistic Quantum Fields”, cap 14)

Queremos agora impor as condi¢des 162.5 uma vez que o campo tenha se tornado um opera-
dor. A condicdo para o componente zero é trivial, estamos de fato removendo um grau de liberdade
do sistema, ja a condicdo .~ =0 deve ser vista como uma condi¢ao para operadores. Ou seja:

V.<A>=0 2 NLR,8=0

Note entao que, definindo o momento conjugado:

oA

M- F =E
Poderiamos, inocentemente, impor:
‘ : N ;Z(T'-?\) N B
CAED B o) =\ Ok SV ¢ ~ LSV
By

Mas veja que, se aplicamos ﬁ,.& neste comutador NAO temos: \—7" [ —,-O\“ (7’/{-5 | E ;(?‘} (—)] =0
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A licao aqui é que vinculos (e a fixacao de Gauge é um vinculo sobre as variaveis dinamicas
do sistema) tornam a prescricao de quantizar simplesmente trocando os brackets de Poison por comu-
tadores (ou anticomutadores) invalida. Dirac achou uma forma de generalizar a prescricao para siste-
mas com vinculo mas nao exploraremos isto aqui (veja as notas do prof. Nastase lec 15 e a referéncia |4 dada para o
original de Dirac), para nossos fins basta notar que a generalizacao:

1o o= (S1- £8)

Fornece a seguinte relagao de comutacao:

(eq. 163.3)
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Substituindo a decomposicao de A no comutador acima obtemos a relacao usual:

Loy, )= (Y 9,y S (- 1)
[o0]) =)= 0
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(eq. 164.1)
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h) (eq. 164.2)

Esta escolha de Gauge é conveniente pois s6 temos dois graus de liberdade, que coincidem
com os graus fisicos. No entanto a invariancia de Lorentz explicita esta perdida, e para ter certeza de
que corre¢des quanticas (loops) nao a quebram seria necessario testa-la explicitamente a cada passo
da teoria de perturbacao. Uma alternativa a isto seria escolher o Gauge Covariante (que mantém a es-
trutura de Lorentz explicita) e pagar o preco de ter polarizacdes nao fisicas na teoria, é o que faremos
a sequir.

Quantizacao no Gauge Covariante

(mais detalhes: Mandl e Shaw, secs 5.1 e 5.2)

N
Neste caso, a Unica condicao de fixacao é a da eq. 147.1: c),J A =9

b)

e A= [ K Ay 20 Oy ¢
A solugéo classica é: A,} 3 L GH (k\ G (L) e (¢
Y (EL S=o

— )] =0 —
Log polarizacoes WL o=k

Podemos escolher um sistema de coordenadas tomando o 3 eixo na direcao de k: & = (,Dc) 0,0, Sk\
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(O, 0,1,0) G,J =(0,0,0,1))

€ mais uma vez construir polariza¢des ortogonais:

é°;.-(4 00\ 64-(04003 ecﬂm

0) A
S é/‘

}\_4 N p{ G—H\) O \/PoIarlgoestransversassaoﬂsncas

}\ -0 |’> and ﬂzN é,: = EﬂL >< Polari¢bes tipo-tempo (A = 0) e longitudinal (A = 3) nao sao fisicas

. . - N .
isso quer dizer que, quando forcarmos a condicao 9 Ap =O em termos de observaveis, os modos
tipo-tempo e longitudinal devem se cancelar.

Mais uma vez temos que modificar o jeito de quantizar para levar o vinculo da fixacao de
Gauge em conta, neste caso trocaremos a imposicao forte de que:

(:c)yﬁ\”(\t\) /\V(W‘\’X =O

que é impossivel de satisfazer com a expansao de A dada acima, por uma condi¢cao imposta apenas
sobre a parte de aniquilacao da expansao:

Y AP 19> =0

Condicao de Gupta-Bleuler

A= ;
(AIT \ &)Ex yoo,

Que também implica: <\N()r’ A(;X(KX -0

() +xLl
AH = B ()\ (\e L

P A = < 4] AT Y AY IND = ©

(eq. 150.1)

O que estamos fazendo na pratica é colocar uma restricao nos estados iniciais e finais permitidos pela
teoria. A quantizacao é dada por:

T \ (3 \ ~ ~
[Ar(w;ﬂj I, (< ;J‘\}: ' ?)” 0 \(? -¥ [ARM=LT)-0
Note que temos um problema ai, pois Qj\ B__[ (a& A,— J, A, B(a ~N-oYA X o
AO

Portanto nao ha como a relacdao de comutacao acima valer para A, e 7, a ndo ser que modifi-
guemos a Lagrangeana - existe uma forma de fazer isso sem mudar as equagdes de movimento, que
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nao exploraremos aqui, uma vez que este procedimento é muito mais direto via integrais de trajetoria,
o que faremos a seguir (veja Mandl e Shaw para a histéria completa). Assumindo que este problema foi resolvi-
do, podemos obter relacdes de comutacao para os operadores de criacao e aniquilagao:

[P, «0)- - o Gamy S0

(eq. 166.1)

[owa) = [ ot )= 0
O queestabemparai=1,2e3, mas:
)20 = [a®6) 6= - (VIR @- 2
O que leva a uma norma negativa para o 10> pois:

| HosllFz <0ladio> = — 2o wlo> —<0lo> = -

Reforcando o fato de que estes estados nao podem ser fisicos. A condicao de Gupta-Bleuler
diz que:
N DN DA
-+ ﬂ( é/) - QC = O
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Esta equacao deve ser verdade para quaquer estado v, e portanto é uma condicao que restringe os es-
tados fisicos possiveis. Um exemplo de estado que satisfaz esta restricao é:

P> = (<0 + ) o>

Sy o\t ) (o) d T
[ o)« + Sy 0> - [Ef\/@&/@] LR o> =0
():\l-\ % _}_(&-T\ &
Podemos mostrar que o mesmo é verdade para qualquer estado que tenha o mesmo numero
de excitacdes com as polarizacdes (0) e (3). O resultado final é que, neste Gauge, a contribuicao destas

duas polarizagées nao-fisicas se cancelam no calculo de todos os observaveis. A energia, por exemplo,
é dada por:

CYIH Y =P D g <y oM [y
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isso quer dizer que (simplificando a notacgao): OtD\ (QL\ =0 0£ (QQ\ =3

20 +3N0 (V> = (043 (V> YT 0+ V> - Y T (0 +R) V> =0
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Portanto a energia pode ser escrita como:

<YIHYD =\ D <y o7 19>
\1‘,\( (eq. 167.1)

Lv s6 as polarizacdes transversais contribuem

Fixacao de Gauge em Integrais de Trajetoria, método de Fadeev-Popov

Ha um jeito mais moderno, e mais facilmente generalizavel para o caso nao-abeliano, de lidar
com a redundancia contida nas teorias de Gauge. Comecamos fazendo a rotacao de Wick para o espa-
¢o Euclideano. E preciso atentar para o fato de que A, € um vetor de Lorentz e sua componente zero

também deve ser rodada: |
o . o .
\(a—_k :‘k: = _'\Y\l-_ -‘&K\I 30_— - = A = [SEESN 5\

A= /°\1 (eq. 167.2)
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(eq. 167.4)

O[(E) )

Esquecendo o indice (E) e fazendo uma integragao por parte (analogo ao que fizemos para obter 161.1,

mas aqui ndo ha termos de borda por definicao):

S [A) =gb‘m E gA,,(SM 3 -3y a,,\/\q

1
\1
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A idéia agora é que em:

2 (A

temos duas “somas”:

(1) uma desejavel, sobre todas as configuragdes fisicamente inequivalentes do campo A, que criam

0 comportamento quantico do campo

(2) uma soma igual a anterior s6 que com todos as configuracdes levadas em outras fisicamente equi-
valentes por meio de uma transformacao de Gauge, para um parametro de Gauge A especifico. Clara-
mente temos uma “copia” desta para cada escolha de A, o que acaba virando uma integral em A.

Se conseguirmos fatorar a integral acima em duas: S ?/Aﬂ O = %‘) \ S)A(;F(Q
]

integral para os diversos ”Gauges”e/}
integral sobre os campos fisicamente relevantes (Gauge-fixados)

e eliminarmos toda dependencia em A da integral de trajetéria, entao a integral em A vira um fator
multiplicativo em Z, completamente irrelevante (é o “volume” do espaco interno definido pelo grupo
U(1) ). Essa é nossa meta nas proximas paginas.

Para comecar, consideremos uma fixacao de Gauge covariante mais geral do que a de Lorenz:

Iy A = CO (eq. 168.1)

Dada uma configuracao de campo especifica A, definamos a orbita de A, Or(A), como o con-
junto de todas as outras configuragdes que podem ser obtidas a partir de A, por meio de uma trans-

formacao de Gauge.

Agora imagine também o espaco de todas as possiveis condi¢des de fixacao de Gauge. Se
estas sdao “boas” fixacdes de Gauge, deve haver apenas um ponto de interseccao entre este espaco e
Or(A) (para cada configuracao inequivalente):

Oc(AM
OK(P\\\

O (AY
Inequivalentes
(nao ha transf. de Gauge

fixacdo de Gauge 2
que leve um no outro)

fixacdo de Gauge 1
Vamos assumir que a interseccao é unica, mas existe um problema conhecido em teorias nao Abelianas com esta suposicao, as

chamadas cépias de Gribov (outras interseccdes, uma infinidade delas de fato). Ndo nos preocuparemos com elas pois (1) s6 apa-
recem no caso nao Abeliano e (2) mesmo nas teorias nao Abelianas, s6 sao importantes no regime nao perturbativo destas.

Considere entdao que estamos percorrendo a 6érbita fazendo a transformacao:





