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Diagramas de Feynman para a Matriz S
( Nastase 20; Peskin 4.6)
Finalmente podemos coletar tudo que aprendemos com as funcdes de Green e obter um con-

junto de regras sucinto para o calculo da matriz S incluindo agora as corre¢ées de ordem superior na
teoria de perturbacao. Partindo de (73.1 e 73.2):

—« HETY

2008 S g > = .LQ,:O wh .. |e o >
mos da teoria completa

Queremos os estados da teoria livre, vimos que (eq. 85.1):

(eq. 190.1)
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(estamos deixando a constante de proporcionalidade em aberto, pois ela pode ser bem complicada)

O lado direito de 190.1 fica: r—v pacotes estreitos
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No caso das funcdes de Green a constante de proporcionalidade se cancela usando a normali-
zacao (passagem entre as eqs. 87.1 e 87.2) e aqui acontece o mesmo. Provar isso envolve provar a fér-
mula LSZ e nao faremos isso neste curso. O resultado obtido fazendo a normalizacdo correta e usando
a féormula de LSZ é dado por: L curioso? Veja as notas de TQCII (2016), pgs 93 a 98
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(eq. 190.2)
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Na equacgao 190.2 obtemos iT ao invés de S, pois a férmula de LSZ s6 nos fornece estados co-
nectados em que o estado inicial e final sao diferentes. Ainda resta entender o que “amputado” quer
dizer. Lembrando que Z = 1 a nivel arvore, vejamos alguns exemplos:

(2. — 1( (O (") olado direito de 190.2 fica:
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(eq. 191.1)
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dentrode < ..| NC(‘?NB .. >= <... )@ _Y (<I>*§—h \. § ,n=0,..,N, temos os ¢* agin-

do para a direita e os ¢ agindo para a esquerda. Definimos entao: \D
no exemplo em questao
como temos 2 estados
iniciais e 2 finais, o Unico
termo que vai ser diferen-
te de zero é n=2 (N=4)

Em 191.1 temos termos do tipo: (Pb(b(#) ﬁ(b(#) C‘H}ﬁ)

O ultimo termo nao passa de um diagrama desconectado acompanhado de bolhas no vacuo:

(e gppperring = BT )
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O segundo termo, com apenas uma contracao, nos da o seguinte:
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Finalmente, no termo sem nenhuma contracao somos obrigados a contrair todos os campos
com os estados assintoticos:
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varias formas de fazer, mas todas
com o mesmo resultado
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(eqg. 192.1)

que é justamente o que obteriamos com as regras de Feynman para o diagrama

como T = (C\j 3\'

ot f-r) i N = M= -

logo a sessao de choque no centro de massa é: (

-\.L
SR Eom|(eq. 192.2)

Como o lado direito nao tem qualquer dependéncia angular, fica facil integrar em Q
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AR =T
(J\" = >\k ﬁ/g f
Tor T 4—— — ' (2particulas idénticas)
NI |(eq. 193.1) s

Até aqui nenhuma novidade, mas vejamos o que ocorre com algumas corregoes.

Até agora s6 o diagrama conectado contribuiu para esta secao de choque, mas resta a per-
gunta: todos os diagramas conectados possiveis contribuirao para ela? Vejamos o seguinte diagrama
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(eq. 193.2) L

_o on-shell: o>+

Essa é outra versao do problema que mencionamos pela primeira vez ao fim da pagina 99,
onde obtemos as regras de Feynman no espa¢o dos momentos e apareceram propagadores para as
linhas externas, na ultima expressao da pag 99 temos:
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Este problema ndo apareceu no caculo de 192.1 pois os estados finais e inciais foram tratados
de forma apropriada nas paginas 191 e 192 (por meio da contracao dos operadores com os estados
assintéticos) e forneceram exponenciais ao invés de propagadores. No entanto este tratamento nao
resolve o problema para o diagrama em 193.2 pois nao é o propagador ligado ao ponto externo que
esta divergindo, mas sim aquele que envolve p. Note que, em geral, este problema vai surgir toda vez
em que um momento inicial ou final (por definicao on-shell) “correr” dentro de alguma linha interna
do diagrama. Note que:

«_momentos off-shell

(qualquer

definido na pagina 181

Vn

onde queremos nos livrar dos propagadores em vermelho. Esta operacao é chamada de amputar o
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diagrama, uma vez que removeremos as pernas externas com TODAS AS SUAS CORRECOES, ou seja,
o propagador completo. Operacionalmente podemos “seguir” o momento externo e procurar a linha
mais distante do ponto externo em que podemos remover a perna cortando apenas um propagador:

; (resto do diagrama) D =
F;_’ — s Amput. ﬂ

E a estes diagramas amputados que nos referimos na eq. 190.2. Felizmente a férmula de LSZ faz esta
“amputacao” formalmente, basta notar que (LSZ, eq 74.3):
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J/ Se encontra multiplicado pelos

propagaderes completos “problematicos”
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E é por isso que obtemos s6 os diagramas amputados quando passamos da férmula de LSZ para a eq.
190.2 e finalmente:

N+

/'\ /‘k (Q:\T \\‘ SH(PA*PB -2 P,LX = (Z diagramas conectados e amputados > (\!_\\

(eq. 194.1)

A\\
QED: definicao e regras de Feynman

( Nastase 22; Peskin 4.8)

Agora passamos a aplicagdes fisicas e construimos a nossa primeira Lagrangeana completa,
observavel e fenomenologicamente viavel. Comecaremos com a Eletrodinamica Quantica, que é a ver-
sao de TQC para o eletromagnetismo. Para manter a teoria bem geral assumiremos que existem dois
estados carregados: um férmion (que pode se o elétron) e um escalar complexo (que é uma particula
escalar carregada qualquer: um méson ou um nucleo atdbmico). Exigir que a teoria seja invariante por
transformacoes U(1)g, nos obriga a inserir também um campo de Gauge (o féton) e obtemos a Lagran-

geana (Minkowski)- o '
QQW (A9, V) = -2 B+ P(D--) +(D, OV (o $) -V (9" (S = 69+ (¢6)

k_\(\) \/\u ca. .
\,E:(_/i\) LA (A ¢>> — |(eq. 1902)
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So a transformacao U(1) local os campos se transformam da seguinte maneira:
IN=P AGN
Pod) — PN = ponve
. ce X
b (W —» QS(K\B = CP(“’\ e
ALY —o ALLN= Ay 40

(eq.195.1)

e é facil ver (com um pouco de 4lgebra) que a Lagrangeana é invariante sobre estas transformacdes e tam-
bém que ela perde a invariancia local se fizermos A, = 0 (mantém a invariancia sobre U(1) global, no entanto).

Podemos passar para o espac¢o Euclideano (usando os resultados individuais para férmions, escalares e bo-
sons de Gauge mostrados anteriormente):
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(eq.195.2)

Quantizacao:

Ja vimos que a parte do béson de Gauge, para ser quantizada, tera que passar por algum mé-
todo de fixacao de Gauge. Segundo o de Fadeev-Popov, ganhamos um termo de fixacao de Gauge:

LAY = dere (Y= [N+, :%ﬁ: RO DY

(a presenca dos outros dois campos nao muda o procedimento de Fadeev-Popov em nada, a Unica

exigéncia que fizemos em relacdo a acao foi a de que fosse invariante de Gauge, o que é verdade para
195.2)

Resta entao obter os propagadores. Na Lagrangeana 195.2 temos alguns termos de interacao

(VW Ta0) (670N AL)

como:
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a forma de lidar com estas interacdes é a habitual, adicionamos uma fonte para cada campo
S — &= T,A —EY-Yg — 9 -3¢

e escrevemos as interacdes como derivadas nas fontes, que entao podemos tirar de dentro das inte-

grais de trajetoria. O ponto é que uma vez feito isso, teremos trés integrais de trajetéria independen-
tes, de trés teorias livres:

S -5(<I>3
SD“ jmc Sww

g\:,‘ﬂ,.(j‘ gg‘;g 3As

e ¢ ¢

de onde fica claro que posso quantizar as trés teorias independentemente e obter os propagadores
ja mostrados nas aulas anteriores.

Esquecendo o escalar por um tempo, temos o seguinte funcional gerador:

P SEFF[A\V U T")g
=Z[3,8,8] = SVAWW S

(eqg.196.1)
e 0 VEV de um operador qualquer sera dado por:

SEFF[A\IJ Y T~)§
2 O(AFN> = S D90 0 € o

SEFF[ s Y T")g S
SVADWD\P H35)

a energia livre (gerador dos diagramas conectados):

— ~w[3,§,%
2[35,8)- e P

e a acao efetiva (gerador dos diagramas 1PI) sera dada por (transformada de Legendre)

[T o) = w5 i (34 Y

(eq.196.2)

(eq.196.3)
fazendo derivadas nesta equacao obtemos as seguintes relacoes:
D IO L
B d
6 )N S g g (eq.196.4)
3 -3, Sh € St 3
SAT Sy Sy (eq.196.5)
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Regras de Feynman no espa¢o dos momentos (Euclideano):

—P 1 # (Euclid.)
propagador do férmion: L = ( —_— = (=P 4 m\“I‘
- *{ + P P}. -I-VY\-L
I.’—Lo indices espinoriais (o,=1...4) (eq. 197.1)
o sentido do momento nao importa (Euclid.)
dor do foton: | = 1 k. b
propagadoradoftoton: | —~ ~_, = _— (Sr'"' _(4__-&\ r
N N k"‘ >
K
I.’—Lo indices de Lorentz (eq. 197.2)

vértice: a interacao é dada por parte da derivada covariante: gr =-x€ R Y\/; (\K‘ An

entao basta derivar nos campos para obter (segundo a eq 122.1):

(Euclid.)
.<,q = a@C ({\A\«p

(eq. 197.3)

Regras de Feynman para a matriz S (Minkowski / Momentos):

As linhas externas on-shell, necessarias para o calculo da matriz S, sé podem ser obtidas no
espaco fisico, entao re-escrevemos as regras fazendo a habitual rotacao de volta:

c 9 — ; (%-’- m\uﬁ
=< f Pl _ W\-L LA E

I.’—Lo indices espinoriais (o,f=1...4) (eq. 197.4)

/,\1; o sentido do momento ndo importa (Mink.)
e = T, ‘h'ﬂ e
A N bk + i€ e
I.’—Lo indices de Lorentz (eq. 197.5)

Para o vértice basta rodar S, antes de derivar nos campos:

(Mink.)

f'—\ note que os indices nos vértices tem que estar contraidos
~<N s-ie (\@ S“ﬂ >/Jcom os indices das linhas externas ou propagadores que
| entram neles
(eq. 197.6)

As linhas externas para os férmions foram obtidas nas pgs 145-146 (eq 146.1):

< —_
> = % R Y
(’\,7& €)5

(Mink.)
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>
SLNCDY .
o < = (P,
(,s
que vém de: ’ 16 (85 = { & 10>
 ( “Px N =3 wPK rey> = (58, £;10>
\V(C(ﬁ3\5: \f(p) & o> \ple(hs\3= AT € (OS> ) | §e>= e &
— (N
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— L

sendo importante lembrar que os sinais relativos entre diagramas que envolvam trocas destes estados

finais e iniciais sao fixados conforme regras mostradas nas paginas 146 e 147.

Da mesma forma podemos obter a linha externa do féton (usando a expansao da pag 164):

AR = b _;P S
v 4 - -
A (P> = e e o> P‘_lJAH ewye  <d
[—
sz na pg 164 escolhemos ¢ real, que é
util para polariz. transversa. Para pola-

; (Mink.) rizagdes horarias ou anti-horarias seria
P mais conveniente tomar € complexo
— - LN ¥ p
MA< :GFLVAB >~\W = 6,,(?3
(eq. 198.1)

Em suma: (198.2)
—Regras de Feynman da QED - obtendo /VL

(1) desenhar todos os diagramas conectados e amputados que contribuem para o espalhamento

(2) escreva as fungdes dos propagadores (somente as linhas internas ), conforme eqs. 197.4 e 197.5

~
(3) para cada vértice: = -~€ (\@ 3«13

(4) para as linhas externas: eqs 146.1 e 198.1 (com atencao do sinal relativo entre diagramas
iguais sob a troca de ponto de insercao de linhas fermidnicas externas)

(5) imponha conservacao de momento em cada vértice (re-escrevendo os momentos
internos)
b
(6) integre sobre cada momento nao determinado: SB?
(AT
(7) divida pelo fator de simetria

(8) multiplique por (-1) para cada loop fermibénico
(9) rigorosamente deveriamos multiplicar por(ﬁl}w 5\1( 2 P« Ymas como estamos procurando

N+

}\/"\ (ST \1 5\‘(2 ﬁ) = (Z diagramas conectadoseamputados> S (\!_Z\\ (eq. 194.1)

basta dividir o resultado do passo (8) por i para obter}'\ (veremos o que fazer com Z em
TQCII, mas a nivel arvore Z=1)
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Conhecendo o elemento de matriz, podemos usa-lo no calculo da secao de choque, lembran-
do que na integracao sobre os momentos finais é possivel haver uma dupla contagem no caso de par-
ticulas idénticas nos estados finais (que nada tem a ver com os fatores de simetria levados em conta
nas regras de Feynman)

Também é preciso notar, que assim como os férmions, os fétons carregam momento angular
intrinseco, entdao conforme o espalhamento estudado é preciso somar ou tirar a média sobre as pola-
rizacoes. O caso do féton é um pouco mais complicado que o dos férmions, pois em geral temos pola-
rizagbes nao-fisicas em g,. Notemos, no entanto que cada féton externo vai estar ligado em um dia-
grama mais geral da seguinte forma:

S LMY = s U €60
P

entao, se estivermos somando sobre as polariza¢gdes a secao de choque incluira:
2 * ~ > * A v
D= et U] =2 € & AU W70
€ €

podemos escolher uma direcao para k e somar sé sobre as polarizacdes fisicas:

NV _ ! D
K= (%,0,05 >_ - 2 b &7 (9,10,
ZRR TR el = (0,0,1y0)

S5y = AT AN

(eq. 199.1)

mas seria mais conveniente manter a invariancia relativistica explicita. Isso é possivel lembrando da
identidade de Ward (que sera provada com mais rigor em campos I, veja Peskin sec 7.4):

S ﬂA =0
no referecial acima esta equacéo fica: fe /'7\0 (kY - % }X;Cﬂz\ =Q =P ﬂo@\—_ FC(‘L\

Q (eq. 199.2)

logo: /\/\/\—’—\
S 0= FAUEN RO e ] o)
=

Z €, € MY W7 () = =Y AR }Xv"‘cm

(eq. 199.3)

~
que vale em qualquer referencial. Como nao especificamos M _a conclusao € que em geral podemos

fazer a soma através da substituicao:
*
Z é,) €, v (25 AV
c

O\

(eg. 199.4)
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(Nastase 23; Peskin 4.7 e 4.8)

Processos nao relativisticos

Usaremos agora o formalismo que desenvolvemos para obter alguns resultados para proces-
sos nao relativisticos conhecidos. Assim poderemos ver como aplica-lo ao mesmo tempo que prova-
mMos a sua concordancia com resultados experimentais conhecidos.

Potencial de Yukawa

Queremos ver se o potencial de Yukawa entre dois férmions é mesmo dado pela troca de um
escalar, conforme a interacao da pg 144 (teoria de Yukawa):

&(:\:B‘TJ\{)C)) \\://=_;Q6(Mm')

Para dois férmions idénticos interagindo, os dois diagramas em menor ordem de g que contri-
buem sao: by (DR

Se nao fossem idénticos poderiamos pegar s6 o primeiro, pois 0 momento estaria ligado a
identidade do férmion, de fato é este caso que consideraremos. No limite nado relativistico temos:

Y):(W\l? P"z(\ml(?\\ L: (W\|E3 Q{\:(w'z\\

o

(- N= 7=l et b

W (= W( é: gs = i (2\.@\&

6@5‘
é Mt > (\q:\:\/\
t\(S\(r“\3 \;\_S(()\ - U:S \6‘“\-&_5 - W (g3 gs ><C; /(l) (%} =1'“§ gB

Isso nos permite escrever ambos os diagramas (lembre-se que s6 usaremos o primeiro):

M = (-x“()\ _\-_’-\S,\U’\\)g &), . e TR MU
(P-P') =y

\ . I VRN
AT R Ry T K
( \ Lp"ﬂ&\\ MARF 06

—_—

sinal da troca de férmions no estado final (eq. 200.1)

O que quer dizer que, para férmions distinguiveis no limite nao relativistico:

S A e e 8

o4
[P~(:\ T (eq. 200.2)




Teoria Quantica de Campos |

Podemos comparar este resultado com a aproximacgao de
Born para espalhamentos em mecanica quantica:

- ~ — —u— \ —_ .
<F.\J LT | -§-> - -/\“('Q( 5 QA7 B(tf\ _ tr\ C( —? — P momento transferido

(eq. 201.1)

que é vdlido para potenciais fracos (o que condiz com nossa aproximacao perturbativa - estamos pegando s6 os diagra-
mas em ordem mais baixa [LO]) € espalhamentos onde o estado final é parecido com o inicial (espalhamento
com angulo pequeno, energia trocada bem menor que a energia incidente). Nosso resultado é mais geral que isso (vale
para qualquer angulo), mas deve valer neste limite em particular.

A comparacao é delicada, pois usamos normaliza¢des diferentes do que usualmente se faz em
mecanica quantica (para obter objetos relativisticamente invariantes). O fator de 2m acompanhando cada linha
fermidnica vem desta diferenca de normalizacdo, entao devemos ignora-lo na comparacao.

Outra sutileza vem do fato de que, na aproximacao de Born, estamos assumindo que o mo-
mento do “centro espalhador” (o alvo), ndo muda, e temos sé uma particula inicial e uma final (1 — 1).

Isso quer dizer que: P_"# ‘3" aopassoque |, _F_ (1el= 17" )

Nesse caso, definimos:

—v\ . —_ . E [ \
<P1aTIE> = M C;W\S(_ P Ep (eq. 201.2)
(outra forma de ver isso é notar que, como nao estamos observando o \'/

5
momento inicial ou final do alvo, temos que integrar sobre ' - (\T\\ 8‘1(P+ 0 -2k \(wms

ambos, com a condicdo X = gz temos apenas uma integral: /\

M -~
()\(\ 8 f+ —l(Lc 3L V o e
g TS ( ; \ S%JTT\?///,‘\\;D\ - (\l\XE(E\'F tj\\(m\\

que absorve a delta nos momentos, deixando apenas a delta na energia:

Comparando 201.2 com 201.1 obtemos: \ (?B - —/VL
e como (de novo, por conta da aproximacgao de Born), nao ha inversées de spin (s'=s, ' =1):

VY-8
[1\ ™o (eq. 201.3)

Para obter este potencial no espaco das posig()es fazemos:

V()= (P = 77

=0 ) AGN_ A A

LBT 0('5\ . < N 5

(lTF\ (> V"B '{ CORY A SIS ¢+
+-0 ' =X N )
- _31 ) 1 q= I_GT\ ! R 82 © | AN =6
> qran T —(‘W g sEN(O) 0@ ¢ = &&(u»e} ¢ _
" 9
0 o . .
e\ - Mg ~qn
LN R
” » > R (%)
"
) - érL 3 _Y' VT
— ) [ € = e
V(%) = —%—(“)W < = 30x
MO A= (eq. 201.4)

que é o potencial atrativo de Yukawa.



