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Teoria de Perturbacao

(Peskin 4.1)

Por enquanto o curso abordou campos livres, cujas excitagdes tem uma interpretacao de par-
ticulas quanticas também livres. Nestas teorias nao vemos interagoes, espalhamentos nem estados li-
gados. Em suma, em um universo descrito por estas teorias nao veriamos nada. Agora vamos tentar
nos aproximar de teorias mais proximas da realidade introduzindo termos de interagao na Hamiltonia-
na do sistema. Queremos continuar trabalhando com teorias locais, portanto este termo de interacao

sera da forma:

Hor = ( 9x & [ Peal= -\ I &J‘,Tuﬁm&

Z77 s6 depende de campos calculados em um mesmo ponto “x”

em contraste com: #4, _ [d)((\lgb(z\) o (})(B\]
Ao longo das préximas pagina abordaremos trés exemplos de teorias interagentes:
(I) Teoria “lambda phi 4"
3 N W
L =100y-2rd -2
) o :

v\/\/—,_—_J S~
L, d e

(eq.1.1)

N\ —» constante de acoplamento (claramente voltamos para o caso livre quando A = 0)

E.O.M. (b‘:' m’-B (b(w\ - - % ((5}

(eq.1.2)

Que tem uma solucao bem mais complicada do que a equagao de movimento livre (de fato nao
sabemos resolvé-la exatamente). Para quantizar, impomos a relacao de comutacao:

[_(/D(W—ZS} @1 = . 6(5\ (- \

//D € o mesmo da teoria livre pois a interacao nao depende de 0 (P

Exemplos: o béson de Higgs (o Unico escalar “fundamental” presente na natureza) tem esta interagao
e ela também aparece em “quasi-particulas” de certos modelos de matéria condensada.
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(1) Eletrodindmica Quantica (QED): ( eletron ‘an c o romo e

constante de acoplamento

SEPEVEEN —
J’Q\’:? - ipmﬁc * imxwiu -'_DS:..NT =V (*fy *Y") \Y '%CFM F“B *6‘\\)‘8 \VAN

[—

J;'q = :3» AV - c\v( Uféton
Para uma teoria com mais férmions (com carga elétrica) basta ir somando termos do tipo:

(\\;(;(Y-MDQ(@— Q ‘—ITK‘”‘PA,,

(_4: carga do férmion

massa do férmion
indice que diferencia os férmions ("flavor” ou "sabor”)

mas nos limitaremos ao caso do elétron por enquanto (do ponto de vista da QED adicionar mais
férmions seria sé repeticao da mesma fisica).

Podemos colocar este Lagrangiana em uma forma mais simples usando a derivada covariante:

D/E b»f +J~€Aq(%\
}—/_’0 O(zoap: Q\[~¢—m)\$)__<)_1 (E\]FNVB

Uma propriedade crucial desta Lagrangiana é que ela é invariante por transformacoes de gauge:

(eqg.2.1)

— ? fase local

aod ()

Yoo &y SRR

De fato uma das formas de chegar a esta Lagrangiana a partir de “primeiros principios” é postular a existéncia de um férmion

e exigir que a Lagrangiana seja invariante pela primeira transformacao da esquerda acima. Isso é impossivel sem a introducao

de um campo vetorial que se transforme conforme a transformacao da direita. Ai basta escrever todos os termos envolvendo
estes dois campos que sejam invariantes sobre estas transformacdes e chegamos na equacao 2.1 (a menos de infinitos termos
nao-renormalizaveis, o que sera melhor entendido em QFT Il, mas por enquanto podemos ter como imposicao adicional proibir
produtos e poténcias mais altas dos operadores que ja aparecem em 2.1 ou aplicacao de mais derivadas - o que equivale aimpor

que a teoria seja renormalizavel) X . N — . - _
L,JEX: (\v*\) (\PW\\’\ ) \P\F(F," R~ X ) 4) .)~< (Frvr"VB, ETC L

Deqs. de Dirac + acoplamento minimo

com =[x P = YP D= O

(eq.2.2)

LT e 98 s )

~ N A |
\-D eqs. de Maxwell ndao homogéneas e a corrente é a corrente conservada em 2.2: )h =V % Y

(eq.2.3)

A quantizacao do campo fermiénico nao muda. A quantizacao do féton (ou de qualquer outro campo
de Gauge) é mais delicada (note que n° = 0 em nossa Lagrangiana) e a evitaremos por enquanto.
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(M) Interagao de Yukawa:

J”‘Nk’”"ﬁ‘ - g“l)lru(,[\ﬂ o{\,-(i@ \\)\Yd)

(eq.3.1)

Zﬂ acoplamento de Yukawa

Assim como na QED podemos adicionar mais férmions e escalares com diferentes acoplamentos entre si: 062 V \I){?,, \\){) d‘,

a >~

11>

Exemplos: forca nuclear forte (onde os protons e neutrons sao os férmions e o pion é o escalar); intera-

¢ao do Higgs com quase todos os férmions do Modelo Padrao (tem um monte de “Yukawas” como pa-
rametros livres no Modelo Padrao)

Quadro de Interacao e o Teorema de Wick

(Peskin 4.2 e 4.3, Sterman Appendix A)

Os “quadros” da MQ:

A no que segue estou forcando minha
Dado um elemento de matrizz << Y| A | ¢> letra a diferenciar ib_t de %
A ~N t
L A=A @™

a evolugdo temporal é dada por: 5\ <V A \ ¢> = <¢ (A, H‘l |6 >
_
)_o calculadoemt | (eq.3.2)

A equacado 3.2 tem toda a informacao sobre a evolugao, mas gostariamos de separar a evolugao dos
operadores e estados, definindo:

Lég_g___ A A /\.g’:) S = N)\-\)5 —kl<“(}(" N <y
ae‘{‘A’Ml ¢
A= NAEYY:

. A ~ = A = A ;\<Q/\ 5).\>>
Nc,lo\_t<\\)\/\\¢>-«<%b \PISP\HDJr ‘M%;WN )f\(@d)

—— <@ NRIg>E <9IfAAY 16> F <Pja NI =
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N
VIR 0> + <V RIS = < ¢ 1A, 116>

L N A A
N TN = H (eq. 4.1)

. A A
Um “quadro” consiste em uma escolha de M e N:

(S

.o . A
Quadro de Schrédinger: ™ =O/\ "\'f):-)\-\)(.b\5 SRTITCTEEON
A at’
N = H "
MAL =0
at
A A
Lt. = A A (eq. 4.2)
D) 3 —p | AlE) = ALY -
o A _H Rt
nao dependem )P N> = € [ N2 (ta) >
explicitamente do tempo
Quadro de Heisenberg: A Ay =, 4 o= AN
/1'\ - Hg ;é AH( I:AH(_('\J Hl
N =0
21P,@> = O
At
,\‘t“[(k 'to\)/\ -;u ﬁ(t__’q (eq. 43)
AK(&\ -C Alte) €
WY >=)pitd>

Para o tempo fixo t, os dois quadros coincidem:

A A A
SN > = [P (1) 7 = [P [+ Palta) = Ag (k)= AL | g )

Podemos mudar entre os dois quadros fazendo uma transformacao unitaria:

l\\)w>:VQ/|\P> =

A A

/\w :W’A\\}\Vr:\?\f;\
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Definindo W como a transformacao “Q. Schrédinger” — “Q. Heinsenberg’, vemos que:

" u"'\1(f 'fa\ A 4 |:(\('(' -fo\ A r\l!'\\(-é “1o)
Ay = ¢ Alty € A—p W=_C
O que também poderia ter sido obtido de:
4 A -1 _;I?((@-t‘\
1P, (> = W [Ws (> = |[Py>=w  [Y> = ¢ | >
— - N—
| L&) Us (£ o)

(eq.4.2)

A

W = \)-.51('(_)1—0) = \)S (_&:" )-tB (eg. 5.1)

De onde vemos que esta transformacgao € o inverso do operador evolucao.
Quadro de Interacao (ou de Dirac):

Suponha que tenhamos um hamiltoniano do tipo:

A

o quadro interagao equivale a escolha:

/{\/\=¥‘:|o (Q)lH/\

A - A ~
& A [ A, Ho A ge> =H, o>
fl, t (eq. 5.2) (l{'— (eq. 5.3)
Mais uma vez, todos os quadros sao iguais em t,:
Aol = Al = Puld=AR) [ > =R =N > = by >

A evolucao dos operadores se da como no quadro de Heisenberg da teoria livre:

. N A A A
h C}_\i@ =0 HOI(.E\: Hos&\ = H,
At
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N A-(Q \ ( SHe(F -t A _A\‘le(.{' N
cip{-_\—l = [Ar_({'\ )Hol /&\I(t>: 6 /lx(to

E o préprio hamiltdniano de interacao depende do tempo:

: A A A A N L\A—\‘(_t ‘V;B ~|~\'( C’k‘ta
%ﬁi‘ - L) Ith= Het) = ¢ Lty € >

A evolucao dos estados é um pouco mais complicada:

1l

V@) >= Ut 14 (e J(ety=1

quero encontrar U, que satisfaga: £,

u(t,{‘\@(@,t o) = C)Uc,’cox

(eqg. 6.1)

Substituindo isto em 5.3:

LA Ot > = Ho U 19ty
it

v ) = Hi () Q)I(E,*o\

i’c (eq. 6.2)

Uma solugao simples para esta equacao é:
A A

/D H hamiltoniano completo ( =Hg + H;) no quadro

- 4\
. Ho (£ "'Co\ _. H&(&- -to\ de Schrodinger
e V

J ¢ty = €

(eq.6.3)

(vou suprimir os simbolos de operador daqui para frente)

Mok ~ta)  —aH (E-Ts He (b £ B .
i\)r(ﬁ 'tc\\ :;\Hose \ e S \ ,\H (t t\ (_“L\_\SB e AH;({— t\

+ e =
it C =
) }\|4° (¢ ~t°\ . (% ‘cu . : H. ¢t -t _)\HS(Q —ha\
= =i e (H H‘ \e : = ~A HAI_ (‘V\e/—/
Gt(kltﬂ

Hf\s— Hq (€o)
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, ~ .. ~sHat . . . .
Gostariamos de uma solucao similarae , Mas isso requer mais cuidado pois H, na

eg. 6.2 depende do tempo. Notemos que a expressao:

pNOTE

t < 2% t —(1 »
UU—')T.O\ =1 + (-—k\ 4t Hﬂ(ﬁ\} + (_-k\lg Ik dt. H,\T_({A\ I"h;({‘;\'\- (—Kigktqg)t; 3.v0
T ~
@ u—\/__/ {O '(',0 t, Lu to
@ ® (eq. 7.1)

AD = i H (DO
It

A@ ‘—(%\13 Jty Her (&) Hizlsd = -4 He (D)
at }
to

= —} H:\t &S@
dt

e assim por diante

oyl te) = -k Pz (6) y(t, to)
e /A

0 que prova que 7.1 é solucao de 6.2

Para simplificar mais o Ansatz 7.1, podemos trocar os limites de integracao

t‘z 'L

d -

fc"i :vt f.".
{ \

o
to ¢

)t

1

.(
tomando o cuidado de notar que [Hv_ (h\) H,z (b\] +0

de fato, usando o ordenamento temporal:
-t'? 't\.‘f1 H {f -e X A
I ('f\\ Hﬂ('(x.\ TR €
T 2 H, o () Hyz (’c,\§ - .
t Hys (£ Hs @y {6t € B
' )t

o 1 A
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Podemos escrever:

« 1 o4 +, 4 4y
S ot SALTg H,z (&) Hoz (b\§ =§‘§tﬁ g o, H (LY R+ &5'% g&“ HEI D= \SAH g a6, H (R HLE
% b S T A

A b
Analogamente:
Lot

+
Sa&\~.-Jhr2HuLa\. Hiltd) =l h o Sa\ Hep (6 o Hap (8
<

'EO tb

<o o
De forma que:
% t T
Jle te) = 1+ (9 A“T‘{HRG‘Q& “\ Jhxét TiH“G“\ '_l‘I(h\KjL%%\s SR TZ“
4 to 19 .,Co L te
+
UL o) = Téw[wg* Hu(”}
to (eq. 8.1)

Esta separacao entre a teoria livre e a parte interagente exige um cuidado adicional. Anterior-
mente usamos a definicao para o vacuo como:

/‘Assumindo H, normalmente ordenado

H lo> = Ejlo> =0

1 Menor autovalor de H,

Hamiltoniano do sistema

Faremos o mesmo para o Hamiltoniano com a interacdo: H lJ7_> = (H@*’ H4\\Jl> =k, N,
v

Menor autovalor de H=H,+H; 4"}

e,emgeral: |o6> # | 2 > . Gostarimos de expressar este novo vacuo em termos de grandezas
conhecidas.

Construindo um conjunto completo com os autoestados do hamiltoniano total temos:

Hlnw>=Enlw>
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A —
1= JR>LIL+ 7 n><n|
nFO
Tomemos um estado que comegou no vacuo “livre” da teoria e esta evoluindo com o Hamilto-
niano completo:

_WHT BT — BT
e 10> " |av<nlo>+p € In><nlo>

X% nFO

e facamos o limite | —o BO(’\ -k LE;}

Lo gz
€ >0
—G_Eb—r —&EAT —€ E-'J-T\
“mata” os estados excitados: @ >> e >> C >>
T — <2
e ficamos s6é com o zero-ésimo termo da soma do lado direito:
L HT _WET H.lo> =0
L [G H 10> = @ UL><JL\O> °
T—os0(4 -1 €) ,_\/_\'
M) LK (T k) R AT
e 0> e Ve 10>
T—0(4 -1 €) - }LE»G_ ) T s0(h -1 €) _ LEa(T’r Eo)
e <IL|O> e < NL|O>
\_Q>—\ L\N\ Ui (,to)_T\\o>
- - —a +ho
Fost-he) o =0 )<JllO> (eq. 9.1)
iHo Tt L H(-T-+)) N o P
(eq. 6.3) =) UI (-—T] f,\ = C ¢ Ur({n)—h\) _ C.HH( T-1,) e.\Ho( )
Uz (=T, t) Vst ,-TY =
< ol U (T,5)
De forma semelhante: | << S} = L(m ax
T—os0(4-1€) SR8 o>
C (eqg. 9.2)

Esse € um bom ponto para para e fazer a pertinente pergunta: o que diabos estamos fazendo?
Para que serve este quadro de interacao?

Pois bem, aimagem que temos em mente é a de experiéncias aonde temos objetos quanticos
e relativisticos: particulas se movendo e interagindo em altas energias. As situacdes tipicas em que
conseguimos estudar particulas relativisticas (Raios Césmicos ou Aceleradores de Particulas) envol-

vem trés “momentos”:
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() Duas ou mais particulas iniciais se aproximam da regiao de espalhamento a partir de
distancias que podem ser consideradas bem grandes se comparadas com a“regiao de interacao”.
Estas particulas se movem em linhas retas e sao livres (no sentido em que nao interagem entre si -
pode haver um campo externo que guia sua trajetéria, mas ele é tratado classicamente e modifica
a geodésica seguida pela particula).

(Il) Ocorre um choque/espalhamento praticamente instantaneo e pontual, no sentido quanti-
co: o tamanho da regiao de interacao e o tempo de duragcao da mesma estao protegidos pelo princi-
pio da incerteza: nao temos como determinar com exatidao aonde nem quando ela aconteceu.

(I Um ndmero n de particulas deixa a pequena regiao de interacao. Podem ser as mesmas
que entraram (no caso de um choque elastico) ou em numero e tipo diferente (no caso inelastico). Es-
tas estao novamente livres (no mesmo sentido do momento I) e se movem por uma distancia grande
antes de chegar aos detectores, onde sao medidas (o que é uma nova interagao, completamente in-
dependente da anterior).

O quadro de interacao, por um lado, faz a evolucao dos operadores acontecer seqgundo a
Hamiltoniana livre, o que nos permitira explorar o fato que de o sistema é assitoticamente livre no ini-
cio e no fim do espalhamento. Além disso a parte de interacao do Hamiltoniano depende do tempo,
0 que nos permitird restringir sua duragao.

Uma expressao que deixa bem clara a utilidade do quadro é a 9.1:

L. UI (’Co,—T\ | 0>

—°9(4 - ARG h?’)
T—s0(1 -2 &) e

| 2 >=
< R|0>
Vemos que (a menos de um fator de normalizacao) o vacuo interagente da teoria é criado a partir do

vacuo livre pelo operador de evolucao no quadro de interagao. Este operador é entre um ponto infi-
nito no passado e t, o que sé quer dizer um tempo grande se comparado com o tempo de interagao.

Vejamos como ficam as fungdes de green da teoria interagente neste quadro, primeiro note-
mos que:

(ZS (%) = (1) (€ F&"\ = qu (£, (definimos nossos operadores de campo no quadro
de Heisenberg)

AH ( -+ o\ o H (k -ta)
@5(&\ B HMchG\G AHaE
—H Lt '-to\
(e 4 Mo
Ol = ¢ < chnU =
Hyg (6 B H(E 2 FaHLE RN gk -t

=€ ¢ Sbr\(\q L\/L—Jm
N~ — ‘

Uy lb,t2) U7 € )

(PH(KB = U;_ (t).tlb Cbx (-M'\ UI U_)ts (eq. 10.1)




Teoria Quantica de Campos | @

Podemos entao escrever a funcao de dois pontos:

Q >\‘6
<olV= N8 YTt b ) Ug (it
V> = Lim (4T O r (¢, Ca)~
<01 B0 Ppta> Ty =W 2ol
. c o U b -TY1 0>
o HCE T ‘ \.) T U € - =

G letds €™ G| I% ) be%\ Iq\’ Ve

ﬂ{—\\)r t)ta&U(ﬁ,’CA ¢

\(i_ L(m A <O] UI(,T) \C) qu (%X Uxbto )8>¢x (\OXUI(};;'TM 0

T—s0(A -1 €) e“lt;r ILYL)OPI

(eq.11.1)

Por outro lado, sabemos que: U (T, -T)
—_— —

<ol (Tt Ur (t,-THYI 0>
—AEsT ]4 _S.Ll O> \'\—

) =< 1AL> = L

|—p=o('\ -re) €

Podemos dividir 11.1 por esta unidade, obtendo:

L <0110 & OGP DU Dio>

D0 BRIL> =
g Tawo(A-16) ~oly, (7,-T] 0> "

(eq.11.2)

Note que, para x° > y%, ambos os lados da equacao estao temporalmente ordenados. Poderiamos

ter também calculado:
010w dal> < Lim <] V=(Thy) b5 (P Dy bVsbe, o>
\ T—oso(1-1€) <ol (T,-MI 0>

E esta estaria ordenada para y° > x°. De forma que podemos escrever:
dentro do produto T podemos comutar a vontade

Y R
o \§/¢(\\ @‘\Kli> L <O]T{UI( Toy) O (Pl DL (AU -T§}

50(4 -xe) <ol \Us (-’_T“ 0>
C L <0l T4 ey m MY ro>
R SN <oly, (7,-T 0>

_\_ qs L(m < o l_i Cbxo?\\ (bI(,Q EX([_;.S_TJ{:H,I(Q\]B’l o>
< 5/ (‘\\ Cﬂ\L\KUL> = Toso(t-16) <OIT{E\>’<¢[—?~§TJth1(€\]\°\ o>

Teorema de Feynman (eq.11.3)
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Esta expressao é trivialmente generalizada para um numero arbitrario de operadores:

<ol Tf Q) ) e e o

T e st Y0

<) T 9,00 - - O, L)y 1 > =

(eq.12.1)

Teorema de Wick

Na pratica, obter 457—‘ TZLOH @(,\\ Ces \9,1 L"“\X | 22> envolve calcular:

< Q]| Ti@l(w(n\ 9 ) (i_l Ik Hu(e\\ Yo~

me parecer que teremos que calcular infinitos elementos
deste tipo, para todos n’s. Isto é verdade para o resultado
exato. Mas veremos que, em teoria de perturbacao, podere-
mos truncar a expansao da exponencial

Como tanto os operadores \()‘4 (x) quanto o Hamiltoniano de interacao sao produtos de campos, este
problema se reduz a calcular elementos de matriz do tipo:

<01 Ty - b X100 >

Para isto faremos a divisao do operador de campo:

NS
i T cet /
¢, = &F 0> + b7 6 J 6 (T e oate

-\-/\PK
b\ == e
(X—W\ LEe \“;

(eq.12.2)
pg 10

|
G 0= ¢

RACEN ~ i Ho Lt~

& (t., %) e

de i_ (o\'ek“' + C:, e )

vc,bs(ﬂ Gt

De forma que: (DZ IO~ = O = < ol SDI—

(eq.12.3)

Definiremos também uma nova notac¢ao para o produto normal: ~ { \(), ... \Dy\: EN [\94 \()J

Imagine que X° >\g
+ - - ST ~ +
T4 0D dulyy =40ty + 9zberbaly) ~Grbadily) ~drbotaly) =
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= ) = Gbebal + [ 00 Bl - bt ety -

T G0 Galpy = N deeddateh| + [4500 daly)

¢«__0
Poderia ter feito o mesmo para ‘(‘37\( e obteriamos:

Ti}br_ 6) q)ﬂ?)\wﬁ =N [CbI (k\d)r%\‘x i H);( P )(H(\d} ' ML
USlN\éTR]QO

(eq.13.1)

Definimos a contracao:

oq cf> ()Y = HIM ‘Mﬁ 7y
Z/HJI( *K\ (‘)I(\(ﬂ “& Z>

Notem que como o comutador é um numero, podemos fazer:

(o dip| <olo> = <ol $107 - drdfio> = <of f7 47107 = Dl
[ o b =D 2= )

Isso quer dizer que (pg 68 de QFTI-2017):

(eq.13.3)

P00 @, 4 = De G-

(eq.13.4)

Pelo mesmo motivo posso inclui-lo no ordenamento normal:
1
T e Fulp = N[ Aeedbohr deaday) |

A generalizacao desta relagao para um numero m de campos é chamada de Teorema de
Wick e é dada por:

TZ[/Q))t Oy | .. (‘)IL‘CM\\S =N [())I G s (j)l (X..) + todas as contragoes possive%

(eq.13.5)
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Veja que “todas contragoes possiveis” inclui contragdes parciais:

— )
TLhhd Y = 4. N (B0, 60+ +N[d 6, b )
T " —
La¢);r,(‘(13 DJ:(’('] - (3\ N l:d)l(bq_x DF (,(4 _\($\ VF("CY ‘1\

Em que o teorema de Wick nos ajuda? Note que o que queremos calcular é:

<olT{ c{)1 ,,.cﬁ,\}|o> = <0 l\il:cb4 o dat cowu;;;-_ﬂ|0>

Neste caso, qualquer produto normal que sobre depois da aplicacao do teorema da zero. Ex:

<ol N[ & d, ¢, 10> = O
<o De(ty ~YGYN[ DG 107> = Dty - Y,V <oIN[ Dy P 0> = ©

= 0l0p DF (’{4—\(3\ \71; (“f\(ﬂ\ :é O

<° | ’—{ (b1 (()lq)s (b\i}]o> = VF (Yf\tA p,; (‘(;'Xw\"l‘ VF (YF\%\ p,: (‘(\')(1\1' )?F (Yr\t_l\ pF (“';'XL\

A prova do teorema de Wick é feita por inducao. Nés provamos o caso com dois campos,
é possivel provar o para 3 campos usando o de 2 campos, e entao o passo n sabendo que o n-1 vale.

Isto fica como exercicio.

Regras de Feynman para A¢*

(Peskin 4.4)
Voltemos agora para a eq. 12.1:

g3 ‘T§/¢Cﬂ\~~¢M§UL>a TE\;:\“_W\ §< ol T ... Ex{-LS_TJtHH(e\]‘j‘ 0>

denominador no lado direito de 12.1

E vamos assumir que <H,> é (em todos os sentidos) pequeno.

A . o ) i
. = i Iy > |, Sz £1>
(ﬁ Ho= )09\ 5 <Hi>= \<k9((D\¥> - <> <<H>xs
- A~0O < l‘|'|°*> = \l< OPY > <¢2...¢“ H:*><<<¢)1wq)“ H><K <¢%“.¢“>

Neste caso podemos calcular o produto temporalmente ordenado em uma aproximacao
perturbativa, expandindo as exponenciais em H;, e tomando tantos termos quantos necessarios (de-

pendendo da precisao necessaria):

a0 \Ticbcq\..,qum> - Lin %% ol T1 g Slo> +

T—o0(A -& &)
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+ <ol TiqSI(Q\...q\Q [—LS_IJtHu&\\‘jI o>tr<ol T] B..- 4w (-LB__IJ‘:HH&\\MJI 0 >+_}
-  —
OO VIR

Analisando o produto de quatro campos: .~ 2_ | —\5/(151 (’)k égqb% >

temos em ordem 0 de perturbacao (que de fato é a teoria livre):

< Ol ‘_i@(b}q)r, (b-“\j‘ O > = DF(”('\ —‘C_‘_\DF(Xs—-\(.‘\ + Dp (\tq —Yj\Dr(’(; 'Xs\+

ek + DFO('\ - V:C‘Ln"\("\

Este tipo de l6gica combinatoria imposta pelo teorema de Wick pode ser enormemente agili-
zada e sistematizada usando um recurso grafico que ganhou o nome de Diagramas de Feynman. No
Caso simples acima (onde o ganho de usar grafos ndo é evidente, mas avancaremos rapidamente para casos mais complica-

dos, onde o ganho é enorme), temos quatro pontos no espaco-tempo e os conectamos de todas as formas
possiveis:

X'I ° o(" I'I o—o{" I», yta Y, [ [(4
Y3 Xy Yt Gy Ya'/ Cy ¥y Cy
Propagador
X, o T Ve (h,-
! * D‘" (‘(1 )‘\ (eqg. 15.1)

Lembrando também que podemos interpretar d)(‘hl 0> comoa criacao de uma particula
em X, e zo|P(L) como a aniquilagdo de um particula em x,, e que o propagador de Feynman da con-
ta de todos as possibilidades de ordenamentos temporais, € comum “ler” o diagrama do propagador
com esta imagem fisica em mente: a particula foi criada em x, (x,) e aniquilada em x, (x;) (ela nao ¢
perfeita, no entanto, como veremos mais adiante).

Considere agora o produto de dois campos: < 1| | §/qu ¢\KUL>

o primeiro termo é trivial:

<ol TIhdYlo> =4, x

e o segundo (primeira correcao perturbativa) é dado por:
O(A

< ol Ti(hd)) (_Lgae HU._U\> Ylo>

\.‘
Tomemos uma interacao especifica, conhecida com Teoria Ad*: 5'}4 = %]\7 (b

1 g\:&a‘n B
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§= "2p 9 —'%93 - -)LFCI;\ — § =00
EHL = gt}é S Y %/gm(\o\ :S b‘l?ﬁ ‘)\lﬁ Cbﬂj\ by qgl%\ (blov\ 4— todos no mesmo ponto

<ol T{bd, (hkgmlﬂu\)}\ 0> = —%gd’b< ol T1bd b 6.6, 10>

Temos que fazer todas as contragdes possiveis destes 6 campos, e dividimos isto em dois ca-
SOS:
(1) contraimos ¢(x;) com ¢(x,) e 0s d(z) s6 entre si.
(2) contaimos ¢(x;) com um dos ¢(z) e dp(x,) com outro (os dois ¢(z) que restam sao contraidos
entre si).
M M ) )\ q
(V7 $he680, = 3 (-—tﬂ D. m—Qgé y PGPy
L1 .
— ),
as 3 formas de contrair os ¢(z) ddao o mesmo resultado (mas eu
devo somar sobre elas)

quatro formas de contrair ¢(x,), d)
e uma vez feito isto, temos trés d>¢> z'd?qu-z b3

(1\:;7 :\;{:l_’ = formas de contrair ¢(x,) e nenhu- = ‘\U/J‘\_—l
d>¢ (b D) ¢ [0) ma ambiguidade nos ¢(z) que ]
11> =272

z Zz restam

. %.3-(_%&*5 D Ceo 3 Py P Gy

< ol \_i@d)} (48& H\;U\) Ylo>= 3 (_—%3 D (v(,rx}gcy'b De (v— b\ . (B_\ﬁ\ -
3 [4) g 3y Drer 3 Drtecyd T )

(eq. 16.1)

A versao diagramatica seria:

lembrando que temos 4 campos em z
logo 4 linhas devem sair/entrar ali

(4\ Yqo—o{_ %X —+ (c\\\ (@ o——@om

1

¥,
¥, * =

4(%8 D, () De (b- b\ Pe (b— \0\ 10 (——%\ Vr O \6\ DF‘ UN %\ VF (b‘%\
\/tg como advinho estes fatores?!?
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Vejamos um caso mais complicado:

O Pgrexpansao da exponencial
3l

ATh A P St e

=4 .,\\ ga‘ gé* %J‘A Dby Pely D3 ?)\D - Dy Dol )

(eq. 17.2)
Vamos tentar identificar quantas contragoes diferentes poderiam ter levado a mesma expres-
sao 17.2.

Nome dos vértices: B )

(z, w e u sdo varidveis mudas. Pense na expressao 17.1: eu poderia ter trocado a ordem de z, w e u sem mudar a posicao dos
“contratores” e ha 3! ordenamentos para w, z e U - zZwu, Zuw, Uzw, Uwz, wuz, wzu)

Contracdes no vérticez: 1+3
(temos 4 formas de conectar a linha que vem de x. Uma vez feito isto temos trés forma de conectar os z's entre si. A linha que

sobra vai para w) rr?
¢Z z¢a

[ P —

Contracdes no vérticew: 4.3 -3

L1 T 4 possibilidades da linha que veio de z

3 possibilidades da linha que veio de 'y

2 possibilidades da linhas que vao para u: 4} 4}
p weeres Blokele
2 —1

— 1 E=a

Contragdes no vértice u: \‘[ 3 [
Tjt_: 4 possibilidades de uma das linhas que veio de w
3 possibilidades da outra linha que veio de w
(os dois campos que sobram s6 tem uma possibilidade)

Dupla contagem w vs. u: /)/\_

0 d> b, On

1 2 duplacontagem (acontece sempre que ligo pontos internos com mais de uma linha)

31 (4 -55(\1.;.1\@.3\&_-_3!_4_8*!\5 _

De forma que temos 10368 contragdes diferentes que levam a mesma expressao 17.2. Note
no entanto que este numero quase exatamente cancela os fatoriais presentes em 17.2:
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<Soma sobre todas> = - %&a‘bg&‘w% o DF(I - B\ Pp(b—uﬂ Dﬁ(b- \0\ DF (-b-w\ D:(u-u\\ VF (n- m\

contragoes

Este cancelamento nao é tao impressionante se pensarmos a respeito:

(1) o fator 3! que vem da troca dos nomes dos pontos internos vai em geral cancelar com o 3! da série
de Taylor da exponencial

(2) cada um destes pontos internos tem 4 linhas saindo, e isso (inocentemente) nos da um 4! para ca-
da ponto interno, que cancela o 1/4! que esta no Hamiltoniano de interagao (de fato é porisso que
definimos o Hamiltoniano com este 4!).

O ponto (2) acima nao é totalmente verdade, por conta das duplas contagens e é isso que faz
o cancelamento nao ser exato e produz aquele “8” que sobrou no final. Isso quer dizer que simples-
mente ignorando o 3! da série e os 4! do Hamiltoniano faremos uma sobrecontagem - que devemos
dividir por um fator que dé conta das duplas contagens. Este fator que sobra é chamado de Fator de
Simetria do diagrama e é nele que estamos interessados.

Como vemos este fator direto do diagrama? Baseado nos propagadores podemos desenhar:

8 Diagrama de “Cactus”
M
|

®

L&
E o fator de simetria vem de: T
¢<ﬁ\cbc(\5bt~o¢ =T
. A A (N - ’
— L —%
B S,
Ky M Y
N _
. Q - qS(&\cb(L\sb(«od)m =13
L

(pode ainda haver uma simetria por equivaléncia de dois pontos, mas esta ndo aparece neste diagrama)

Fator de Simetria
S =axaxa =9

Voltando aos fatores da expressao 16.1:

PNV
Y1 ———ex %X § S:% =) "_)_\&;\3:(&1_\&\&()”5 DF (b- b\ P, (B_\b\
A2

= /{>eistoaqui? — e_‘ LS
" .__Q_.“* TR e S‘)’z ZS WARRDACRN

i L

para cada ponto
interno terei um
fator deste
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O fator que resta vem de estabelecer uma regra para o vértice da teoria:

>< ) >\ Vértice
— M (eq. 19.1)

(note que o vértice é este ponto de onde saem 4 linhas, as linhas em si tem regras préprias dadas por 15.1)

1l

E como este vértice é um ponto “interno” do diagrama, ele também contribui com uma inte-
gral em z. Para cada vértice no diagrama vai entrar um fator (-iA) e farei uma integral. Com isso,
temos um conjunto de regras para esta teoria (campo escalar real com interacio ¢*) que nos permite trans-
formar um diagrama em uma expressao analitica:

(1) para cada propagador: % o G = th (%’\_ml\
(2) para cada vértice: >§ = (—LXXSA‘X

. (isto é trivial aqui, mas ndo sera assim na versao final
(3) para cada ponto externo: X, - /) 9

das regras)

(4) divida tudo pelo fator de simetria
Regras de Feynman (para func. de Green) de L$* no espaco das posicoes

(eq. 19.2)

Mais alguns exemplos:

— — ' o — -

AT
RIS N 3!

Lx3! trocas de linhas

3\'31 A"b)\ D (430) Ve (\(‘_b’\ '17:(34 = %)

— §=31\
sl =) R PR ARG

Notando finalmente que para calcular uma dada funcao de n pontos, temos que somar sobre
todos os diagramas possiveis até um certa ordem perturbativa:
- Li A Lo, , O
’ = —d e——o +
<) T{Ped e} l™> L N Mo o AL
—_— ‘ Y, o
O ;/_v\\/
O

URY
0L 2o, 2

._@_ . +
Y4 21 8,\14. t Y, b‘\ a:. Lo W, §0‘\ Lo W, Lo Y, 75;\ Lo
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Em geral estamos interessados em calcular estes elementos no espaco dos momentos, nao da
posicao, entao € bem util escrever as regras de Feynman também para os momentos. Note que:

TQC1-2017 E\k_\ N - P(b‘p
eq.67.1 =P 171'—(’(-\6\ - \ N 2 ) € — . L ,
(ﬁr) P-™ ++€ Lo note que podia ser (y-x) pois o sinal de p é
\—/-\/\_/ arbitrario, a escolha é feita por consisténcia
com as linhas externas. Da forma que esta
\7 é(’x escrito o momento vai de y para x

(veja no fim da pg 21)
e:

outros ordenamentos temp
<o Té (ﬁ/\ 4)1 4)3 dD'-l‘k ) O>:6(§>\|7173~)< ol va,d)~| (b1 d},_ (0> -\-’\,Qn |

T o e 0

(,)\TI\’i ‘Sl%; 3 (eq.12.2)

De forma que cada elemento no espaco das posicdes contém uma infinidade de possibilidades no
espaco dos momentos

corog o giez ~ (R <66 1te>

L\) gueremos regras para estes
(com escolha especifica de p; ... p,)

No caso de uma insercao da interacao temos:

<ol TS .6, 0, (-‘Tﬁg bbb\ V10> ~ w P>

de novo ha varias possibilidades do que pode ocorrer: ej

<t Vb dhb)ne> —= —

&y gv
\ Estda embutida uma
< \(:—s—’\g% C()z(bzbz@,\\ P> —» p></'3 direcao temporal
\Q% \/ Q\/ %\P neste diagrama
// —t

Note que esta linha vem até z de um ponto indeterminado, porque
passamos da representacao em x, para uma em p,. Chamamos isto de
linha externa.

¢4 <0

assim todos com numero diferentes

de criagdes e aniquilagdes

Suponha que estejamos interessados em: ania.
¢ eq.12.2 Ccria
\ 7 C}) ¢) Cl)"' 1-?{)‘[.\‘ d)"'-r@ d)'l- ¢)
v Lo oEntao: < ¢ ) ( =) ( =) ( =) ( 6>

v
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(.2
* P 4 o, e Ge
E+ Ny €, A 4IO>
IR = NGy G,
comut.

;P2
P2 +f
B}E? ) e a o €m (aﬁ\a 8(@—&3}0> = ¢ o>
@:\T\~5 {&_\:_PZ_ (eqg. 21.1)

Da mesma forma:

N
<P3)d)_2 = <ol € (eq. 21.2)

O que nos mostra que cada linha externa contribuira com:

F
— resto —APZ resto ‘
do : e do
b diagrama diagrama B

Ainda resta a integral em z:

. A . . A.F‘l
S (gl R e e
r‘/’t = (- db ¢ < =
\(7 gl

) Ie

\/;:

= o BT+ R-B =)

contribuicao do vértice (a integracao na posicao do vértice garantiu conservacdao de momento no mesmo)

No caso de um diagrama mais complicado:

i\d }\( £
> /)
}>©<L c <[ SWM __Sgcbzbg,zeb\ 106> -
g AN \\«J
x (’1
; 1 escolho o sinal de k para manter a direcao de momento igual a das linhas
externas: Exp[-ik;z,] para momento entrando em z, e Exp[ik;z;] para
. momento saindo de z;.
P vértice
f\m —Aﬁ(b b‘\ -m hﬁ\24 Al 2y rklo s +\P\(2
N 39““‘ Jhok DEND e e e et e
A b ’() A _
(lT

[ \—/\(_\/_/ )17 linhas externas
fator de simetria propagadores

v A1 \ \ \
et & e § (L 00—Bratd, + 901 U1 -2 46 4R D D (B
L Jh-k -y

|
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(Y gm §( S - (R 0 Q) D (VDL (-4 =

) By % b A,
WU N /)
o (RO SGA+R-f-R) S BOND, 1+ A M>@< q= Pt h

L estou escrevendo assim pois logo vamos querer identificar M

Podemos entao escrever as regras para obter diretamente a expressao no espago dos mo-
mentos (que n&o é da funcdo de Green G, («,,. .. ), nem de sua transformada de Fourier G, (f, -, «\
mas sim para elementos do tipo <f ¢ .. 146..5 )

P
. —)
(1) para cada propagador de momento p: —— o — OF (P\ -

(2) para cada vértice: >< — =

| - 1
(3) para linha externa: ;6— =
(4) imponha conservacao de momento em cada vértice (re-escrevendo os momentos
internos)

. 3 . 3k
(5) integre sobre cada momento nao determinado: RS,
A

(6) divida pelo fator de simetria

(7) multiplique por: (a3 3‘ g\‘( é\é‘d\p momentos externos

Regras de Feynman para <p;,p,,.-|P3,Pa--> de Ld* no espaco dos momentos (eq. 22.1)
Mais alguns exemplos:
%k
AV AN GRGAN (—n\&& D, (&)
— —> | F
(. fa oY U‘T\
N
N ZA A o
T« TN = e Pty N Ll D (8) Vo (y-4)
o ey

/Q( \"(’; /0(,1 \(’a (\ :I’,l—Pa
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Vamos deixar um pouco mais clara a diferenca entre as regras do quadro 22.1 e as regras para

RIS AV XY
G (k, Mgau e ) A SF\MG M G(m,..m)\a,,...?}»\\

partlculas iniciais
part|culas finais

Considere o exemplo:

L[ \ 3
6_(\(1 \i}\ = \‘24 )‘q@%?\& — _/-\;_( Jb“ébl DF(%'Y\\ DF(\Y{)'bx\ DF %)‘bq\

Tomemos a sua transformada de Fourier:

—_ A I AP (S
(J"U»\\Px\_— go\m d\’(,\ C e 3‘ gb Ab.\. DF(W ‘(\\DF(\{ b‘\ DF((S b\ =

)
—A ﬂ\“1 Ap* «. ) J o) (k{ . e F’{b ) -A P-! (\k —\b‘\
= S Wik € ¢ %‘ ng, B, g E Dp (WD\&2 ¢ DLt

G0
-4 8 B39
&Ls >A.q(bz 31) (\;l, Af('bz 31) &Z e ﬁ;q); d1 ~
g(n:\ c Dt (:\ ) Dt \ o D(e> =

Wt S 10y G — 5P -5)

gb% LT mgggc.a.v

507

NA \ALég(ﬁ_f‘-mxy g De(f-f-FN (LN =

&)J})'\ —vg'(*/'\*'Fy PPz
L

= _’\__ AJ DF(Q\DF(. Fl\ ¢
3L b“'

g%ﬁ (e, — R3S 26y - 32y

|
_,\ TOHIEA (m“‘ S(f. - n\S‘\“&" ‘\“": De(h-0=%Y De(PY Delfr)

( T\ N)
w
("I ﬁ/'%"’ E;. [4
— _ ,F )
\_\7 F;

Estes dois “propagadores externos” nao pareceram nas regras de Feynman deduzidas anterior-
mente pois tratamos os estados iniciais e finais com mais detalhe (ainda que de forma heuristica),
como ondas planas. O jeito formal de obté-las seria usando a formula de LSZ (que veremos mais a frente, os
curiosos podem olhar as notas de TQC | -2017, eq 74.3).
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Com isso temos um conjunto de regras completo, mas cabem alguns comentarios para
amarrar as pontas soltas. Primeiramente note que, na eq. 22.1, estamos dizendo que todos estes
correlatores serao calculados para: ’— v o0 C,\ _ ;\(_’\

(eq.12.1) —p T‘:;\’(':'\w\ v <O\Té \D(\(\ Lx{*& JtHﬂ“\]}\O)
— =

Isto significa que todas an integrais dos vértices nao
vao ser simples integrais em d*z, mas sim:

Ll~\ T?f dga c.&(ﬂ"}" ot ﬂ\\a . /.L(P,1+ e +‘w\° (T-AGTX /L(P,f" - _'_f“\‘, (_T +,\ET\
Toes(t-i6Y | ¢ o bimle .

T"’ea
ZT

+6(P4+ 4 V\\ T —C(P,f'"""‘ V\\o T)

DZTL'N\(QQ ~€j;

Uma desta exponenciais explode (qual delas depende
do sinal de g°

Para resolver isto podemos impor que q° tenha uma parte imaginaria (também pequena e

roporcional a €) porque entao: . . | 5
p p p q ‘quT(1+:\e\(i~1;kESC ,\6\ | (i']:.\\(:*—\\e:te 3
v( note que inverter este sinal estragaria tudo 3
A tT IA€ 'X — N
Stney: e 5 E"’[t*f" (“ﬂ
(] ‘f A T T""ea
oscilatoria

De fato isto é totalmente consistente com o que ja vinhamos fazendo, pense de onde vém estas expo-
nenciais dentro das integrais dos vértices:

(1) De linha externas (veja egs. 21.1 e 21.2): neste caso nao ha restricao alguma sobre os momen-
tos e podemos toma-los imaginarios e, depois de integrar, tomar o limite e — 0

(2) Dos propagadores de Feynman (veja, por exemplo, o expressao do diagrama na segunda metade da pg
21). Neste caso devemos lembrar que o propagador no espago dos momentos é:

Doy =

(‘ '—'P‘\'I’A.C IV“(1Q)

—Ep+i€
P . ’T
e que q° esta sendo integrado no caminho (tqc 12017 > : > . > D
-pg 67): x Ep-ie Fe(q")

acontece que isto é exatamente o mesmo que fazer o seguinte caminho:

sq (H#+€) o
o T~ ()
1 —v _Er T\ > V
> e — r g E .
..-0(11-16\ - Kc(:l )

o que da para q° exatamente a parte imaginaria de que precisdvamos. Isto mostra que o aparecimen-
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to dos propagadores de Feynman no teorema de Wick nao é uma coincidéncia, mas esta intrinseca-
mente ligado ao limite que tomamos no tempo para poder projetar o vacuo livre da teoria no vacuo
da teoria completa na pagina 9. Aqui podemos finalmente entender porque escolhemos, na defini-
¢ao do propagador de Feynman, os polos E, e -E, respectivamente abaixo e acima do eixo real,

a escolha contraria geraria divergéncias aqui.

Ignoramos outros dois pontos importantes, um deles esta relacionado a“bolhas no vacuo”.
Considere os dois dos diagramas de ordem A? para a funcao de dois pontos no fim da pagina 19:

1&& by LN
o Y\, Iy V‘: Ba- ) Ve Ba- XN Dy - D (-3
&L T%; s D ey e GrrXiy ety -y De iy

B Ry

K’_@', A (-n\ 895 he D By D Gexy P-4 D7 Gy o

wf(
C bb)
N «0‘( » ;plx 177
. }Eﬁ MY (I b Dy peaye e
—04f§0/i; = b )()L Q:r\
EI

) %M‘ Ve Py (-1 4P, mﬂa\ S (4, Fhes ) Dolld D (b Delle) =

1 oy

L (! (a7 V!

Qst
‘*’C‘é%é‘k = (&N ()"\T\ﬂs\‘(VVPL\ %‘Wﬂ V- (L) Dr( 2 XJWL Ve ()
4

&S’l *Q'Z \ ’\0_( A0 91 D
(B) 8 V. RRUR IR
LN %)‘ P fkbq x)‘\, Ayz 02 e e ¢
= (—0\ I, \b ‘ UL SR De(be D) c .
“n'tf 2 8 b b A @
i A

oy )

= N (I Pa b SRR Pulld Delhd Dl Sa‘g@
16 AN
N
(,\’\T\\I J(Q)

Isto sempre vai acontecer com diagramas desconectados de linhas externas (as tais bolhas no
vacuo):
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. “k\ ~ S.J'ln Mﬁ 39, 5 hk;%,,\ (0 bysb\ Ve 0 D (5D (k) D (&,

\

%J‘tz} 8" () D (k) D (R)

L

O outro detalhe que ignoramos foi o denominador de 12.1:

<0| T{EX{_; ST_I & Hig (e\] \31 o>

Que de fato s6 contém bolhas (note que ele nao depende de nenhum dos pontos externos, que vao
todos no numerador). Para ver como os dois problemas se resolvem, basta notar que podemos sepa-
rar as bolhas da parte conectada a linhas externas do diagrama:

S N\ (=2(3)

~
(—1;'\\‘ %M. Pec Shy §1(00+ 0 Detld Deliey el (V) Oy =
¢

N

leeony am s, - P\SM D6 || () O O0) A"Z_Lor(m Dell)
o2 (ﬂ‘\ % N

O numerador vai conter justamente diagramas conectados as pernas externas multiplicados
por uma soma de todas as bolhas possiveis. Por exemplo, no caso de dois pontos:

<O\T§¢ Y _IJtHI(ﬁ\]}|o> ,,_,t\ _& g K8+ S+ \ ¥

t9(X"\ L\\/b ORY

_|_(x, .Q_.vq\(ﬂ + fg\l+§;ggj+..\+ i

OCNY)

(8 +§ 88 @4"/) \/« AN +\f4\‘3+\/1+\f> +‘jﬁl Vs -l—<-:\
N ’

h ! AN
Vi A% l (Vq\.‘- \/5

A\ —v fator de simetria

Qualquer diagrama especifico nesta longa soma vai ser portanto da forma:

diagrama (
(conectad 3 T\_ V"' oo
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o <ol Tf0, 085S, J‘cﬂﬁ&\]}lw Z{ (oorema) TT \f— (VT =
conectados
=S [(anenmny: g,( SONE

conectados ‘Sf'“\&
14—\/ AV, 4V, 4 1(\{A+V5+ \J.+\/1 u.v.$+v. Vadt. .. (1’(\/”\/‘4 \(““ﬁvh 5
- \
_ : : diagrama g =
- (conectado\ ( > ( (V \ >( > T
conectados
— Z dlagramaw "'\ ( \ dlagrama F\T e\l:’
- conectad conectado\
conectados A conectados [y
diagrama Z, V
<O\T§(t) (\) tX‘{"‘S JtHI(ﬁ\]}lo> (conectad\ e
conectados (eq.27.1)

<o\T§“P4 C\XEXV[-'*ST-."’“‘*1I“‘]}107 = ( LR ) A O A 4 F@Jﬁwbx

x Ex{g g @Jr]

Claramente o mesmo vale para funcdes de mais pontos (aumentar o nimero de pontos ex-
ternos so torna os diagramas conectados mais complicados, a soma das bolhas fica a mesma.

No caso do denominador, a |6gica é a mesma, sé que nao ha diagramas desconectados:

<
ol =S 1oy ~(<00))Ew] 8+ 8- S+ |
' —
1
Logo a exponencial das bolhas é cancelada entre numerador e denominador, fazendo:

TR Qs = S ()

conectados
a linhas externas (eq.27.2)

Uma observacao final sobre notacao, aqui usamos “diagramas conectados” para denominar
diagramas que estejam ligados aos pontos externos, e.g.:

— 11 X X
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Usaremos, com muito mais frequéncia, uma outra definicao para “conectado” - querendo
dizer que o diagrama conecta todos os pontos externos entre si. Nesta nova definicao, os diagramas
acima ficam divididos entre:

Conectados: >< >©<

Desconectados:

[ Q.

Ambos conjuntos entram na soma da eq. 27.2, somente as bolhas do vacuo foram realmente
canceladas pelo denominador.

o

Com estes resultados em maos ja conseguimos calcular quaisquer correlatores na teoria Ld*.
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Secdes de Choque e Matriz S

(Peskin 4.5)
Chegamos em fim ao ponto em que formalizaremos a conexao entre as fungdes de n-pontos
das teorias de campos com espalhamentos envolvendo estados assintéticos com n particulas. Come-
cemos com a idéia por tras do que esperamos observar em experimentos envolvendo particulas ou
quasi-particulas:

Secao de Choque

A situacao que temos em mente é um espalhamento entre dois “amontoados” de particulas
(ou quasi-particulas, enfim, excitacdes do campo), quer seja um projétil atirado em um alvo ou a coli-
sao de dois objetos (0 que é o mesmo, dependendo de referencial). Cada um destes grupos tem um
numero grande de particulas e dimensdes finitas:

Grupo A

Pa | — densidade numéricas
A - dreadeimpacto

La ,L3 = comprimento ao longo da diregdo
do impacto

Assumindo que ambos os grupos sao rarefeitos e que as interacdes internas sao despreziveis,
é razodavel dizer que o numero total de colises (eventos) é proporcional a todas as grandezas defini-
das acima:

#?E\/ENTOS oL f/\ La Fﬁ LB A

A esta “constante” de proporcionalidade damos o nome de secao de choque:

= 77/~ EVEvTOS
PA LA)’B LB A (eq. 29.1)

1
Que tem dimensao de area: ECT] = —_— = L
L“3 L L:‘; L L_':_

E pode ser interpretada como o “tamanho de interacao” da particula, ou seja, a area em torno do “alvo”
na qual um “projétil” seria espalhado (note, no entanto, que isto depende também do projétil). Outra
forma de ver como devemos definir a secao de choque é pensando em um modelo classico, o espalha-
mento por um potencial V(= ze’

Tt

Neste caso temos apenas um alvo, pontual, produzindo o potencial. Se temos um feixe de par-
ticulas sendo lancado neste alvo o nimero de espalhamentos por unidade de tempo é proporcional

ao fluxo: # particulas incidentes

/—\1

qs _ ANN unidade. de tempo /XNEV<——> # particulas espalhadas
Fluxow” [o At (eventos)
R

unidade. de area



N Ney Teoria Quantica de Campos |
t
< b
At
E a proporcionalidade entre os dois vai ser, de novo, a secao de choque:

o= OlNe/pt DN AN

O, % e (eq.30.1)

7y, densidade por area

(unidades de area, consistentemente)

velocidade relativa
volume incidente em um tempo At

Também podemos escrever: qﬁo = A_N”_ - R ('\TAJC\ A - |> N
A-OF A AT ¥

Podemos entao considerar o caso de N alvos independentes onde N = FA La A entio asecio
de choque por alvo (e essa é a definicao de secao de choque) é:

G = ﬁ[\[ev _ QNEV B &(\[ev

- - como vimos antes

O N Rty futs A R Ly Pala A

N —
L3

A secao do choque definida acima é chamada de Secao de Choque Total, pois mede a inten-
sidade do espalhamento sem colocar condi¢des sobre a energia das particulas espalhadas nem o seu
momento (o0 que inclue a direcao em que foram espalhadas). Tipicamente tanto a energia quanto o
momento (ou no minimo a direcao) sao medidos em experimentos e muita informacao fisica pode ser
tirada dai sobre a interacao que esta gerando os espalhamentos. Para um dado modelo estamos inte-
ressados em saber por exemplo, qual é a taxa de espalhamentos em uma certa direcao, ou para esta-
dos finais com energia e momento acima de um certo valor. A grandeza que nos permite obter estas
distribuicoes é a Secao de Choque Diferencial:

A
£e o &

momentos dos estados finais

O exemplo mais Util é o espalhamento 2 — 2 (duas particulas iniciais e duas finais, elastico ou
inelastico). Nesse caso temos dois estados finais, logo dois tri-momentos'. Tenho quatro deltas de
Dirac (da conservacao total de momento e energia), 0 que me deixa com duas variaveis independen-
tes, que posso escolher como sendo dois angulos 0 (de 0 a m em relagdao ao momento inicial / direcao
do feixe) e ¢ (azimutal, vai de 0 a 2t em torno do momento inicial). Estes dois angulo definem um an-

gulo sélido Q, e € comum definir: {5~

dJ/L

'Estd embutida a suposicao (razoavel) de que os estados finais estdo “on-shell” (vale a relacao relativistica entre momento e ener-
gia), de forma que a energia nao é livre uma vez que conhecamos o momento. Ainda precisamos provar que os estados assinto-
ticos na teoria interagente tém essa propriedade.

Taxa de Decaimento

Outro exemplo de interesse é o de processos 1 — n, onde comegamos com uma particula
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instavel que dacai em um ndmero maior de outras particulas. Dada uma amostra de particulas deste
tipo, 0 numero de dacaimentos por unidade de tempo vai ser proporcional ao numero de particulas
Na amostra: (mais uma vez assumindo que a amostra seja rarefeita ou com pouca interacdo, para evitar reacées em cadeia)

#’ DE’CAH‘;‘E NIOS

- PacTicdas
At
Definimos entdo:
£ Decarrt mias cU\l Taxa (ou Largura) de Decaimento
AIMEN

g At H#PacTicdas ) N \t

(eqg. 31.1)

Uma mesma particula pode ter varios decaimentos possiveis, como larguras diferentes em ca-
da um destes canais. A vida média da particula, neste caso, é dada por:

A
)

[ (eq. 31.2)

G =

soma sobre os canais

Sabemos que estados atdbmicos ou nucleares instaveis (ressonancias) aparecem, seqgundo a
MQ nao relativistica, como distribuicées de Breit-Wigner no espalhamento, cuja amplitude é:

_ 1
J(EY = —

/ Distribuicao de Breit-Wigner
e (densidade de) probabilidade: O = _

=

Pico da distribuicao Largura

(eq. 31.3)

energia do espalhamento no centro de massa

Indium isotopes

10000} a- I (95.77m)

p : RRLE] QP

a
ba

al It 2

t Ia+b

T 0.1 1 10 \/
neutron energy eV

N\
Y

=
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Em espalhamentos relativisticos o mesmo ocorre, as particulas iniciais podem se combinar pa-
ra formar estados instaveis, que entao decaem em outros, por exemplo:

- z 9, [ying = 1.7 Gy

= \Y \W\Q\;(,E\/
Lo (me= 8 6oV, M35 Gev ) o0
ww<k? 1 00? (r\/
99

Na amplitude de espalhamento isso vai aparecer como uma generalizacao relativistica da dis-
tribuicao de Breit-Wigner, lembrando que uma particula em movimento relativistico vai ter uma taxa
de decaimento (por conta da dilatacao temporal): ™ [

|
4 » 1
Povs + A N K QE, (1°-E, + S
£Ep ">
b >
Z P - distrib d
PONEp Istribuigao perto do pico

A matriz S

Comecamos o calculo do espalhamento definindo os estados inicial e final.

Estados iniciais: consideramos um numero finito de pacotes que, em t = -, estdo isolados en-
tre si e tem momento definido. Estes estados, definidos na representacao de Heisenberg, sao chama-
dos de in-states:

-
0>
Para tempos finitos -T < t < +T, estes pacotes de onda vao se sobrepor e interagir (elastica ou

inelasticamente) dando origem a um outro conjunto de pacotes de onda que se afastam e acabam
por ficar mutuamente isolados. Definiremos estes estados em t =+, € 0s chamamos de out-states:

E1R
O conjunto de todos possiveis estados in (out) é completo:
/WY Y =) R, (7

O que quer dizer que podemos expandir um destes estados em funcao do conjunto de outros.

OVT

I
_—
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O que queremos saber é (duas particulas iniciais, n finais):

=0 - . = o —_] — _
PRI = L 0P TR ST

"

ouT ) W T2
HT —kH T —
- >
S< 4,?1‘) { c € J "lL‘|5
e < 1T
T S — (eq. 33.1)

—
l_‘y eu trouxe os dois estados :,J
até um tempo comum e arbitrario t (e posso
escolher este t como aquele em que coincidem
as representagoes)

<F:){3: e E)E> Eoéa)(?:)"'] EMR%

Com isso, definimos a matriz S:

(eq. 33.2)

Vamos entao, definir os pacotes de onda. O caso de uma particula é trivial, pois ela esta sem-
pre isolada, entdo:

[P, =172, = 17> = a5t io>

ouT

\—-D teoria livre apenas

/ 4([3{(()\/’:1

14> =\ % DY 1>
(3TN {Sl?h‘ &\l(b(g‘z:/]
(Y
,;-ETZ

E podemos escolher a distribuicao de momentos, por ex.: 4) (&)= ¢

No caso de duas particulas temos que tomar cuidado com a possibilidade de que, mesmo que
elas “colidam” (interajam), os centros das duas distribuicées espaciais nunca tenham se encontrado.

64> = | T | P BEDNMEBY 57 | £

\N
L3V | (TY \3E, %E;

. , - —p
L>para deixar a possivel separacao b entre
s . TP . ~
os pacotes explicita. b, transverso a direcao
do impacto, é o parametro de impacto

)

(eq. 33.3)

Os estados finais sao definidos da forma usual:

Yoo O
<d> 5 — J" "' L <PA 21~
& 4) ) \ ’\rg m\Q;rL‘ | (eq. 33.4)

Os elementos da matriz S serao dados por: S“ p= </B°n_ < >
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As equacoes 33.1 e 33.2 mostram que S é um operador de evolucao, portanto devemos exigir:
+ +
Ss =S 5=

Mas em S estd também contida a possibilidade das particulas iniciais nao interagirem, de forma que

os estado final seja igual ao inicial, ou seja S contém a identidade. Para separar esses eventos dos es-
palhamentos propriamente ditos, definimos:

S = /]‘1—_1&]“ (eq. 34.1)

La puramente convencional

Além disso, sabemos que o momento e a energia totais se conservam, o que € implementado
por meio de uma delta de Dirac. Definimos entao o Elemento de Matriz Invariante:

<Rl T oz > =0 y(ﬁlﬁD‘B —Z VL\ s N ds— B

(eq. 34.2)

Formula de Redugao de LSZ

A formula que relaciona os elementos da matriz S (o que queremos calcular) com as funcdes
de Green da teoria (0 que sabemos calcular) é chamada de Férmula de Reducao de LSZ. Ela sera pro-
vada em TQCII, aqui nos limitaremos a enuncia-la. Dada a funcao de Green no espaco dos momentos:

G_hm el 't\\ g )11 S I g“ g}h?kﬂ(ﬂﬁz Bou).. 93((“\@})«\ ! V«\KJQB

Li';fatparnculas iniciais 2\
#= particulas finais

temos:

0 |N\ (ot h ] /2-‘"\ AE
N R mm.ﬂ I U TN
ﬂa”“m \“’T—‘__J

(eq. 34.3)

veremos que as fungdes de Green no espago dos momentos tém um propagador
para cada linha externa. Estes serao cancelados por entre parénteses, que
nada mais sao que os inversos dos propagadores (no espaco dos momentos). Essencialmente vemos
que o elemento da matriz S se trata do residuo da funcao de Green quando todos os momentos das
particulas espalhadas (estados assintoticos) estao em seus polos.

Note que esta expressao é para a funcao de Green completa, da teoria interagente e nao da
livre, em TQCIl veremos que este fator Z que aparece ai esta ligado as correcdes ao propagador
livre. As massas também nao sao as mesmas que aparecem na teoria livre e sim as massas corrigidas
pela interacao do campo (massas fisicas). A funcao de Green completa de 2 pontos, préximo ao polo,
tem a forma: =

CE P = ga‘* LT [0, 0N 1>~ T

P’— m* +AC
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Em contraste com o propagador da teoria livre:

G (P =

f - w\ NS
»massa “nua” (a que aparece na Lagrangeana, e que é fisica na teoria livre)

O que significa que, em primeira aproximacao: ,Yz -1
(nivel arvore, que explicaremos adiante) R

Com esta formula conseguimos obter os elementos M_a partir das funcdes de Green. Resta sa-
ber como obtemos . A probablllde de, dado um estado inicial | <]5 ¢;~> , produzirmos n particulas
com momentos no intervalo & - N €

BfL
Y <0 0.0, A¢>
P(Ap— 12 . n\= (F@T\ AE(L\ Jour ) b

’/—u normalizacao

Suponha que tenhamos apenas uma particula A (alvo) e um monte de particulas B, com ng
particulas por unidade de 4rea transversa, e diferentes parametros de impacto b. O nimero médio
de particulas espalhadas é:

_ — 2 e
Wev =5 2= (VenPEY - jcu» P(E)
i = particulas B
incidentes udistribuigéo uniforme
Entao, de 30.1, temos:
g = Alev _ gmrl‘(c'\
T

Lv porque estamos considerando a versdo infinitesimal

(eq. 35.1)

o < {P{LX“PA %34 {PtL“(PA (Pbg
AT = |3 ( @Y E\ | x4, i3 = PR

=\ Pri b)) (P 6 (M (ks -1
$i \ )
F (9:"\ oF L;T\ (3E." LI‘('\ \Y? %

(eq. 33.3) X <{P4‘SW<Q$ " o2 {P@g ]{Jzﬁ&)

(eq. 35.2)

H

Podemos fazer a integral no parametro de impacto:
. S e N, L
(sbe -8 oy 50 -0
L & ot
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E usar a definicao dos elementos de matriz:

Loy, = & M k=P () S(She - T 00

—9“

sO queremos a parte nao trivial (£ 1)

LR = -k MR E =Ny SISk -7 b

O

A mtegral nos k, fica (levando em conta as deltas vindo da integracio no parametro de impacto e do elemento de mattriz)

f, (7, 6055 -z o8 30K -
OTY (3T
P}( o (\2 921_ ()\ DL? 80\(2 ”_“ B Zfﬂ ) 3“\(,0;1* 9” Zl’;\ S +JI<? 26 )B(E,\ +E; ZE“)

®) —5 — . I
gc\p(p\ (\pt AP{B (}A 4—‘_913/\’\2/&\ S l\ 2‘5 'ZPQ, )B(E,“PEb_ZEK\‘D(é: E,_ =

L .
¥ix  (imposto pela outra delta,
de £ {P3MIeXD, < S(Thi 2oy )

=R 0 s(RE-20) SE g2 - (s TR L) -

hi=& —
=
— —_ o o "=z 8- 1z
()Eb( F JEB _ /Q‘B? - f)E_E
- ¥4 ‘—*‘ E— Jﬂ—(_z
A= R A
AQ’C: A ()D(B EP f . R
E:Zr{f—”zi
-1 — I
- = N 2
S(IZAJ'LB “Ztﬁ\ \‘J:—-; ,\4_|:B\ - ’_Vt_i —ﬁi
ez £, 5 | _
Ear € =20 ~— —_ Et+E=2E
U, ot
_ / EorE, =D E
l/O;"'D'B] é:;i}:ﬁ

Lembrando que em todo resto do integrando temos que impor as trés condi¢des obtidas

(NErG=2e, Nh=k OC\B-=g- 17
E que ainda temos outra delta de Dirac:

S“\[Zﬁm \Z f’ﬁx = X{@ \Qﬂiﬁ o'lt\z erL\XZEK -I'EB "ZE’L\
(5 )

)
vemos que de fato (unindo g;\condigées (1) a (3) com a delta acima);
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NN =9 b2 + 42 = W+ 8 5 (N =3 + 43 - )T

UX"_(Sx e E:J-_‘: = Ex+E} ()3
A v a9 w-ua'
NGRS P R P K
@ —p(6W W = B+l + u,*zagsmr A
(Ep+E3) = (gm\ (69«\ ?@H&E\
Ko l—-%[ (S B/Jr.\EAEa— Jltﬁl?fe N /\A;;\ (&)

LEI RN <2 5 M5 - 263 TR -0 B N e A @ B

B-ME=26-8y0F 2 |l = B2 |

A=\l = 05 E.=Ca E;=E5|n

Voltando a do:

. Ph. [o L) Lo
o ( @y BE\] g(;’r\ YEL l/\wA—vgi}M(%% )

Especializando para o caso em que as distribuicbes de momento sao estreitas:
dd/
4 W}\L NG (E-0
Vo ()T~ (Y Sy -7

temos:

7l
AT:lEAlEEID;—\}BI ( FuYy AF\}M fe _,é@\

Note que a razao pela qual essa ultima expressao é util consiste no fato de que, experimental-
mente, tanto os estados que preparamos para a colisao quanto aqueles que medimos, se parecem
muito com estados de momento bem determinado, mas nao sao ondas planas. Isso ocorre porque
tanto na producao quanto na medida temos uma certa precisao FINITA na determinagao do momento.
Isso significa que sobra uma pequena incerteza no momento e o pacote nao fica totalmente delocali-
zado. “Estreito” na definicao acima quer dizer “menor que a precisao experimental”.

G S k-2 1)

(eq.37.1)

(na verdade uma distribuicao estreita, mas de largura finita)

(1\\\ S@H’B -2 fg\

(eq. 37.2)

Das grandezas em 37.2, todas abaixo sao invariantes de Lorentz (desde que integremos nos

momentos): )
(& (“\ i) X Moy CIY St fo ~Z 1)
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De fato chamamos:

JI. = ST e
S ( Hsm\ AE\(“\ e =2 1)

de Espaco de Fase Invariante para n corpos. No entanto temos um fator que muda sobre boosts:

(eq. 38.1)

! 4 : A
— - - = = = -
Eafs lon-931  IBET BTN T ever|
D (area transversa a z, e se transforma como

tal. Invariante a boosts na direcao z)

—_ —
Se P, // % (referencial do centro de massa ou do laboratério, que de fato é o que assumimos até agora, por

exemplo na integral em b) podemos escrever:

4 —

Enks [Da— D3l [: Fator de fluxo invariante de Mgller

F= (RRY =y = ]EA(T,,'—EBEF"IEY—U

O que nos fornece uma expressao invariante de Lorentz para a secao de choque total (note
que a secao de choque diferencial ndo é invariante em geral, embora possamos definir algumas que sdo, a chamada rapidity é um

exemplo):

AT H»F'(g t Y AE\}M ot
PUD Y 3E

e
iRy - s
ﬁ; esta integral exige cuidado quando temos particulas idénticas no estado final,
para que nao contemos multiplas vezes o mesmo espalhamento temos que dividir por 1/n! (onde n é o # de particulas ident.)

Um caso especifico bastante relevante é o espalhamento 2 — 2, no referencial do centro de

Gy S@m; =2 1)

(eq. 38.2)

massa (o = F,"+ R=0), 0 espaco de fase fica: E
(@
g OP, ~0 3 o .
Sjﬂ’l: YAOR WY Sl <> r’z\ D(E T BE) =
(7Y 9, Ea R
())’P,‘ = I P} 5Q
__gm Py OR § (e — En-Ex) _(deer ! _
W EE, > — OJITEE, |l B -
T et > 1o el e
- Eq+Ey = Cem
g ASL 1
K”\T Eem (eq. 38.3)
>~
. (iﬁ;>: 1 lﬁ" {M(PA)PV—»PA‘P;\]
A Jem V€A ALy Da- T\ 6T Ecn (eq. 384)
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Se todas as particulas tiverem massas idénticas, entao:

B, =G~ Coyy  IRI=1R) =10 = (7= |P)

EA EB/f\)',\-—B‘&‘:)EAP;—PﬁE}(: Eem “31\
( C\GV> l /"Kll Espalhamento com quatro estados de massa idéntica
- _ /, ? YV\’\—_ ("2
21—
d 9 fen 1T Een (eq. 39.1) \®ﬂ/ =41
L5 ~—
Decaimento

Também podemos especializar as contas acima para o caso de uma particula inicial decaindo
(o caso 1 — n), basta voltar na eq. 35.2 e remover todas as integrais em kg e kg (além do parametro
de impacto):

n R wmg Pl S
4 ( (“\ 3¢ gb‘r\ Gt )y &F our <y AWMX f SM
//

o que significa que obteremos:

gsﬂc‘s AR A B —ZE“\L— .. B ote e E
PN

ao invés do fator ]\(); - % ] obtido na pg 36. Esta é de fato a Unica mudanca. Assumindo de novo
gue o estado inicial € um pacote estreito e indo para o referencial do centro de massa (que neste caso
coincide com o referencial de repouso da particula inicial, que é onde definimos I" de qualquer forma):

=

T2 N a3 1" 03 -2 8)
(Hﬂ\ 3¢ A L

A Ma

(eq. 39.2)

Aonde cabe a ressalva de que, uma vez que nao é possivel pensar em uma particula INSTAVEL
no passado infinito, o que estamos assumindo aqui é que o tempo da vida 7, é tal que:

<>

b )

ANE~ L 5> —
T G

L— tempo que mandamos para infinito \g
a)

energia total envolvida (neste caso ~ mass

lembrando que estas duas grandezas estao ligadas
pelo principio da incerteza

ou seja, quando a largura é pequena em relacao a massa (estado estreito) ou de vida longa.

AN
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Diagramas de Feynman para a Matriz S
(Peskin 4.6)
Finalmente podemos coletar tudo que aprendemos com as funcdes de Green e obter um con-

junto de regras sucinto para o calculo da matriz S incluindo agora as corre¢ées de ordem superior na
teoria de perturbacao. Partindo de (33.1 e 33.2):

—« HETY

2008 S g > = .LQ,:O wh .. |e o >
mos da teoria completa

Queremos os estados da teoria livre, vimos que (eq. 9.1):

(eq. 40.1)

_«to -1 —-;\\"IT

N> = Lim (@ 0>\ € 0>
A€)

T— M('l—

L~ (G_LE"Z 5uo>§ﬁ U (07T 10>

= T co(1-1€)

Faremos agora:
—LHTl 2
o Lim f
=< \ p g >
[An by > =< Tov 00(1-36) . )
L, estado livre, mas nao é o vacuo

y

(estamos deixando a constante de proporcionalidade em aberto, pois ela pode ser bem complicada)

O lado direito de 40.1 fica: (—v pacotes estreitos
LHETY ST . _AHETY o o
L~ <F" ]6 | A-P?>=<‘L‘N F'I,P}- -]6 ”),, P;
T—od w —____ 1 e\ e W e
<. & ES AN N 1Y
T
~ Lim <o/ |7 EY"[- ;SJ’C H:Uc\] Prpy
" Tov 00(1-26) © fu 15 ] ) l P?>°

v S()&og <(}UI(+>O'—-03\}\>

No caso das funcdes de Green a constante de proporcionalidade se cancela usando a normali-
zacao (passagem entre as eqs. 11.1 e 11.2) e aqui acontece o mesmo. Provar isso envolve provar a fér-
mula LSZ e nao faremos isso neste curso. O resultado obtido fazendo a normalizacdo correta e usando
a féormula de LSZ é dado por: L curioso? Veja as notas de TQCII (2016), pgs 93 a 98

Wil
> TR >=({2) Li- | <u.r) (‘xr’ _ ng ce\} (e f \
<ﬂ / ) g \H.o('] AQ ° pa ’ conectado

amputado

(eq. 40.2)
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Na equacao 40.2 obtemos iT ao invés de S, pois a férmula de LSZ s6 nos fornece estados co-
nectados em que o estado inicial e final sao diferentes. Ainda resta entender o que “amputado” quer
dizer. Lembrando que Z = 1 a nivel arvore, vejamos alguns exemplos:

‘3\__,7 )\z @(,\“3 o lado direito de 40.2 fica:
<0 P P, = e ATARS(I AV 0G10> =
o
¢ — - na ()
— NExF (ﬂ\[s“\(mr’q)g li- S-S (-7 \3

: | A ! Desconectados (nao sao incluidos)
B — o) B \ contribuem paraaparte 1deS=1+iT
\
l Z A
272 @( 3 (eq. 41.1)

ORGSR RS AT Mwﬂg

Teorema de Wick *0

Os ordenamentos normais nao
contraidos nao somem.

| S

— TAPY - AP %
Ja vimos que (pag 21): CPI+|P>°—_- GN {0>i f?l(bl_ = 4O(€P
L

dentrode < ..| NC(‘?NB .. >= <... )@ _Y (<I>*§—h \. § ,n=0,..,N,temos os ¢* agin-

do para a direita e os ¢ agindo para a esquerda. Definimos entao: \D
no exemplo em questao
como temos 2 estados
iniciais e 2 finais, o Unico
termo que vai ser diferen-
te de zero é n=2 (N=4)

Em 41.1 temos termos do tipo: (Pb(b(#) (?Lb’(b(# ) C‘M}dﬁ?

O ultimo termo nao passa de um diagrama desconectado acompanhado de bolhas no vacuo:

< (e g eRTER> = R (T )
M
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O segundo termo, com apenas uma contracao, nos da o seguinte:

> =<« ™ >=07
Mcw ¢

quatro diagramas

A.iz—n A%1 Ao A 1
+ k: + + %
\30—0)_ \3 N \30%)_ \3 x Y

Desconectados (nao sao incluidos)

H

Finalmente, no termo sem nenhuma contracao somos obrigados a contrair todos os campos

com os estados assintoticos:
o (Pt B —fi- P\

<OP P T S = !
@ L )

varias formas de fazer, mas todas
com o mesmo resultado

VD . 1 - 5’ q (Fﬁ'l'PB _ﬁ“Px\L
o (O<(’4 p}lNé—«‘:‘TSJK ¢;(K\+contr.kl P, P? >\ - ,..l\>\ e 4l e <
&

_ i@ SOt B - p)

(eq.42.1)

que € justamente o que obteriamos com as regras de Feynman para o diagrama:

como L T= MR+ 6 fi-RY I N =0 M= -

logo a sessao de choque no centro de massa é: ( \L
61 T Eoml(eq. 422)

Como o lado direito nao tem qualquer dependéncia angular, fica facil integrar em Q:
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AR =T
(J\._‘l_ T = >\L ‘i/ég__\—/ ,]
0 — — (2 particulas idénticas)
Bﬂr Lz.f“ (eq. 43.1) L

Até aqui nenhuma novidade, mas vejamos o que ocorre com algumas corregoes.

Até agora s6 o diagrama conectado contribuiu para esta secao de choque, mas resta a per-
gunta: todos os diagramas conectados possiveis contribuirao para ela? Vejamos o seguinte diagrama

P o
[ ' (sai da integral)

NG 1) 6 Sty )\ Sk R®)D (0
D]

( {P\ \l (&?)1
40
. 1 YOS N
p:(’e =1 ("‘x\ (ﬁ[\ 8 (PBJ'(’A'CI ) FL\ (‘*/V\d\x __* zero para particula
(eq. 43.2) ,)\

_p on-shell: o>+

Essa é outra versao do problema que mencionamos pela primeira vez ao fim da pagina 23,
onde obtemos as regras de Feynman no espa¢o dos momentos e apareceram propagadores para as
linhas externas, na ultima expressao da pag 23 temos:

=% -P, 4 4
F_q_ 1/‘-9"' 2 ,\)- \1 - (\‘P &P‘? F_‘, "P P‘ P;_
Lo 3, OB () SR R )

- Px _ w-

- -~ Py
ambos problematicos on-shell . = na~

Este problema nao apareceu no caculo de 42.1 pois os estados finais e inciais foram tratados
de forma apropriada nas paginas 41 e 42 (por meio da contracao dos operadores com os estados
assintéticos) e forneceram exponenciais ao invés de propagadores. No entanto este tratamento nao
resolve o problema para o diagrama em 43.2 pois nao é o propagador ligado ao ponto externo que
esta divergindo, mas sim aquele que envolve p. Note que, em geral, este problema vai surgir toda vez
em que um momento inicial ou final (por definicao on-shell) “correr” dentro de alguma linha interna
do diagrama. Note que:

«_momentos off-shell

(qualquer

Vn

onde queremos nos livrar dos propagadores em vermelho. Esta operacao é chamada de amputar o
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diagrama, uma vez que removeremos as pernas externas com TODAS AS SUAS CORRECOES, ou seja,
o propagador completo. Operacionalmente podemos “seguir” o momento externo e procurar a linha
mais distante do ponto externo em que podemos remover a perna cortando apenas um propagador:

; (resto do diagrama) D =
F;_’ — s Amput. ﬂ

E a estes diagramas amputados que nos referimos na eq. 40.2. Felizmente a formula de LSZ faz esta
“amputacao” formalmente, basta notar que (LSZ, eq 34.3):

<£P~\3w| b, MB____ an‘ _\'\f\l/(r’ w—hA&\l]{k w: + A€
out {’ "\k N (A\S—\\ww '(\_ ,; /\6-;“_“ 't\\

J/ Se encontra multiplicado pelos

propagaderes completos “problematicos”

2
G_J'(ps 2 2 .
P —m + A€

@ \mmf(;:\t? (k—w\ +Ae>

2\
L«r) Inverso do propagador completo! ( P \

E é por isso que obtemos s6 os diagramas amputados quando passamos da férmula de LSZ para a eq.
40.2 e finalmente:

n - N+
/'\ /‘k(l—“\\‘ SH(PA*PB - ZP,LX = (L diagramas conectadoseamputados> (\!_\\
(eq. 44.1)
A\\
Regras de Feynman para Férmions
(Peskin 4.7)

Queremos agora generalizar o que fizemos nas ultimas paginas (onde tinhamos apenas escalares)
para o caso de férmions. A deducdo do teorema de Feyman (eg. 11.3) nao sofre modificagdes pois
a invariancia de Lorentz exige que o Hamiltoniano de interagao seja escalar (ou seja, um produto de
um numero par de campos espinoriais), com isso nao ha dificuldade adicional em definir as exponen-
ciais ordenadasﬁ temporalmente.

_t.‘>t)

B {i g (42 H1ILT°\)3 :‘yHu— C4) Hqplt)

Tty >,

He (4 Hoglt)

mesmo que:

Hqr (4= S"‘K RS (S
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Temos que ter cuidado, no entanto, quando calculamos os elementos de matriz que aparecem no
teorema de Feynman, uma vez que o teorema de Wick sofre uma modificagdo. Ja vimos que no caso
de férmions o ordenamento temporal é dado por:

(v @“h\\ = Ngh ?(6\ Y > 6"
S Yo ey
O que nos permite escrever o propagador:
AP+~ ;,_:LP (\-A\ — —

Para produtos de mais campos a generalizagao € a natural, colocamos um sinal para cada vez que pre-
cisamos permutar dois operadores até chegar ao ordenamento temporal:

\P(.Y-\\E L{)v\ J
3
Té\H RN q)w\s = (:'U LA
(i R t .
wﬂf(é/i:\ ¥§>\<; VR

E usamos exatamente a mesma légica para definir o ordenamento normal, o que deixa todas as for-
mas de escrever o produto normal equivalentes:

&/“\3 v \‘7
(Qf ‘IG\\‘L}B'(“Q Ckﬂq_(ﬂ NEVER
. 1 (1)
ou: Rf
LfB

Vamos ver como fica o teorema de Wick para dois campos fermionicos.
T{geo Tl = ¥io Ty YoFn ¢ 7w T+ P oy
= Yo ‘_V“(»b\ ¥ {\f(w\ﬁ‘%\‘;—$“%\ W Yo \_(“(»b\ R EOTATERN [\pw\(p‘(zﬂ N i@m)a‘(‘b\b
T {xpm Wﬁ\\ﬁt - \r YD - F ot oo wo ¢y oy = N[\V@BW(@\] vﬁ’ﬂcw\ﬂ?ﬂ
t‘\’ (MO ¥ “”X YOO (B\
ﬁ\}’m,\w»p}‘-o \g . _]_{ 100 Y} = N[ yos Yy
i q)_(\d,t}’(b\l:o i —]—2?(@ W“}QX = N[ Yo \Fob\}

Definimos entdo a contracao:
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[9°9, ¥t oy - Gp Gy
STy oy ey
—— S

PO Pl = Feapey = O

Tﬁwm$%n=N[¢m?%}4$;}%B

2
POy Y )

(I

(eq. 46.1)

Se incluimos também um sinal para permuta¢des de operadores necessarias para contracoes dentro
do produto normal:

&) . 1 - _
[\![&PAK‘(_'/?CE wq.}: \\{Jq Py I\/[\VA\R.,X = —SFGQ‘Y'B\ N[,\Plkyul
(— 1

conseguimos escrever o teorema de Wick exatamente como fizemos para os escalares:

T[ b [T P, .. 1 = NZ\}’,, W, L])5 ...+ todas as contragdes possiveis:l

(eq. 46.2)

Teoria de Yukawa

Para deduzir as regras de Feynman, vamos usar a interacao de Yukawa:
> \U 3
H = HD\‘(A(_ + Hk"‘(r t ga % (2) \4)(‘@\‘1(\4)(\1,\
considere o seguinte espalhamento:
férmion (p) + férmion (k) ——>  férmion (p’) + férmion (k')
= "

X /

3 }:‘} .

/ \

A interacao envolve trés campos aplicados no mesmo ponto (sendo dois deles fermidcos),
logo o vértice sera algo do tipo:

Um espalhamento de 2 férmions para 2 férmions deve, portanto, envolver pelo menos duas inser¢des
da interacdo, o termo dominante é de ordem g
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>\ _ 1 . il ’-\P . \l Y - = - —1 o E
Y ‘[(5-. C5y) SJ ARSI ?)\Saa L\vl\gcg)cvb\\g |7 K>, = <BEI7 >(ZSL

Devemos aplicar o teorema de Wick. Como nao temos escalares no estado inicial nem no final
todos os termos em que nado fizermos a contragao qu (‘S“b serdo iguais a zero.

— e

—_—

Analogamente, se contrairmos \K_ q)‘b ou \K_ \¥\b faltarao operadores fermidnicos para agir
nos estados iniciais ou finais, levando a elementos de matriz do tipo:
Ao T HEW
PP K>, < PP > &P K>,
é ) \ ) ) O ) O \

que nao nos interessam (nao houve troca de momento entre os estados iniciais). Assim sendo, sé nos
preocuparemos com contragoes do tipo (ha duas possibilidade de contracdo, estamos mostrando apenas uma delas):
— — ‘\

= T4 T4 17
IR Zf e ) SA‘K@SMS ™y L—»NS 5y G ‘%i)%\\g |P) K2,

o

Onde as linhas verdes representam a aplicacao do operador no estado:

(%_" \ e ot _
\P_(v.)lpls\/'s Z_‘\-.\ s((’WG \!’wo\plo7'

t (,1—1\3 ).Ep
‘ 2 _.Px S
_(v.)lP,s\/' = Q w () o>
I (eq. 47.1)
e analogamente
- - Pt —S
\Pl (%) [F‘;g7 = e - ((5 \O>
r—— AP
<Bs5] Yoy = e W) <ol
T‘\( ({"P( P
<P)S\ Ve ) = V(P < OI (eq. 47.2) outras contracoes

P
<\_->.‘\ a.(,\{ r7;’¢?>(Al = ﬁ%} S‘)\“ 5“\& I)F(\(—h\ép‘)hﬂ I N [(‘V:“\)QL\B(_\PL W;)C‘B\) \{_); ﬂ?}o +
Ay

onde as contragdes em verde indicam que de todos os termos possiveis estamos escolhendo
o seguinte: deixemos este sinal em aberto por enquanto

NL(ERE ) = E W09 ¥ e “(z Py

Arv indices espinoriais
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- Tt
Qualquer termo envolvendo k()(l) ou ‘P Y da zero pois ndo temos anti-férmions no
estado inicial nem final

De fato, muitos termos dao zero:

nn

Qualquer termo com um ndmero impar de “+” ou “-” também da zero.

Além do termo acima temos a seguinte contragao:

4 P 01‘ | N [(‘\’ \P:\BL‘-S (}\’,_ W;)C‘B\) | (_); ﬂ?}o (note que os dois tem 0 mesmo sinal)
A

;,_\_) L
_
que equivale somente a uma troca de x por y, entao:
(ha mais duas contragdes possiveis, que veremos depois) . Sy -q)
p (P 3 A e 1 \
(Y t\L- ik

Vo SR a
<6\0:{M>‘z§: t%i%_ Sc)”‘ OVF(“‘b\"

- \ . ‘ _ — —_
QNI TR O, ¢ b=

oYUy Wl ) w Lk

O termo (x=2y) é portanto idéntico ao primeiro, dando apenas um fator 2.

<F ﬂ?!rw>\ (- ‘*b L‘1_ 1‘\)E(v\+k AN CERD UGS

lll (\ aa) ,\-ké

hY

_ () Sy e ksl ;_‘ h YR ul)
\~iq nao é mais a variavel de integracao, mas sim: C( =P ‘(’\ ZQC —9&

) L N N n: n
como 9 F¥\  posso suprimir o "ic

04 AT S, = (a0 35(})1 +Q( Z%‘ A}‘{(ﬁ,‘\%ﬂp{g

Q
o

Comparando esta expressao com a equacao 34.2, vemos que:

hY

AT~ FEY = 25 Sy uiky

0\ - (eq. 48.1)

Queremos ver como obter esta mesma expressao a partir do diagrama abaixo:
P P



Os propagadores de férmions e escalares nés ja conhecemos:

r— —Po A (% + ”\\u)s
vy, S| se= Sl
‘ ! r .
(b(o({b(”@ B e N
P—mM +r€ (eq. 49.1)
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(importante atentar para indices espinoriais e direcao do momento)

S

e o vértice ficou bastante 6bvio no calculo acima:

-

-

(eq. 49.2)

As linhas externas sao dadas pelas equagdes 47.1 e 47.2 e, uma vez que as exponenciais sao integra-

das para obter a conserva¢ao de momento, resta apenas:

Diversos detalhes merecem atencao:

- Linhas externas escalares
— (.
Plog> = -moeences =1 <ilg = S =
(\
(\ (eq. 49.3)
— Linhas externas fermionicas
<
— e Nt K{_ (PB - — .
|Ps> = . ~ PP = > = W (p)
__D , (%4
f|S . p’g
P —5
Aol A 2T — AN LS
PIEs> = —%\L\ l <ﬁ\\\):> P = v (P\<
/ 1)
antiparticula
(eq. 494)

(que nao foram evidenciados no diagrama que escolhemos para essa primeira olhada nas regras de Feynman para férmions)

O primeiro ponto é notar como as contracdes dos indices espinoriais ocorre, ao longo das

linhas fermidnicas:

NUL(P)

Rlawiye Piniie

(), GRS RN N7

(RN TS

Q)—W\+A&

(e, RS SN TN

(V +"‘\x ( +»\
B
p>-v»\+A&

wlr)

(RN NS

(V"’ \ (% +»\

\

wlr)

P) ‘“'\L‘l'\e P -v\-\+AE;
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W _
~ [T CR): «( Yo +on) va’;\] [wm (¥ + ‘w‘\l

P —-w -l-AE, &2 ‘_V\‘\'}"'G

O segundo diz respeito ao sinal que ignoramos na pg 47. Além dos sinais proveniente do
teorema de Wick, temos que adotar uma convencgao para o sinal dos estados finais e iniciais:

o + +
[P R~ SF 9 102

(@ menos da normalizacdo, s6 estamos aqui interessados na ordem dos operadores de criacdo)

entdo:

((F“J.ZZ)\T: <P, B|=colug ay= - <0lop g
De forma que:

. _px s v oL R WS R s

—

- = W P SR e e yhe -
<P Ry =2 i) <h T R|Y = - ¢ Xw <
voltando entao as contracdes das pgs 47-48:

= e

2y ~ _ I _v\ \\)1\_ 3 o510 ~ +
<P I(“""x\“&%)é“b\\{),no <Of &' 4 w W G <

a segunda contragao (trocando x=y)

—

4?‘\)0@ | N [(\V ‘\’1\( SL\PL\\Q(\B\) \(‘)‘) EL‘>° <o| (kh Ck—v\ L\V \Pm (k,_,qk—p|0>~ 4
S T L A ( L i \[
- ]

Mas ha também mais duas contra¢des, uma delas é:

9\ﬂﬁ,_,_ 11 l cl\—/\ (T/__)_ — |+ N
OQP L ](‘\’:\\"Q@.S(}\’L \g)%\\()) K> 0 <O| ) Ckf; (\VI@L \VJ)(VB\ W3 Q2|07

e a outra é a troca x=y desta.

) Y (os termos que fazem x=3Yy ja estao incluidos nestes diagramas,
Em termos de dlagramas: / ( cancelando o fator 1/2 que vem da expansao da exponencial

i §=f-0 = -k \S.
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entao, finalmente:
. - P Yy V) o2
SHFEF By s ()

( NN WV (A LV Ca WS VU (D IV CA N I LR RN ()
(p='Y — ¥ (' b\

O que levara a uma interferéncia destrutiva entre os dois diagramas quando calculamos )}\’U

Note que o sinal global nao importa, mas sim o relativo entre diagramas, por isso raramente nos preo-
cupamos com esta analise, nos limitando a notar que diagramas que difiram apenas pela troca de dois

férmions finais vao ter um sinal relativo negativo. Exemplo:

\./)//‘) FB \ A~ P
N S )/{D\P

00.%

Isto fale também se trocarmos linhas de férmions e anti-férmions, uma vez que sao criados/aniquila-

dos pelo mesmo campo. Note que (espalhamento Bhabha):
'—/D aniquila e, criae”
r————-v.>aniquila e, criae’

F(e- e ) = <ce@ER| (Y (AMM | €N

normalmente

este espalhamento pode ser obtido de dois jeitos: 25
desenhamos:

< e+(f§3c°' m@\j’(«a W%\\P N \e"(q\e*(h\) —D

ou /\ R-IPYOYER Ty
e(F§e<‘i\|‘f(»\\’f’(*5\V(\6W (e (fq\c] (AI
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Finalmente, levando em conta que as contragdes dos indices espinoriais acontece ao longo
da linha fermiodnica:

RS NS SN SN SV 2O WA AN S N S S RN O W ) JA N
\—Xh;_/ ordenar os paresesem:Pe ‘par”

= .S (-5 (}5 ‘?)\5 \Z\ ) -

@) que acontece quando fechamos um loop com férmions?

‘E total de N linhas saindo do loop
n )

@), @r), B kD, ol @), @ r,), L @), ),
L s
RE S O NETC A I PR N AR

=T TS S 5.5

Em suma: (52.1)
—Regras de Feynman para Yukawa :

(1) desenhar todos os diagramas conectados e amputados que contribuem para o espalhamento

(2) escreva as fungdes dos propagadores (somente as linhas internas ), conforme eqs. 49.1

(3) para cada vértice: \\7/ - Lbé (49.2)

(4) para as linhas externas: eqs 49.3 e 49.4 (com atencao do sinal relativo entre diagramas
iguais sob a troca de ponto de insercao de linhas fermidnicas externas)

(5) imponha conservacao de momento em cada vértice (re-escrevendo os momentos
internos)

A
(6) integre sobre cada momento nao determinado: géﬁ_

(BUNY
(7) divida pelo fator de simetria

(8) multiplique por (-1) para cada loop fermiénico e faca a contracao das linhas fermidnicas
. ] - M/ — .
(9) rigorosamente deveriamos multiplicar por(ﬁl}w S ( 2P« Ymas se estivermos em busca de

N+

N /"\ (ST \1 S\QCEKB = (Z diagramas conectados e amputados > (\!_\\ (eq. 194.1)

basta dividir o resultado do passo (8) por i para obter}’\ (veremos o que fazer com Z em
TQCII, mas a nivel arvore Z=1)
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Potencial de Yukawa
(Peskin 4.8)

Queremos ver se o potencial de Yukawa entre dois férmions é mesmo dado pela troca de um
escalar, conforme a interacao da pg 46 (teoria de Yukawa):

&(:\=3TJ\P¢ \f/h*“é

Para dois férmions idénticos interagindo, os dois diagramas em menor ordem de g que contri-
buem sao:

Se nao fossem idénticos poderiamos pegar s6 o primeiro, pois 0 momento estaria ligado a
identidade do férmion, de fato é este caso que consideraremos. No limite nado relativistico temos:

Y):(W\l? P"z(ml(?\\ L: (YV\(ZB Q{\:(w'z\\

x o a

(p—p = -7 e e e
S

U (2 W( gs %S = i (2\.(?\k 695‘

‘@ S . S il

- = (T EN(C Y[R ) anETE

Ty = KW = (O F <“ © (Q_ §

Isso nos permite escrever ambos os diagramas (lembre-se que s6 usaremos o primeiro):

\ < _\ \ R
M = (-A“B\Uﬁ(r‘\,g &), . ) ), W
(P-P') =y
— (AR A iy T e
Lp" ﬂf\\ Y — ME
sinal da troca de férmions no estado final (eq. 53.1)

O que quer dizer que, para férmions distinguiveis no limite nao relativistico:

S A e e 8

[F-FV ™

(eq. 53.2)
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Podemos comparar este resultado com a aproximacgao de
Born para espalhamentos em mecanica quantica:

- ~ — —u— \ —_ .
<F.\J LT | -§-> - -/\“('Q( 5 QA7 B(tf\ _ tr\ C( —? — P momento transferido

(eq. 54.1)

que é vdlido para potenciais fracos (o que condiz com nossa aproximacao perturbativa - estamos pegando s6 os diagra-
mas em ordem mais baixa [LO]) € espalhamentos onde o estado final é parecido com o inicial (espalhamento
com angulo pequeno, energia trocada bem menor que a energia incidente). Nosso resultado é mais geral que isso (vale

para qualquer angulo), mas deve valer neste limite em particular.

A comparacao é delicada, pois usamos normaliza¢des diferentes do que usualmente se faz em
mecanica quantica (para obter objetos relativisticamente invariantes). O fator de 2m acompanhando cada linha
fermidnica vem desta diferenca de normalizacdo, entao devemos ignora-lo na comparacao.

Outra sutileza vem do fato de que, na aproximacao de Born, estamos assumindo que o mo-
mento do “centro espalhador” (o alvo), ndo muda, e temos sé uma particula inicial e uma final (1 — 1).

Isso quer dizerque: p°_ ' aopassoque T, _§F Pl= |p"
q que: p°4 B passoque p, _F  (IF(=(F'])
Nesse caso, definimos:
—v\ . —_ . E [ \
<PNATIFD = aM (YD P75 D (eq 5a2)
(outra forma de ver isso é notar que, como nao estamos observando o v NER " (
momento final do alvo, temos que integrar sobre k’: ' = (\I\\ S(P”’ vk \ WMS
b} /\

‘Y”( ~3 O) P e |

e WS +k - .

) i S&L_V = (Y 3B [\
(JT\\?/’//p\\t\‘ 7 )

que absorve a delta nos momentos, deixando apenas a delta na energia):

Comparando 54.2 com 54.1 obtemos: \ (T’B - -
e como (de novo, por conta da aproximacgao de Born), nao ha inversées de spin (s'=s, ' =1):

(7Y -2
[1\ s (eq. 54.3)

Para obter este potencial no espaco das posig()es fazemos-

\((X __B_ 4 ’_ﬁ_ ¥ S Lc\l\\ e-'«“\rx )

()W\ (q | > \m’é !{ (ﬂ\% )qu c\‘+w‘}) ]
+ -0 ' =X N )
- 31 )T f] 1t q= IE)"\ ! R L2 © MM -0
NN ‘11'”“)&) g SfN(_@\ Jee = &&(Q‘Db} € _
T 0 o o

[ SAN BT

- “—L D YN

(%) = —%—(»\)WA\<\Q€ - ;Trm ¢

MO A= (eq. 54.4)

que é o potencial atrativo de Yukawa.
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Regras de Feynman para QED

(Nastase 16, Peskin 4.8 e 9.4, Ryder 7.1)

Queremos agora abordar a versao quantica do eletromagnetismo e, para tanto, precisamos
quantizar o campo do féton. Comecemos a discussao escolhendo qual fixacao de Gauge sera mais
conveniente para a quantizacao da teoria. A equagao de movimento classica:

v vV /\N —
NA - ['AN=0
é bastante dificil de resolver, no Gauge de Lorenz (proposta por Ludvig Lorenz que néo é o Hendrik Lorentz) Ou
Gauge Covariante a solucao é bem mais simples:

Gauge Covariante .
9 By L"Z'(

c)NA/,:O - DAH:O ﬂ\VJ\ANNGI’(v‘\C
'

(Klein-Gordon, para m =0)
(eq. 55.1) o coeficiente carrega o indice vetorial

e a informacao sobre o momento angular
(spin / polarizagao)

P
k= Q) (pois a massa é zero na eq. KG)

J A z0 = (™A =0

~P¥ A
g&n € ANS Al‘é,;(‘dei LK:: &)

N,
\ \ + = = + g + =
S[‘)\'i}z"-é,,(k\é(()‘m o = | €,0) O(eq.55.2)
[

esta fixacdo, no entanto, nao fixa completamente o Gauge. Note que, dadas duas configuracdes de
campo fisicamente equivalentes, ligadas pela transformacao de Gauge a seguir:

AIN: Aﬂ +5,J/\ com NDAN=0

ambas podem satisfazer a condicao de fixagcao (sem exigir A = A): 3",4" | = Ar‘ A,J —0

Poderiamos aprimorar a nossa fixacao exigindo também A e
o=

(eq. 55.3)
(ainda mantendo a condicao 55.1)

o0 que equivale a:LAQ/\ = = A

)

T

E ndo causa nenhum problema com a condicao 55.1, uma vez que:

é -
OA. =0 = Ldhr=0 = 55%-0

L~ Q)0 j4era permitido

A combinacao de 55.1 e 55.3 nos leva a: 7/;\" -0

(eq. 55.4)

Note que esta condi¢ao nao é condizente com a presenca de correntes (fontes) externas, que produzi-
riam um ﬁ) #QO, portanto este formalismo s6 é util para radiagcao no vacuo. Em suma, usaremos:
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A,=0 x YA =0

Gauge de Radiacao ou de Coulomb

(eq. 56.1)

Sabemos do eletromagnetismo que, neste Gauge, sé temos dois modos que se propagam no
campo, correspondendo a duas polarizacdes transversais. Por isso ele é um Gauge Fisico.

A solucao classica é:

__‘ A D N\ ;LQL
YL . “(ﬂx\[&“‘m e
(ﬁ\@ )‘ 1).

(eq. 56.2)

% =0 E-E90 -0

- . , . A .
E também conveniente escolher os dois vetores de polarizacao € de forma que sejam orto-
gonais:

A

—n('\( ) ——ﬂ(>‘ )__‘%

(eq. 56.3)

Quantizacao no Gauge Fisico:
( ndo explicitaremos todos os detalhes, ver: Bjorken & Drell, “Relativistic Quantum Fields”, cap 14)
Queremos agora impor as condi¢des 56.1 uma vez que o campo tenha se tornado um opera-
dor. A condicao para o componente zero é trivial, estamos de fato removendo um grau de liberdade
do sistema, ja a condicdo V-~ =O deve ser vista como uma condicdo para operadores. Ou seja:

—D - — A
V.2A>=0 2 YN-LR,9)=0
. OA A
Note entdo que, definindo o momento conjugado: 'ﬂ“‘ - F =E

Poderiamos, inocentemente, impor:

CAED, I 4) = < 3& T ¢ LET SV -

LY
Mas veja que, se aplicamos ﬁ,.« neste comutador NAO temos: \—7" [—Aﬂ (7’/{-3 | E l(?\j (-)] =0
. N L@ J G-
Vo [ AEH Bl a)= 5 3\ o ) ¢ _ 2\ oY Q C*U )
N ) LY LAy

A licao aqui é que vinculos (e a fixacao de Gauge é um vinculo sobre as variaveis dinamicas
do sistema) tornam a prescricao de quantizar simplesmente trocando os brackets de Poison por comu-
tadores (ou anticomutadores) invalida. Dirac achou uma forma de generalizar a prescri¢ao para siste-
mas com vinculo mas nao exploraremos isto aqui (veja as notas do prof. Nastase lec 15 e a referéncia l4 dada para o
original de Dirac), para nossos fins basta notar que a generalizacao:

M i ‘%_M>
E — —(S b (eq. 56.4)

Fornece a seguinte relacao de comutacao:
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‘ ‘ TN A | Lo o)
CAEH EU )= ;Scjg NN c‘L _ ,&S M (3‘1)_ i m> S

—_—

L) Lln\a’ PR
T —
NN 3 IR
=, Sak _ ,);_5:\3 S (?-2"3 (V b
)
que, por sua vez, satisfaz  \ [_P—\v, E;‘lt O uma vez que Can)=(F,8)= O

SR L KA
ﬂ(l‘\A'\—k%"y’h%:

Substituindo a decomposicao de A no comutador acima obtemos a relacao usual:

[(w, V)Y = (Y O,y S(E- L)
[o0]) =)= 0

3
H = %SM[E"ZF’I}:Z B FATYO I C AT (mx
P

(eq. 57.1)

(l\\\
1 o OV (M
VH = S <HL Q( () < (ot\\
Z— EY
h) (eq. 57.2)

Esta escolha de Gauge é conveniente pois s6 temos dois graus de liberdade, que coincidem
com os graus fisicos. No entanto a invariancia de Lorentz explicita esta perdida, e para ter certeza de
que corre¢des quanticas (loops) nao a quebram seria necessario testa-la explicitamente a cada passo
da teoria de perturbacao. Uma alternativa a isto seria escolher o Gauge Covariante (que mantém a es-
trutura de Lorentz explicita) e pagar o preco de ter polarizacdes nao fisicas na teoria, é o que faremos
a sequir.

Quantizacao no Gauge Covariante

(mais detalhes: Mandl e Shaw, secs 5.1 e 5.2)

N
Neste caso, a Unica condicao de fixacao é: c),, A =9

b)

R (0 Ay 20 Oy ¢
A solucao classica é: A,} B L GH (k\ G (k) e (‘L\G
(xy YEL  a=o0

w )] =0 —
Log polarizacdes WL =k

Podemos escolher um sistema de coordenadas tomando o 3 eixo na direcao de k: - (,Dc) 0,0, Sk\
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(O, 0,1,0) G,J =(0,0,0,1))

€ mais uma vez construir polariza¢des ortogonais:

é°;.-(4 00\ 64-(04003 ecﬂm

Yoo N
6(“: éXf 60\ Q\B_ 6() 6\ ,N:(b)\\ . C

)\\

6VL ?j wa

(N
N

}\_4 N p{ G—H\) O \/PoIarlgoestransversassaoﬂsncas

}\ -0 |’> and ﬂzN é,: = EﬂL >< Polari¢bes tipo-tempo (A = 0) e longitudinal (A = 3) nao sao fisicas

: : - » o
isso quer dizer que, quando forcarmos a condicao 9 Ap =O em termos de observaveis, os modos
tipo-tempo e longitudinal devem se cancelar.

Mais uma vez temos que modificar o jeito de quantizar para levar o vinculo da fixagcao de
Gauge em conta, neste caso trocaremos a imposicao forte de que:

(:c)yﬁ\”(\t\) /\V(W‘\’X =O

que é impossivel de satisfazer com a expansao de A dada acima, por uma condi¢cdao imposta apenas
sobre a parte de aniquilacao da expansao:

Y AP 19> =0

Condicao de Gupta-Bleuler

/J ==
(AIT \ &)Ex yoo,

Que também implica: <\N()r’ A(;X(KX - O

@) +xL(
AH = B ()\ (\e L

<\|J[JﬂA,.)\p> = <\HJNA‘;‘ +A"A‘;’ N> - ©

(eq. 58.1)

O que estamos fazendo na pratica é colocar uma restricao nos estados iniciais e finais permitidos pela
teoria. A quantizacao é dada por:

T \ (3 \ ~ ~
[Ar(w;ﬂj I, (< ;J‘\}: ' ?)” 0 \(? -¥ [ARM=LT)-0
Note que temos um problema ai, pois Qj\ B__[ (a& A,— J, A, B(a ~N-oYA X o
AO

Portanto ndao ha como a relacdao de comutacao acima valer para A, e 7, @ ndo ser que modifi-
guemos a Lagrangeana - existe uma forma de fazer isso sem mudar as equagdes de movimento, que
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nao exploraremos aqui, uma vez que este procedimento é muito mais direto via integrais de trajetoria,
o que faremos mais tarde (veja Mandl e Shaw para a histéria completa). Assumindo que este problema foi resol-
vido, podemos obter relacdes de comutacao para os operadores de criagao e aniquilagao:

[P, «0)- - o Gamy S0

(eqg. 59.1)

[owa) = [ ot )= 0
O queestabemparai=1,2e 3, mas:
)20 = [a®6) 6= - (VIR @- 2
O que leva a uma norma negativa para o 10> pois:

| HosllFz <0ladio> = — 2o wlo> —<0lo> = -

Reforcando o fato de que estes estados nao podem ser fisicos. A condicdo de Gupta-Bleuler
diz que:
N DN DA
-+ ﬂ( é/) - QC = O
ANP\L‘(NOI\{)>__O k P

L > Pyl 19 >=0 ‘[JZ 6(0\(“‘36\)(2‘\+w6\)(2‘]3\‘1> °

Az0--3 l:!L E},{
[0(\0501“ 0\(33(k\}l\P> - O
‘L (eq. 59.2)

Esta equacao deve ser verdade para quaquer estado y, e portanto € uma condi¢ao que restringe os es-
tados fisicos possiveis. Um exemplo de estado que satisfaz esta restricao é:

P> = (<0 + ) o>

Sy o\t ) (o) d T
[ o)« + Sy 0> - [Ef\/@&/@] LR o> =0
():\l-\ % _}_(&-T\ &
Podemos mostrar que o mesmo é verdade para qualquer estado que tenha o mesmo numero
de excitacdes com as polarizacdes (0) e (3). O resultado final é que, neste Gauge, a contribuicao destas

duas polarizagées nao-fisicas se cancelam no calculo de todos os observaveis. A energia, por exemplo,
é dada por:

CYIH Y =P D g <y oM [y

A=01),)

\J
02— < yi[al pnr oy = o
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t + T _ 5t
isso quer dizer que (simplificando a notacgao): O&OX (al_\ =0 o (Qz\ =3

29)43N0(V> = )0t +3)3 (V> YT (0 +)V> - ¥ (0 +3)V>=0
90130 (V> < ¥)(BH43) (¥ - <YI0 (0 3) V> <Y|Fer3)V¥>=0
< P)- o 30+ T fvo*o%*x?ﬁws*s)ws =0

< 9| T oy — My oy ) 9> = O

Portanto a energia pode ser escrita como:

<YIH S = (P8 D <] oo 19>

N
oy’ (eq. 60.1)

Lv sO as polarizagdes transversais contribuem

O propagador do féton
. Comas definicdes acima, fica facil calcular o propagador do féton:
W >‘a
<O| P\A(\«\B P‘v(“@ (O>= <o )(/\;(\\'\ A \«B\(/\N 4 /°\\,_ (»@\\O?:
’ %
\ ‘h( .
= 33() Z ;x("" )3 — N~ )‘ N
— < € ¢ Lol > =
S(m\ G <& o %\ o) 47 o
= \_/\/_\_/

S )3(’ 1 €~ ‘\.()(‘4-—33 (_ZN\ —‘*() ) SM(F-EZB

(mNe 1\(’ |

De forma que:

3‘1,} = PO
(;\T[\\‘ C‘\>‘|'f\€

Gy (e <O TLALCY A (Y 1075

(eq. 60.2)

Assim, temos a nova regra:
—~ o sentido do momento nao importa |(Gauge de Lorenz/ Feynman)
P

—_ J\ M

(\/\/o =
A v 6 + A€
I_,——Lo indices de Lorentz (eq. 60.3)

; N
. N
Em um Gauge geral, ficaria: o 5 S - 1 Lbﬂ’\ \
—p 0 sentido do momento nao importa o D=
Wl

— _ k, 1
o’\/\/o = vk\(% U—&\ - A v Feynman: =< =1

A N t N [ A Lorenz: 5,'/5\ 20
I-’—l—o indices de Lorentz (eq. 60.4) TV Landau: <X =0
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No caso das linhas externas, temos que assumir que os estados iniciais tem apenas as polarizacoes
fisicas (mais tarde provaremos que é impossivel produzir os estados nao fisicos):

N\ =1 eu Y

(polarizagoes fisicas)

+ +
ALOOD P> = AFISY R Jo>

3) L 1
__- \ \ -A R 5 A
S é'\ o\: ¢ AP NG 0D
) - Ve 0
OIY Q%)
N =0
AN
)\:1|§_:—_O B
_"\P\C\)_ >\)\\ 1\1 >\ D&/\r\(
_ e Z(-‘O)eﬂ lo>= €] ¢ 10>
IR

e

- “A na pg 58 escolhemos ¢ real, que é util para polariz. transversa. Para polarizacées
A', {P > = 6,,(5'3 e o> f horarias ou anti-horarias seria mais conveniente tomar ¢ complexo
[I—

— A "+ 0

N Y é_w(o, RN

<P A =€, )e <0
LJ

(eq. 61.1)

de forma que as regras para linhas externas ficam:

‘. - v, *
4Mﬁ{< '-‘G,JU‘B >~/Wv = 6,1(!7”3

Do Hamiltoniano de interacao podemos ler o vértice:

H\NT = E ASK e \‘L X\:P\\J}_/\p/”;’ (indices de Lorentz e Espinor contraidos)

‘f,‘—\ note que os indices nos vértices tem que estar contraidos
"N =-ie (\(\ \,‘B Y‘com os indices das linhas externas ou propagadores que

(eq. 61.2)

| entram neles
(eq. 61.3)
para um férmion genérico de carga Q: elétron -» Q= -1
» K
m =-iQ /el (\(‘ S«a quarku — Q= %4
A
(eq. 61.4) quarkd - Q=-7/

Podemos agora incluir as regras 60.3 (propagador do féton), 61.2,61.3 e 61.4 ao quadro 52.1
para descrever férmions que tém interacao de Yukawa, eletromagnéticas ou ambas (porque nao?)
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Potencial de Coulomb

Seguimos a mesma légica acima, agora temos o diagrama:

by (BN
\D )
AM: %‘\\,QV,*,X “’:p’r)\:hi—ar\
Ny, p P ~a
) 7S A
. — . N — " "
M = W, (-~ € oY) Wey, ,_EAT\L (K (=X )W U
(P-PYV"

No limite nao relativistico:

WO P EEr= (6 &) ( n“\v"( &\ i S
55

—\ . N ot O G" >
BT RO=wm (8 € }Lw i )( ‘;\=o
|

e obtemos:

=B e 60T (5= - (T RATTY
-3

TV |(eq.621)

que é muito parecida com o potencial de Yukawa da eq. 54.3 (salvo o sinal e o fato de nao termos
massa). Portanto ao invés de fazer a transformada de Fourier de novo, basta inverter o sinal e fazer
m=0em 54.4:

\/(J\ = i—i = = L = = L
) e L f(eq.622) n 132

Potencial Particula-Antiparticula

O que acontece se substituirmos um dos férmions por sua antiparticula? Comecemos com

i Lr Q_l
a interacao de Yukawa: N KN

/\LM - T’f‘\ e
/\

#
/‘7S 2,
28 TN
\ +2 SR "g“\ o
TR —v TSR = (S =) C S
2 0O 'S‘l‘ &
mudanca de sinal J
4no entanto usando:  |R%> = G5 0> <p'g| =<oly ap

N e
WITPPY LA = coluy ap(F P)g) (PG Lol 0>
SALARY RN Bt
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Para “desentrelacar” as contracdes preciso fazer um nimero impar de permutacdes, que nao tinhamos

no caso sé com particulas: (—— = [
< ol wuw ot (TP T PGy ag S 10
L ] L

0 que produz mais um sinal . A conclusao é que o potencial de Yukawa é atrativo mesmo neste caso.

No caso do potencial de Coulomb também temos este segundo fator (-1) advindo da ordem

o n u,n

dos operadores fermidnicos, no entanto a troca de “u” por “v” resulta em:
g —n S et ent A\ e/ ¢ &
L_J\,s\((’\\ \6\0\/%(?\=l“\83 =p — (/—QX\ o (LLB = w\(g —S > ( \8\\‘\ g“‘ = Aw
A -5
ou seja, nao ha mudanca aqui. Logo temos um sinal total de diferenca, de forma que o potencial entre
particula e anti-particula é atrativo.

Espalhamento Rutherford

Vamos calcular agora a secao de choque de espalhamento de um elétron por um campo elé-
trico gerado porum nucleo atbmico (néo estamos considerando o nucleo dinamicamente, assumimos que ele é infinita-
mente mais pesado que o elétron e seu tinico papel vai ser produzir o campo). A Hamiltoniana de interacao é:

hee (P e Feva,

A primeira contribuicao perturbativa para a parte nao trivial da matriz S, de ordem e, é dada
por (eq. 40.2):

—&SH:‘\": \ {8‘1 — I
.y =< 0|7 >= TI=A\e Y ed VAR por <
Zp JATlp>=<P ]\ie E\P .“+<E\\/\—l \F P~

Note que ndo tenho fétons no estado inicial nem no final, e nao estou contraindo A, com nada
(se tratasse A como operador isto daria zero) - estamos tratando A como um campo classico

Y N ‘1. —_ N
e m(e‘wmmgy" ST AL - e AP

=¢ (eq. 63.1)

Se tomarmos a fungao A (x) como independente do tempo, a sua transformada de Fourier vai ter uma
delta de Dirac na energia:

AP ) = Au(F-F ) 2T 3(EC B
E, assim como na eq. 54.2, temos:
<P laTle> = » METNS(EL- Ep

Vemos que o efeito do campo externo pode ser codificado em uma nova regra de Feynman:

>AI\A/‘\® = 6%\”/&,.;(?} Zq"= F,_? nocasoacimaB
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Queremos entao calcular o espalhamento:

e~%_/ -
Iz
4
=z

Que é um espalhamento 2 — 2 onde, no entanto, estamos olhando apenas uma das particu-
las. Assim como antes, temos:

‘}\’—\D('\‘p?‘\ —m [ouT<|TL|qu>IAP- ~
3 30 : J:(QT:-Q—::B
o\vzgo\ae i?((:)=g”, & (1 (UL d () SM\E g

T M (:fr\ he‘ BTy {R
J(l\: p ey

—_—

LS <R, SRR

Dado que: 4& = AA AN E/\ - E);\ {;\\133
=Pl __}(&\\S(Lg Ex)

gm, HEEEY o gl T

_ I . ;(g(g\_;\ SR
SCL‘,&;- E,‘\BME& £ f l'r.ke \ XM(("«—*FL\
o E

0
Ny
b éb_rlk__\au 3 Ep-t N = Jf\-g,_‘)i&_lz_.\ggg B - P = A—Q—SJ(’;QEG} ?\
(m;L,g S T R Q
Mais uma vez assumimos que: | cﬁ(h 3= W ;in;ce)lraa? que ainda tinha de poténcia de
T / A
el —= — — \4 0—o Py )
R o Sru;&(@ ey | ALty
—— (eq. 64.1)
* N = EiL=wm
Bl s
No caso de um nicleo de carga Ze teremos: A (¥ )= + Zc —— A= ES
4T I
_ . ; LAY Y W
A M =-aCR (R YT WA AL (P -PRY=->=2e IIP: N

No limite nao relativistico, como ja vimos:
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IR AR IA R R

v _e \ r_\&’e—‘\
>~ 9 YRRy VWO W) Wiy

s RS vy 2 2
LAl Ze 2o 2¢
5~ 59,9 > = M
[AEEAY [AEEA
Temos que tirar a média sobre spins iniciais e somar sobre 0s finais (ja que nio estamos considerando feixes

polarizados nem observando a polarizacdo final, veremos uma justificativa para isso em seguida):

CYPA 2L
lsZs’ (vlﬂ?—ﬂ”l“

$Q <S¢ ‘ o
20 8= (v angae: o < s se( %)
sS
(eq. 64.1)

-0 = ”;;J = Iﬂj) = 1P - o= Ak SE‘N(G/l\ = AV, SFN(G/l\

Enfim: S
: NI
N A | o < >
(eq. 64.1) —» 8(]\—_— / ,—/) v O Z—}@‘ivv\ Y = =<
JSL Memt REY (30 sen(90) Y Y O sent(90)
(eq. 65.1)

gue é o resultado obtido por Rutherford em 1911.

\\

Espalhamento €'e LR despolarizado

(Nastase 24; Peskin 5.1)

Agora que ja reproduzimos alguns resultados classicos conhecidos vamos atacar um espalha-
mento novo, a aniquilagao elétron-pdsitron em |éptons, que é intrisecamente quantica e relativistica.

Lépton: 2:- @_J )’—)Z_) Vey Vuy Ve

~—

—_—

Y 4 o = = —
L=c )y N )—é)\?t)vﬂ)vz

(eq. 65.2)

Se consideramos apenas a QED podemos esquecer dos neutrinos (ja que néo tem carga elétrica nenhum vértice
nesta teoria os envolve). O caso em que Q= ¢ é chamado de Espalhamento Bhabha e tem dois diagra-
mas (ordem é?):

e - e e
+ €+ :
e €+ €+
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No caso em que | =, T temos apenas o primeiro diagrama. Realizaremos o calculo para o
muon, mas a Unica coisa que muda para o T é a massa.

- [& \
e P — =Y b
o //;’})‘ P+ =D th
_ 4+ -+ .
SIS —é)\) )\) ° TD
&’ H\» M
Note que para criar o par de |éptons final eu preciso ter uma energia minima inicial:
Eq.>2m
o § (eq. 66.1)
o que significa: j energia inicial estados finais possiveis (ignorando a producéo de quarks)
— -t
l—:wa < l h\)) €c

Ay S Eg <Al €YY
Ec, > A%y e‘@*;))‘}f-\z‘z*
Usando as regras de Feynman para o diagrama acima obtemos:
—_) N ; — . v r(‘ \
L M= TN ) [ 2;”\ LU 3D o (1Y =
ERE
T

nao importa aqui porque nao estamos integrandoem g e,
por conservacao de momento, q2 =0

A8 (T T ()

1y

N c.-l_ T N I —_— 3
(o= (7 ) = e Y W Yo W
\6\”+:\Q‘J %\Hf\@‘:‘f‘ \ﬁ\N

Iml = ;L: (a? PN EYN Vo)) BN, Oy ) g'(p‘\\

(eq. 66.2)

Somas de Spin e Polarizacao

Frequentemente estaremos calculando espalhamentos entre onde:

(1) Temos particulas sem qualquer polarizacao definida no inicio
(2) Queremos saber a probabilidade de espalhamento, independentemente da direcao do momento
angular final
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Para dar conta de um estado inicial totalmente “despolarizado” o que podemos fazer é escre-
ver (estamos pensando em uma unica particula sendo espalhada por alguma coisa “externa”):

PrTni=FY = P(Inc-3\=4

E queremos obter uma probabilidade total que é:
Plzwi— 1)+ PV — L)

Acontece que, para o estado inicial despolarizado acima:

P (i 1) = r(?—w?§4- (¢ﬂ)?3

De forma que enfim:

o =5 0= D LA DL RE =)+ L0
> Pl —=n)

sn?\\,

Na (densidade de) probabilidade final, somamos sobre os spins finais e tiramos uma média sobre

0S iniciais (o mesmo acontece com qualquer outro numero quantico que ndo observamos, por exemplo a “cor” da QCD)

Na pratica, estas somas sobre spins externos, haja visto as regras 146.1, vao nos levar a calcu-

lar expressoes do tipo: o S
— — p-o' S s+ t Q _
L \’\Sl(m U"S(P\S__ z (ﬁ 9><g ‘] P gs l (e ij‘-/ 1
S=92 s (&S (% o

_s (T e re Trm Sl |
S

m SS§S+ m mgs§g+\]_??‘

o
™ P = ,f,')'f'\/i\
I'ADT -

1]

| S RO = fa
<

(eq. 67.1)

Analogamente:

S OFIE) = fom
S

(eq. 67.2)
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No caso dos fétons, 0o momento angular intrinseco carregado é codificado nos vetor de pola-
rizacdo, entao conforme o espalhamento estudado é preciso somar ou tirar a média sobre as polariza-
¢oes. O caso do foton é um pouco mais complicado que o dos férmions, pois em geral temos pola-
rizagbes nao-fisicas em g,. Notemos, no entanto que cada féton externo vai estar ligado em um dia-
grama mais geral da seguinte forma:

%ﬁf S My =R A €L
P

entao, se estivermos somando sobre as polarizacdes a secao de choque incluira:

> MY =X )bt At Z el €, Xy W ()
€ €

podemos escolher uma direcdo para k e somar sé sobre as polarizagdes fisicas:

*(ﬂﬂoio)h\ Z—OZ, S G—(OHOO\
P e=1,\ - (90, 1,0)

D (/"Ul = JFU(&\I1 AN

(eqg. 68.1)

mas seria mais conveniente manter a invariancia relativistica explicita. Isso é possivel lembrando da
identidade de Ward (que sera provada com mais rigor em campos |I, veja Peskin sec 7.4):

Jep M0 =0
no referecial acima esta equacao fica: (e /’;’\o Uk\ - & }X;Cﬂt\ =Q =V ﬂo(Q\‘- /13(%\

Q (eq. 68.2)

logo: /\/\//\_,_\
Z(M-—-JKWH P A e TeN

Ze,,e MY () = v A 3 MK
que vale em qualquer referencial. Como nao especificamos /R a conclusao é que em geral podemos

fazer a soma através da substituicao:
*
Z €, €y oo (25 A
<

(eq. 68.3)

(eq. 68.4)

Voltando a nosso calculo, queremos obter a chamada secao de choque despolarizada para
producao de muons. Usando as somas de spins (eqs. 67.1 e 67.2):

A

7 W \T%(P\ . ﬁ'\ Ty L'\T’(P\ (PX Fk - iy
S
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Explicitando os indices spinoriais em 66.2 temos:

o€ (PN OO T (BN )T ()Y o (S
M = (o e Nﬁ%ﬂ\(\:r > T ) ,| \ ‘ DIFR N

S

1513 T TP - S0 X2 (Fo, (o) o (),
)Z lZZZ—J 'h 9\ V\Vu \Y'*
s ¢ n ﬁ 7

) L=

LY (K- ) 08 )|

estes tracos ndo sao coincidéncia, notem que aparece um deles por linha fermiénica e isto vai sempre
acontecer.

45 ﬁwT LT (H-) B o) | T [P 25 (=)

SPINs (eq. 69.1)

Para calcular os tracos acima precisamos desenvolver um certo arsenal de identidades envol-
vendo matrizes de Dirac (note que ha até quatro delas em cada traco). Fazemos uma pausa no presen-
te calculo para desenvolver este arsenal.

Identidades com Matrizes de Dirac

: S\
e o t\ﬁ\ > h /) propriedades independentes de representacao
{ ~6\N) Y\S k = O
Tal$")= 1([69‘}}1— -\(\[wj ST} = O

QICLLLI PRVE

RN Lo oul, = o
T L ¥ = Te[e@) = Tala 0 BV ] Tl = O

depende derepr.edepn -, (‘(\”\1 -+ /‘

[ ¥)= Te(¥*]=0

(eq. 69.2)

Note que o mesmo que fizemos para provar as identidades acima poderia ser usado para pro-

var:
[ YTy % )=0
-
impar (eq. 69.3)

N
T L% .\95] = TQCYSX =0 (eq. 69.4)
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T8 TR v

'\
KT} (eq. 70.1)
oN (X 4)\‘\

De uma forma geral, o que fazemos com um produto de matrizes de Dirac é expandir na base:
Oz = {1, RN SR
e vale: \f)I 4 f]\ — T([\()Ij: O (eq. 702)
cicl.
J& provamos isso para o segundo e o terceiro e: TQ[@}I ‘TfC[—W @51 h
T“U ]< PR “IB 4y s

Produtos mais complicados podem ser expandidos na base usando:

X\ﬁ\)\@S: —-ﬁ GNVPD“ %\qu

h

K\,wrz _}\QNVPT ﬁo-\ﬁ\b
HP
L

VT

e

U-

. IJVPG/ ~6\
A > . 703
(eq ) CiCL.

a/ﬁ _
AR RTINS A LA
bpv_%@ M“GM

T e T T
Irz[\ﬁ%\wl ‘1apr

TR YY) = Qﬁ}y’“ ZSN_L'OANP Nl T 1

TRLX‘”YT \‘\G‘l I.)[ta q\ NP vU’+ ?SAGJ?SVF:X
Como \{‘ = Nﬁ‘?&f \6\

R[4 ¥]=0

\M(’Af(

(eq. 70.4)

(eq. 704)
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Ja o produto com 2 y.: cieL
o o e R, - ) - A
Ta J:W'f ¥ - FEVRRS \ex\gl' - lQYJ\Y\@? :_O(eq.71.1)
S URE R A

o que nao funciona para 4 y,, caso sejam as 4 diferentes, uma vez que ja nao existe uma quinta para
inserir como identidade.

ROFEESE)

Py )a\p} = alguma perm. de {_0) 12 )3} &— antissim sobre a troca de quaisquer dois
indices

b A A= AP r;) - r¥=t® /para achar a constante de proporcionalidade basta
-le Lﬁ\ 6\1{\ b %\ € escolher uma das permutacgdes, ex:

iﬂ)y),x‘rb}': {0]1)1)3k

MV=P3

sz [‘W 6\" K\d\ \SP %\QJ = s 6 (eq. 71.2)

Também é util conhecer as contragdes entre os &

EQST(SEQ&Y(; = 4!60123E0123 = —-24
‘ Y 0123 Y
EQ'BTP’ECE;;TU = 3!05’E €01923 — —605’
¢ Y Y 0123 Y
€M € sy = 21(010Y — 516Y )M B g9y = —2(516Y — S

e notar que é possivel inverter a ordem das y, no traco:
o — - P o G S
Tof &g&/g - e [CO “S‘i;’w T =T [
i=cC 2
w — T “ v\
&\ ]Q[(_,m"i") }: (-4\Lla[...\¢ ) l

se n é impar o trago é zero.

_lf{[ 1 \é‘y,..] = T«E—-~ 1§ ﬁﬂl (eq. 713)

Finalmente, listamos algumas contragdes entre v, que nos permitem simplificar o argumento
do traco antes de fazé-lo:

(Bw ('{ 6\NJ K\JK: B\(BMS = \(\N\S\I‘:S"l =1 (eq. 71.4)

I W IRV e B

(eqg. 71.5)
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AR NI ALY SR AR VR R LA ST

_1\5\)’
( seguindo a mesma logica )

Y8, - -

(eq. 72.1)

(eq. 72.2)
AN

Voltando ao cdlculo da secao de choque, podemos simplificar bastante a equagao 69.1

o P = ST (KN TR 1 o8 ()
ﬁ ~

SPINs

do quatro termos aqui, apenas dois tem o traco nao nulo:

'\’X\Alklﬁ\/% }< ~ " \QH\&\)

logo:

Tﬁ[\ﬂ\]’ (ﬂ\_w\b%\v(%ﬁtvﬁa - p %° 'hcﬁ,q\u ﬁy}g\k\l_ vv\“:\‘( Cﬁ\ﬁ&‘qls
1R )2 (Bw‘bvp - Jp+ ?5% ?}QB e B” -

= "l(ﬁ)p‘(_\y 91\) -0t ‘Zw +¢Lr)9«29 - Yni’%”ﬁ

da mesma forma:

TaL Y L8 (o) = (4070 27 Eg)

P - P s ?):49
\\j i
como 0s momentos sao da

ordemde ™y e “7 L
my 200

podemos desprezar este termo

\1@ N ARY N MY
I — N\, w* 'F-,QL Q\.j Py P P -—P? }
SPINs [}Ly V+ pc’LQ nb g B ?)

_\|C &&PQP-'—&]“P a{(’)}‘z [ 1 v'\,,fhl\(lf(‘ HPFB}
“ \/_/_

_)‘, f

SPINs

P O Ly

(eq. 72.3)

Esta expressao pode ser calculada em qualquer referencial, tomemos o do centro de massa
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Secao de Choque no ref. do CM

Dado que: &E'e = 3™, ~ Y00 ™e estamos falando de elétrons ultra-relativisticos e
podemos desprezar sua massa, ou seja, no centro de massa:

p=(E,E2) pP=(c,E)

Como a massa do muon e do anti-muon sao iguais: E,J = tt A

(conserv. energia) ;\ E - T 'ri * IQ\EJ) -
(conserv. momento) O Bl =

L W _9yc
L_(P+ 3 ﬁP+PP+lPP T (eq. 73.1)
O a’\'me——uo
P\N y L .lEI
fﬂ =( Ep gy =t (eq. 73.2)
Po=Pok = +E - K.E2)= +F -EElcom0
PI=Ft = 9_:([/ 2\:+E1+E,Z|me (eq. 73.3)

Voltando com estas identidades em 72.3, temos:

—Q_J/\U (+E +Em|me\ +(+E -EIRleemoN My (2B -

SPINs ‘U:S Y o

4 (L+)ﬂLJ~ne\ P (E- 1R o)

[(E+)ﬂ.,lco=e\ +(E- IR =0 +>lvvxj _

YE + AJkl w0
/—J"_).F

'.1
=€[’I+Y\L +(1_Vﬁ>mle]
E™ E> (eq. 73.4)

z""
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Voltaremos com este resultado na secao de choque para dois corpos (eq. 38.4):

(£’>: 1 lﬁ" {M(PA)P?——V(Z“P;\)L

IR len ERLDa- V| NeT Eew S

NO NOSSO Caso o) SPINS
F=F F=r¢ PF=k P =k
QE,\.:DEB = 2E:E<ﬂ\
- D —v)

r)OV { 2] ) . il 2
(EL N Ex. @;QE+F+(1_€ML>M@]

<'3 o Ve 2
Rt Y A Al
4 Eem [ 40~

No limite ultra-relativistico E =2 ™"~ /\ ——= R
T > : ' =
Al - (4 + oeab} (
(3 _ k\ EQ"\

LT‘( e\ (eq. 74.2)

A secao de choque total é encontrada integrando-se sobre o angulo sélido:

e st 4 5o = 37 Ao 6 -

g 0<OLT (< ceeso=-]

(eq. 74.1)

§aimsetonn

'] W\,J vv\l )_e
UToT:mrgd\(u»e\ h- Y“_i (e + ”>m -

L
4B E
=
2 i A 2 YV\).
E 50 “ﬂ - (e ]
[ = = pu :L
I Ecn = %/\——’— >Em = (eq. 74.3)
u a ™y
33Es
—_ 2
Que, no limite ultra-relativistico fica: UJTO]. = L”Di
SEcn (eq. 74.4)
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Ao E?

CIT

dra

QED
prediction

™

e

phase space l—lﬂ]——o dependéncia s6 do espago de
B fase (selM| fosse escolhida como
uma constante propriamente
normalizada para o comporta-
mento assint. correto)

Qmu \) ™ Eom

Testar a teoria significa ver esta diferenca (o que foi feito com
muito sucesso para producao de pe 1)

Producao de pares Quark-Antiquark

+ - -
Podemos usar o resultado para o espalhamento € G — N - y para estudar outras

producoes de particulas iniciadas pela aniquilagcao elétron-positron, em particular no limite de altissi-
mas energias, muito maiores do que a massa das particulas produzidas.
Em particular olharemos agora a producao de Hadron\s:/l7 particulas que tém interacio forte

eTe —b Haprons

A QCD nos diz que os Hadrons sao feitos de quarks:

Tefe
X,, 9 cor: R, G, B (simetria exata) A carga diferente: g

sabor: u, d, s, ¢, b, t (ndo sao iguais)
indice espinorial

u,C,t o Q=+
_

(), $j q\r - Q - /3

massas diferentes! YNy ~ X Me N << M N’\?LQOQ@N\J

\D M & ™M & SU(2)s aproximado

W\, A T~

pions, kaons, protons, etc... -~ 3 SU(3)s “ainda mais aproximado”
N “Jato” hadrénico
X W/% e |
. ~J /
e/ — pions, kaons, protons, etc...
§

“Jato” hadrénico + (1

e

L'V Temos que modificar o nosso célculo de producao de muons de trés formas:

(1N e — Qlel (fator@?)

Y C~w(e'e =T 30 (efe =T L)ro(ete =T 1) (aory
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CIB:\ quarks nao sao léptons! Preciso me preocupar com a interagao forte entre eles?

4
7 —> em altas energias temos liberdade assintotica

=

4 —» podemos separar a producao de dois quarks “independentes” da
/‘%‘/\ﬁ “hadronizacao” de cada um deles.
De forma que:

U"Ce-he_—pﬁﬂl)\ — 3@, k’f”o{ _ gQ K (}’(_Q*‘e__,jﬁ;u‘B;gR

EG,\>>QY\{ P}_\/
e’ ) 36 )R wlee o) e
NSy ——
U’(@ & ) Hmves 7 p f G(ge——ﬁ}/*}f} > % { S

Quando F.,. ~ 2 MP os efeitos de QCD se tornam importantes gerando, por exemplo,
estados ligados

7 I T T Ll T T T I T T

J/v 9(2S) Y(15,25,35)

6 E_' A 3 4 AL
X correcoes de orde\m

5F | |superior R 4

o(hadrons)/o(utu™)

R=

40
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A verificagcao deste fator “3” é uma das evidéncias para a existéncia do numero quantico de “cor”e da
existéncia do grupo de simetria SU(3)..

Além da sessao de choque total, podemos também testar a distribuicao angular dos “jatos”.
Verifica-se experimentalmente que frequentemente temos dois “jatos” e que a distribuicao angular

destes seque 0 (4 + o ) deduzido na eq. 74.2.

ANN

Secao de Choque polarizada e Crossing Symmetry

(Nastase 25; Peskin 5.2-5.3)

Para obter um entendimento um pouco melhor da dependéncia angular em 74.2 explorare-
mos novamente o espalhamento €€'— V), analisando agora as polarizaces dos estados. Por sim-

plicidade, tomaremos o limite ultra-relativistico onde: e ™My, —p O
TR

Lembrando das definicées dos projetores de quiralidade feitas anteriormente e que, para fér-
mions sem massa, temos teorias separadas para \H, e \P&’ notamos que estes sao estados de helicida-
de bem definida:

- p\%{:‘ %_\\)m
= 2 B
|P\ ,A_%L:.,, ﬁi\pL

Para estudar polarizacdes precisamos definir uma base, e nada mais natural que usar as proje-
¢oes do spin na direcao do movimento da particula, usando portanto estes autoestados de helicidade.

Notemos que:

PETTR SN B
" (%w}(ﬂ@ ve vAde B P b Y = (P
f_&ﬁ{\ (@5_}_:‘\5
Y o=fy=1 Sy

~

]|
) |

Considere os produtos de spinores aparecendo na equacao 66.2 (que queremos calcular), por ex:
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R CDR W

- \ - —_
queremos calcular este produto usando a base de helicidade: S\ S — W ) {_‘\)-)L_ = Oy

Suponha que o elétron inicial estivesse com helicidade de mao direita:

W) = Walf) = B W (P) = P UEN

N

Neste caso podemos introduzir P; neste produto:

A (20 fo WDioN= L) P P W0

G

De onde vemos que a helicidade do pésitron também estd determinada (mao esquerda), de fato,

como: fn \&L _ (F)n pb = O
Podemos escrever uma soma sobre spins e, se deixarmos o P; ali, estaremos somando apenas termos
nulos, com excecdo do termo que queremos:
\ _ \
2 S W ey = 2 SN RS0

\

<,
E }//( )1 L_——) note que ndao é uma média, o spin inicial esta fixo, somamos um monte
m : de zeros para aparecer com a soma pois ela é conveniente

— \ —— J !
) fES(p‘)ﬁ @‘@P\ wCiP Q“g‘ (‘D%ofvof (P
5,8

— - |
usando as somas de spin:S‘Z; "E;("> Nﬁ(ﬂ :('(; + >“t) = P;'R

SV AP~ = P,
Z VAo Af Y P

\

k * ;ih" N R ;‘t‘ ‘%‘k‘ Q
NGRS ASIE CHANASAE

()b (Iﬂ\
D%
S

)

igual ao obtido no caso nao polarizado
(eq 69.1)

Calculando o traco obtemos:

N A P AU BEPR LD U S A
—Q\KP P+P P (2) FP - +€ 4 d_’\ (eq. 78.1)

Podemos fazer o mesmo para o outro traco (para os muons finais):

AR WO A TR EFVRRN VR WS SN e

an

(eq. 78.2)
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Pro v

Logo: € &pv =2 (Y 3 ES; SZB

IM| = %Ll \LJ f< qz (P8 (P00

- )
novamente (ver pg 73) especializamos para o centro de massa: J~ o\ = JE

fhk=p k= E(Etk we)
E= Lk

IM (e el —op pe ) = €'t rewn o)

. : L
o (50"(6;@:_0),&-’,:§> = U’kl - = = [4+m®\x
AQ (@) 6\1“. .Ec,u\ Li

[ e KO

, . ~ — ot Ve
Poderiamos fazer a mesma conta para outras polarizagdes, no caso Ce € —D)J,_ e
o que muda é Pﬁ —» [ em 78.2, 0 que resulta em um sinal na frente do € e obtemos (exercicio):

37, . ] > o> X
el —) ¥y, = (1 —eo®) G C —v S
(J‘Q( ) KS cm 1 Een ( A

M= O

Da mesma forma:

3G~ o< -
TEGHRY) = T (140000
AQ ¢ « < Li tCm

Mm= O
G A A
L(C L —Pe K LS = = [4_m®\
— 2
9} Y E,..
M= O
— (CL— @: —v)’r(- };{S = O (assim como todas as outras combinagdes que restam )

Crossing symmetry

Dada a natureza das regras de Feynman, é de se esperar que expressoes de diagramas bem se-
melhantes (ainda que representando processos fisicos bem diferentes) tenham expressdes semelhan-
tes. Considere, por exemplo, os dois diagramas abaixo:

"Dt 1
D4 - "p P~
+ Ll e - é
e \q )/:)J—

-t -+ o —_ —_ - = .
€€ — PN ] T\ TR ey e g
_/Zs’{ NN s \,,_
e P D}L“)') }J- M
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O diagrama da direita, apesar de representar um fenémeno diferente (¢ um espalhamento elétron-
muon, ao passo que o da esquerda é uma aniquilacao eletron-pésitron produzindo muon-antimuon), € essencialmente o
mesmo que o da esquerda, a menos dos nomes dados aos momentos (basta olhar o da esquerda com o tem-
po passando de baixo para cima). De fato, as regras de Feymnan nos fornecem:

Apler—ep) = WD Eie D ud) =8 T )re B IME)
il}
=k§@&3ﬁﬁﬁ¥lmﬁﬁwuﬁx
S

LR A e TQ[( AT TN RATE T S W}

;rm
(eq.80.1)
q=f ~h=f A S Tk
Compare esta equacao com a eq. 69.1: 2
—

(eq.69.1) =) L)/\U - C T (},’l{;} ¥, (%4%31 Q[\(‘ [P B ( §- m\)
SPINs ﬁ
PR (A AT
(% - Ow Ol frme)
0 que mudou é apenas 0 nome dos momentos: se cancelam

P4 p—> —Y]\ A b = -fa ‘\=P\+\°—"’ﬂ—

A secao de choque obtida para este diagrama é (ver Nastase, pgs 227 e 228), no limite ultra-relativisti-
co:

A U IR VS, R
AL e“l

W WeQ _
() (- D [:c:"\ (’\ - 6699\

(eq.80.2)

Note a divergéncia para angulos pequenos, este tipo de divergéncia que aparece no espalha-
mento de particulas sem massa (neste a particula em questado é o féton) é chamada de divergéncia IR
(infra-red, pois para pequenos angulos o momento q trocado é pequeno) € sera tratada no curso de TQCII.

A simetria acima, entre diagramas que podem ser levados um no outro “cruzando” linhas do
passado para o futuro é chamada de Crossing Symmetry e pode ser generalizada:

— ~-r
M(q) P+ = \ - /tt( - (P(&'\-’-\ (eq.216.3)
o DR = pan = = (o) = 5 oS %)
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,t.
¢
N % /4k=—p
o
o

E mais facil definir bem esta simetria em termos das Varidveis de Mandelstam, que definire-
mos agora. Dado um processo 2 — 2

k Y
f o S = (? + \l = (4 + &\\L = E(m "t is the squared differen-
\}\ / ce of the initial and final
) g L \ 1\ momenta of the most si-
P & t= (ﬂl—f’\ = (DL— Yy — milar particles"

Y
M= (ﬂc\ -F\L = (1&— ‘O\\ Yggé\;isf)le Mandelstam
Note que: ,
J b A = /ﬂt N //"
\ N 1
P >*Q o — % ~
S - t - N -
7 \.AQ ¢ 7 \'AQ ¢ 7 32 U, -y
2 2 _ L
S 7—‘1 t = 1 N = C‘
“canal t” “canal u”

“canal s”

H X
Stt4m = +P 4P A =Z‘“~(eq.81.2)

w=1

Os trés canais terao distribuicées angulares diferentes, para ver isso, considere o caso em que
todas as massas sao iguais:

S = EC:\ (independe do angulo)

+°<(1-<049—\ +t v O / & —vO
Y =< ['H—co-se\ UL‘—‘VO/ @—VW

Em termos destas variaveis, podemos re-escrever 72.3 (para 0 processo € e"— Ny’ ):

Agora fagcamos:
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e —= M) SEVESPY
».——p.& N \
+ \ L - P -
é \P ///\7})_ c > e
—p | g
e /Z) 1 \~<\ }J" _(L/V N
° W P g
‘S_:(‘a_)r (A\ - S = (P“O'L\J — t
T=(k-p)" = = PPy = S
I M= (-t b\ - A

Logo podemos fazer o crossing direto nas varidaveis de Mandelstam e obter:

15 e 3 (S3H(ST
[440%
s—v+t N
=2, 25 o) = BT ()[4 |

Estrutura de Helicidade em um referencial especifico

Facamos novamente o calculo da se¢do de choque polarizada de uma forma mais explicita

e mais esclarecedora (ainda que mais trabalhosa). Voltamos a amplitude:
- L
é ? v
\q e })— ) \ \
Sl e e Rt
+ A \ cr

A (1-F TS

@ i) =
(e = <\l(’ S\ e A
P T %(Mwo"ﬁg q
po =E(1-3-7) (@(1—5-5’\>:5(4—15'0*5"7""‘7)‘
(’:([:)E}\=D (F*Ot:f(,"‘('f”\‘é“ > . e
E :E(']—PG-)

(Peskin eqs.3.49a3.54)
—_— A . (J:')
4 (1=¢f Y §

RYECERRS 3 E=® o
AT () YE
(_Wg 7 (—i [+ ¢85
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f;__% = ¢ T=5=(v2)
“mao direita” — SK: CA

“mao esquerda” — §L= (2\

Dada uma dire¢ao para o momento:

“mao direita” — ((3 . § \ gﬁ =+ gK 0O

A = L L
“mao esquerda” — (P -G S g = “g

Lembrando que para anti-particulas a quiralidade do spinor é o oposto da particula (uma vez que o operador de criacao associa-
do produz uma particula com todos nimeros quanticos invertidos):

\ \
Al — L v
anti-particula de “mao direita” — ((3 .G \ S - _g
espinor de esquerda

— ' \
anti-particula de “mao esquerda” — (é\ (O SR -+ gK
espinor de direita
N Ay ot b
mas que também temos que tomar cuidado ﬁ"‘ . B’ ) (’V\\ . 63 S = g (V -0 )S - ‘g
com o sentido oposto do momento (no ref. do CM): o Q A
N - n -
(p&)§ =°§ (po)§ =5
\ L _ K
R - gL (5 —'g
G & )
. o o
Logo a linha do eletron:
/\/\/‘\

E&‘(P\\ {\4 \{_S(PB — (ﬂ's (()\\ {\u \é\N U\a(.f\ =

aefa(=FE ALY

Vai ser zero se um dos espinores for de mao esquerda e outro de direita:
(equivalendo a um par de particula - anti-particula de mesma quiralidade)

! ) — L

S =R d /T o\/S i —
= E_ - = o~ +
=D J ( © g) ( o G’F\ ( > O C, S

S= L 0

P
\ 2 " 0 +
SzL‘E=D 2E (€ 03(0— ;H\(gm\:O & — A,

N

A
Tomemos a direcao inicial no eixo z: P ==

e consideremos um elétron de mao direita (s = R) e um positron de mao esquerda (s'=R'=L):

/N

AR S R
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Q
Ue(p) = Ja€ o () = e G
‘ -1

0

o g
-

vetores de Dirac

A () B (e = aE [0 0 o -1 (“ﬂr’ ° ( B:‘AE(Oq HO)

(Dvetor de Lorentz

(eq.84.1)
o que nos leva a interpretacao de que o féton virtual emitido vai ter uma polarizacao circular:

(_+\/~' 1 (w-‘“‘b\

Resta fazer o mesmo para a linha do muon, consideremos o muon da mao direita (e anti-
muon de mao esquerda):

D! -

/I"r( {‘L
o) LA I
S /

"

P

A
Z

P e

Poderiamos refazer toda a conta para o muon, mas isto iria ser complicado por conta da dire-

cao do momento, é bem mais facil fazer uma rotacao no resultado 84.1 (Que se comporta como um
vetor):

S mR) = (T WY = [-2E (o, Lm0, b s o) |

= 28 (0, @b —»,-sev ©)

(eq.84.2)

que pode ser vista como a polarizacao do foton virtual absorvido. Se a projecao desta em 84.1 for zero
a amplitude sera zero. Nossa amplitude ficou:

= oF - & (PEY O -1 -e 4+W>9
Me e - N )= ¢ s (~em1)s >(eq.84.3)

o que concorda com o resultado obtido na pagina 79. Podemos fazer a mesma conta invertendo as
helicidades:

¢, el ) W= — ) (01, 0) = ~3F e

(eq.84.4)
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)\)z_—f':—o () K\'J \)-(L\\'— -2€ (0,wr 6, L, -5ed @)

(eq.85.1)

e combinando 84.1, 84.2, 84.4 e 85.1 obtemos as amplitudes que faltam:

MUEL Cx = P2 M)z -e(tre=e)

(eq.85.2)

M(E e = N P M(E Gl = pe Pl)=-e(1-e2e)|

Limite nao relativistico (para o muon)

. — h. ~
Estudemos agora o regimeem que E_ 22 A ™, E= "™

<

da equacao 74.1 temos:

(éﬁ) _i\gq_‘;:p ~ 1_@50«99}
()-Q_Cr\ L1&}t,\ EL E >

—_—

(eq. 85.4)

Tratemos os espinores explicitamente, como na se¢ao anterior, para os eletrons nada muda (ainda sao
ultra relativisticos), da eq. 84.1:

E/C‘P\\X\N “LU’\=“>E <O)1J-}D> i —l“‘w(o,\,;)o\
Ja no caso dos muons, temos que usar as expressdes nao relativisticas:
w (s = S (Y= (W
— -\
> :
Mo g\ N toa
(k\f"f\‘r(fu m(g g)(“ ( l\-(o)—;,go’g\

vetor de Lorentz

(57)

assim: PRy,

> _ N 2 + ) \_
A€ N*/W:f]i (YT WS T (e v(&k-}%(m/ﬁ\(é(&.&)s_
k_d’ﬂﬁf“lv* ;+(o1\,
’ =2 %00 5 (eq. 85.5)
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Nao ha dependencia angular, portanto a distribuicdao dos muons emitidos é esfericamente
simétrica, ou seja, estao sendo emitidos em onda s, com momento angular orbital zero. A conserva-
¢ao do momento angular exige que a soma de spins do estado final seja 1. De fato, o elemento
de matriz estd dando zero a nao ser que tanto o spin do muon quanto do anti-muon estejam alinha-

dos ao longo do eixo z positivo:

- AN / +
/ S eL

P
Y _ 1 n’ = O>
T = (OS > (4
Somando sobre os spins dos muons:

Z(M‘D; 1e Ae

nn
/‘\/\/"_\
2

W o ot - N L R DS

/_\‘) pg 74

O mesmo resultado se aplica se iniciarmos com helicidades invertidas para o elétron e o pdsitron.
Entao:

NI >

i 3
L

! FE_J

A 3
T (M=

$ ¢

T /e —*B _ < IR
—_ C 9 = =~ 7
bﬂ( /‘J/"X (m \E. E

reproduzindo o resultado de 85.4

Estados Ligados

O que acontece se levarmos em conta que, perto do limiar de producao do par muon - anti-
muon, as duas particulas sao produzidas quase paradas e a atracao coulombiana entre eles se torna
importante? De fato, o estado ligado ("muonium”) deve ter energia menor do que os dois muons li-
vres, e poderia aparecer abaixo deste limiar. Vejamos como tratar estados ligados no limite nao rela-

tivistico.
Baseado na discussao acima, sabemos que:

ALY = BT 1) = e
LJ\’D

spins na direcao z, de forma que o estado ligado tem spin 1 neste sentido
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Definimos as coordenadas do centro de massa e relativa

- — 2
R=2(%+n) T = -
B
e seus momentos conjugados:
~ ham/ - - ) -
K= )+ Ky o= 8 (B~
2
K
w = O e
3 A —
queremos encontrar Y U‘S = gé w © \P (R
R
[ pode ser obtido resolvendo a eq. de Schrodinger
N para um potencial de Coulomb
3 U/E\ =
(oL |FO0=
Oay

dada a normalizagao correta para \D (\ oY, \]J( k. 3 da a amplitude de probabilidade de medirmos
K. Considere o estado ligado B:

B massa: M =

- D vou suprimir esta notacao
K=0
spin: 1T

Podemos escrever explicitamente:

—~ >
A [ & 't‘) - 7>
(.Lu S NEENR
T - (compensam a normalizacgao relativistica dos estados livres)
WX:S‘)L Uq 12 RS — <bie>=1
(volta para a normalizacao relativistica ( UAY
que usamos na secao de choque)

12> —» <= pIB>=am

Com isso podemos imediatamente escrever a amplitude de producao:

Bt~ A (1T -0) = P2 (v $> DIED M (TT KT +TY @erww N

k-0
P \p(k\ﬁ
A -e’ ghu\

Aty - YO

(eq. 87.1)

Antes de seguir adiante, vamos generalizar isto para configuragdes de spin quaisquer. O raciocinio da

pg 85 (até a eq. 85.5) vai cgloc_a{ qualquer elemento da matriz S para producao de férmions nao-rela-
tivisticos com momentos k e -k na forma:
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/\/"\(AAG-O—DL \ S[HDA}%
(eq. 88.1)

Onde [ (D‘f\ € uma matriz 2 x 2. Podemos ver a passagem:

M(FT g, i) = -] S+(~SLS§\

M(E B = e {2 $T0)

como uma substituicao dos espinores de Weyl por uma fun¢ao de onda para os spins, feita da seguin-
te forma:

/\/‘/\<ALG—0—DL 3 S[l(k\}g
I
A//\(ALG—O - L 3 r%(ﬁ\x\p HOS) ;m[gg \(k\l

Onde S S carregam a informacao sobre o estado de spin final, de fato:

(eq. 88.2)

A_Ad A0
y\—ﬁ\(\t'l"b < Tt
2

\ T 4 A% (—‘J’ _
—_— n -
g% ~ ) A = «— 1N/ spin )
»’%=3-,Q(Q-A36\ —> 1}
! T ,]
(0 » 2 > vt ooy
ot N
Podemos checarquepara w=2_ [z +&«3 r'(if\: —l@L(O 1
que p @G 3 0

¢ = L0V e (05
M[§ ¢ Tl(”‘ ——19 =p /UL \'f ‘DBB'—QQ W‘PC"\

Producao e decaimento de mésons vetoriais

Podemos re-escrever a eq. 87.1 em uma forma que deixa mais claro o alinhamento entre o
vetor de polarizacao para o spin inicial &€_e o do estado ligado W
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1 A+ ,\\ Ny ({{\4;\*\ A&
é'\'::}:\b{&\l& h_f'\ N wWhoe, =1
b PN

ALTTop) = e =X €

yer) (W el Yoy

(eq. 89.1)

LJD que podemos generalizar para outros n
Se tivéssemos eletrons inicialmente despolarizados, apareceria a média sobre as polarizagdes

Ll e e 18 e ) = (080w

Somando sobre todas as trés direcdes possiveis de n (soma sobre a polariza¢ao final), temos
(h\*‘(“z\l ¢ - B) 2 e VI
Lot ~ LT 20 L v

() Y v
e A4 a (PR A (@Y S sy 1 gl
T % "

espaco de fase2 — 1

A integrais sao resolvidas usando as fun¢des delta, mas sobra uma delta que escrevemos na forma

S (1o K) = 3K® S (P =K )T 2Ee §(Ew TmT)

r"e*:m:a
o g 2 4 N
q(gf-_.m:i 4 a2 ‘L A LA = 6(&,«« ) e | (]|

. - s Y] E:,\ -
(T(ccAB%“"“iMTS( )

(eqg. 89.2)

Se B pode ser produzido em choques eletron - pdsitron, ele também pode decair de volta pa-
ra eletron - pésitron (de fato para qualquer par de fermions suficientemente leve). O decaimento é
dado por:

— - / 2L
(g—ete)= 2L (am |
(B ) I M|

onde M € o complexo conjugado de 89.1

T = A ([ deme 8e' WD (]Y\ el” + (A ll\
am (ﬁ T)

M

lembrando que somamos sobre as polarizacdes do eletron e tiramos a média sobre os 3 valores de n
Y by
+ - N¢Te<" [\W(oll
(e e )= .
3 M

(eq. 89.3)
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a semelhanca entre a secao de choque de producao e a largura de decaimento nao é coincidéncia,
afinal de contas as duas envolvem o mesmo elemento de matriz invariante, a diferenca entre elas
vem apenas de somas diferentes sobre as polarizacdes e espaco de fase (e ndo da teoria em si). Isso
quer dizer que a relagao:

~t - ™ > 3]’"’(B—06*9—3 ‘SCEC:»—/'\;
o(ee BB_ Rl M \(eq.90.1)

é bastante geral e deve independer de teoria (ou detalhes de n_). Podemos generalizar ainda mais
substituindo o fator de soma sobre as orienta¢des do spin 1:

Cein A Seiv 3
Ny — G3+1)

Mais uma vez ha uma aplicacao importante em fisica de hadrons, que é a producao de quarkoniumes.
Devemos modificar as eqs. 89.2 e 89.3 multiplicando ambas por um fator 3 (por conta da cor) e corri-
gindo a carga:

Cap Yy E e O s (B o)

G o

1T (Wl I

T(h~e e )=
( (“ /v\ (eq. 90.2)

Nao coseguimos computar W (¢! de primeiros principios, mas podemos usar a expressao do decai-
mento acima para medi-lo. Por exemplo:

meson ¢: sS , 15, shin ]
p%

eV (o) ™

Mo = 11 eV A&l Q)

Mg= 103 Ge -

escala de tamanho tipica de hadrons

Como a presenca deste estado muda o espalhamento Bhabha? O processo em que o estado é pro-
duzido e entao decai certamente contribui para o espalhamento:

(4 *

e

et b e
Mas, se ao invés de fazer este procedimento misto entre MQ e TQC que fizemos nas Ultimas paginas,

tivéssemos simplesmente calculado o espalhamento Bhabha em teoria de perturbagao, em que pon-
to apareceria o estado ligado?

M(ee-b(i€> >’\A~<

\ »» nhao ha muons aqui!
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As proximas contribuicoes incluem:

3 W et g W e 3 W ¢
+ + +
e‘\' )"P e— e“. )"" ¢ e‘\' )‘1 ¢
Para a maior parte dos valores de ECM esta série de diagramas da uma pequena corre¢ao ao espalha-
mento em nivel drvore, mas quando ECM ~ 2mm a contribuicao destes fica bem grande. E possivel
mostrar que somar todos os diagramas desta série equivale a resolver a eq. de Schrédinger (neste

caso, em que a aproximacao relativistica é boa). A previsao é que o propagador do féton desenvolve-
ra um novo polo e a secao de choque tera um pico cuja area sera dada por 89.2 e a largura por 89.3

N\
Espalhamento Compton

(Peskin 5.5)

Agora nos concentraremos no espalhamento Compton:

a relacao entre os dois diagramas € uma troca entre linhas bosénicas, logo nao ha sinal relativo:

Wexe Yy AP e ¥ ) Ny g F () €, (1) +

. :ac ,\_
A (e - ox
F Ty ) M Le )y €7 UDE, A
(F-KY =y
L e e e, W) v LK, X Mﬂwm
(H’I‘X - - ILX h,\

P —ap- !&c

Para simplificar os numeradores usamos uma técnica muito Util, que consiste em usar a equa-
¢aode Dirac parauev:

(F+ ) X w(e) = (ﬁ-‘j\* + ”“Y@ Wed = (3 PV—\?V,( +\‘\M§ w(p) =
Ly = apy oY
=2 p W)=Y @ -m) APD
<
O (eq. de Dirac)

Obtemos:
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' e ¥myel ey i) Wi RN u(m
hM—- -AC €, (‘t\éy(ld U\.,LC ;\‘)k + +‘2P zc

. \(PJKK\ B)?r “ u,‘)__

e dwenyw lFB[::&ms@eaer }
e

/VL " i I e VMY

AT . B ?f)\(‘tfo—a(”l W (93 \

\ S(B
CLEE W U)W F[ v Ser

Fazendo a média e soma sobre polarizagoes:

— _ Q oo L ) -
Z‘kﬁﬁm U\S.:U’B:(F-l-‘f“bﬁkl %_\\,(PB)S\ G = (Y

S
¥ — N \ ,{* N _
> EUNE D — = Yo 2}:\_6),(“ € () = ?3?1'
)
obtemos: ‘G‘V)ib"?ﬂqifg_]_ ‘Gpﬂ)(‘\é\%(”l
/1 1 Z ,/uu - e BIJF vo’ T (F+W>[\/AP‘PL Xo s

f\/\x SSH\
médias x (‘F’)+W\\ \6“(\6‘ -|..\6‘ dp’ \‘\\"\(\é\ \SQP}
T Tk tapk

- /];/[\(TMQ\)){W +§4390\C¢ 4“"'\\ }S\ ']} +}$\ 2P \]

=C
9 /eRY
b Tal(p e AT BN () e (R \}L
(20 %) (30-%)

—
ll - Tr( v ) _ \6\ ) W\\ (}S\NK\G\) +%\,JAPV\
! (208 (364 EP+ 5(6‘)431 £ vafﬂ\ (¢ +

N
{ (’7 ) ) \(m
g T (8 6 ae, ) (e

notando que:

T (h—H)=Te [ S ST R RN AN QR R \]
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I = EB(’M"-&H’\(?‘+m\(‘9ﬂib1+ﬁ=fo\(y+w> =TT

L\) revertendo a ordem das matrizes, conforme eq 71.3

vemos que so é necessario calcular l el
P \} Pyy
T-T [(fmxw,maeo\cf”w\“ S \]

gue podemos resolver usando a tecnologia de tragos mostrada nas paginas 69 a 72, por exemplo:

Te| £ WY P¥iY | = -2 e [”‘« YK K‘vl= AP S AR ERAY A
(& \)/\,_, S

«p S ! P =< \
& geq.71.5 ¥, X IR U TR SRR (4
L0 A AP A

L,

eq.72.2

Ou usamos uma implementacao mais moderna desta tecnologia:
<< FeynCalc”
ScalarProduct[k, k] = 0;

(GS[p]).(GA[\[Nu]].GS[k].GA[\[Mu]]).(GS[p\[Prime]]).(GA[\[Mu]].GS[k].GA[\[Nu]]) // TR
No caso do traco completo:
ScalarProduct[k, k] = @; ScalarProduct[p, p] = m*2;
ScalarProduct[p\[Prime], p\[Prime]] = m"2;
(GS[p] + m).(GA[\[Nu]].GS[k].GA[\[Mu]] +
2 GA[\[Mu]] FV[p, \[Nu]]).(GS[p\[Prime]] +
m).(GA[\[Mu]].GS[k].GA[\[Nu]] + 2 FV[p, \[Nu]] GA[\[Mu]]) // TR

b T - 320202 (k-p)- n? (k-p) + (k- ) (k- 7) - 0P (p- ) + 20d)
Isso fica mais simples em termos de varidveis de Mandelstam:

C= (P+AY = APk 0ol = A p' K4

€ ({' ey = -dpp'+ e

podemos sempre escrever
S b a resposta em termos de

apenas duas usando
k) pY
L.\’— (’\ P\- :D’(“P-} \.V\ _ ~Lk‘P]+Vh

SetMandelstam[s, t, u, p, k, -p\[Prime], -k\[Prime], m, @, m, 0]; ——"//;y
TrickMandelstam[TrI, {s, t, u, 2 m*2}] «—_
L T = 8(m4+n12(3s+u)—su)=

:%( . _I_m).(s_mxx_",)_(&—w\l\(w—mx\\

Podemos obter IV fazendo as mudancas:
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fk\ S = (P 5 (P-RY = W
bo— -h = Az (P = (=h—PY =S

T = 1 (4 F (et )=k () (3700

Obtemos os outros dois da mesma forma:

T=1L"* -9 (1" + o (S-RYF W (W hl\\

\
Juntando tudo e voltando para as variaveis (P-A) e (P k) temos:

’/l{Z]/"Ul=MH Pk PR 'l-D\mL(_/L— i_\w\” Cﬁ —%@\Xl

P.'p,t WA Pl &

(eq. 94.1)

Escolhemos agora um referencial (que é o de repouso do elétron incial):

' H \
antes E depois K= () W sin © O)W mGB

N T S
Fo=(w,w32) P=(m)0) \
- = (e',T")
prk = mW C= AP & tnd = W wtw
P.ﬂ(‘-_ \f"\\k)\ \\I: —}\D'c‘ 4(3')' \"V\l :‘;\“\b\)\-t\("\l

esta secao de choque pode ser expressa apenas em termos de m e 0, para eliminar ®”:

v e (P (pr kN = preap (o) - R A -
Sl 4 aem (Wew) S YW W (1- w0
R LI A A B PR
W' W ” (eq. 94.2)

gue é justamente a formula de Compton para a mudanc¢a no comprimento de onda do féton espalha-
do. Usaremos a na seguinte forma:

W

1 4—%[’1—%6\

W' =

(eq. 94.3)
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o elemento de matriz fica:

AZ]/\M I\L)j o (w - w\—!—QY’\buw(w W) + ww (w+w“)]

(eq. 95.1)

O espaco de fase 2 — 2 fica: “
SJW “3 A i M TS (g k- 2
> T W T dE -
(A [~ (P= v e-i)

\ )
= Ug\\a Jw 00 / (T ) SC('J\ +E - W ‘—Y\B =
ATV g E o

£ = F\)+W = A
% ao= 0 g IWAVNS) :(4l—lEI‘+lK‘F+mx‘ﬁ'F +f>”+"'3\

(u )\ww(me+0+UO_O +0 -\—‘m\‘"

g( \xsk\w &&(lﬂ:é} /) S(U\)\"'\{J_'lww‘ (/be+\,\)‘l.\.\ﬂ?_\1\.} "W\BZ

NWE S

\’V impode justamente a eq. 94.3

N R T A N N B e
LS Torean
1 1 E\
= \ded) W =L (fmer .
pll ye' |1 + W-Wwd by [ w‘~ww6\
-1 E' 1

1

1 \
- — Lo ©) W ( )
- &(u ) - gu &)

-1 (eq. 95.2)
/’ )
\ - W 4 - W \
w-_"wYw o — =
"W -wWe=8 Wi wW -we=8 ™

Lembrando que temos as condi¢des que se aplicam sobre o integrando completo:

w''= _"W

—) *
pls ke -k

Wt W -we=6

Usando 95.1 e 95.2 na férmula para secao de choque (eq. 37.2):
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) w s [T -yl %1\'_1(1“(w> ) Wi | Y Z ]/\M

—

L»]&_ %

dLoo6 SN[

I _ w _:[MI(W"‘”\\L"‘ d M"V‘*’\(w‘—w\ Fww (W' wn)]

_ﬂ_ — T L[MI(W—M\\L—F Q}'\buw\(w\—w\_i- ww (w1+w\1>]:

\ 2 L p] \ \L 3 \ \a
_’\T'OC 1 [wlbul-’umiww"’mw —AMW W + AW —I—\AJL,\_)-PUU"\)J;

™ * w
\
Tl W™ h\*__lv‘\l#v\l_l“.{_l"‘\ —t-ﬁ)—; N
= ‘»ve- N RS oW w™ ! w w had

W_/\J

W\) wx._;h\':.ww\ - \N\Lw‘* )

\y a
AW e W W =W
U\Jx \,\)“‘ = = = L’Gle *,\

N
AN T (WY ] W, W _ sene
= ik (eq. 96.1)
Koo v |w [ W W . 96.

Formula de Klein-Nishina

No limite ® — 0 (grandes comprimentos de onda) vemos que:

\
L' = ™ W — LV ™ ~ /]
™t W —w =6 N YA 4l a)
Ww~0
‘k
(eq. 96.2)
Espalhamento Thomson
_ g
G

2
D (eq. 96.3)

Comportamento em altas energias

Para analizar o comportamento em altas energias vamos adotar o referencial do CM:
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9(1:(\,.)\) W SN O lUJW’“”eS_—‘ (\,JJ w SIN O IOJW "”363

A .

E"W + ot w=uw
w+E = UJ“'E %
E -

—! \ . 1 A
f =-Ww SWg K—Wuﬂeb

- _ (v}
L,\)Ser'e))o) w o \5

e 1
= Ud(,g + W) C= (P+lc\ ;(Euu\
w= [J- 0% = (-EY - Wisere - W (oY =
=(E-wy W (1 +us0)
_t=(t(\_‘a|_\1: —)kl; :—)\w)('l’me\

Tomemos o limite para altas energias e 0 2 7:

-
I

W<E+wm65

-
¢

~
1

P b

: = 4w
MT: E+w —~ EFV >> = <<
7 F+ww0 oxT [ —W f 'S
r/\
E}_wl: 2 =p E-w=E - E> —y> :J}
|
[ >>wWw

7 1 :—4\_ A —— A _ 1 =E-\,}'--,\,J 2
Ph Ik WE+WY  hErWwed exT  yEtWw) WE™ wE-YD 15y

logo o termo P'h‘ domina a eq 94.1:

S/ M=

:Q\Q\i E+wW
F+w w0

Para altas energias podemos fazer a aproximacao:

m _\S_‘:‘_w1+l"‘_.\_\f)(-—/\\ — 'E:'b\)>>\ﬂ\

manteremos este fator de m apenas aqui, quando £ +\x«S ©

2
o ™
E twxeS O = w (1 + Cos O +é—:—“°—;ljo aparecer no denominador, pois neste caso ele regulariza uma di-

vergéncia em 6 = . Em todos os outros lugares ele é desprezivel
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. L
Logo: C= (E““\ ~N

L‘
/IZ r o He
L= 1+ oo+ s

A secao de choque neste referencial fica:

(eq.38.4) &T
! (L2Im \B
(4\ ‘LE AW V- ) e TR(WHE) Lt
A Vb
"'l\')
o= ~
W
T
Jo— |
k;_ . Y F S+ =D
a (eq. 98.1)
é;
S
Onde vemos que sem a massa do elétron teriamos uma divergéncia para 0 = n. Fazendo a
integral angular: -<S
A
1 v (4 mod 1 N ;Dl—';e Low Ve(?'-S
Mco—»e\_‘}L = “? A+ (1t S ™"
d o6 S S

-

Fazendo o limite sem massa na eq. 94.1:

(94.1) <

) 4 DN L B I ST
4,501%3“) Z)j\'\\ =—ae |~ f WX
L%:~;V A (eq. 98.2)

elembrando que: ¢ = \1 W

U= (E-wS W' (14uws0) & — W (eme )

vemos que esta divergéncia vem do segundo termo de 98.2, da troca de fétons no “canal u”. Isto nao
€ muito surpreendente, uma vez que na amplitude da pg 91 tinhamos:

_ ey ae )y Ak et ) ey €7 SV

O

W (eq. 98.3)

2
Logo era de se esperar uma divergéncia no caso em que W= "\ 2< S

L
O que € um pouco inesperado é que temos apenas 1/u, ao invés de 1/u? (lembre se que T '~ | /’\k )

Vamos definir )C = T -0
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2

eolharvalores )£ > ™ mas que ainda: o> X = 1 -
W)

cos(ey= CoS( L+Ty= - oS(LY

b

. )ﬁ{)

/P—ﬂ)@l“m\' = 20K = SLw(Erwes) = 'é“‘(q vl WCK’\\":—(Y”\L-I—W

Isto é pequeno comparado com s para diversos valores de y, de fato sempre que T": e X <<

este denominador sera dominado por 2 e era de se esperar que a secao de choque fosse dominada
por x*. Deve haver algo introduzindo um fator ¥ no numerador do elemento de matriz. Olhemos

a secao de choque polarizada.

Suponha: c hiclaL = eK pode ser desprezado na regido em questao

\ N
o elemento de matrizem questdo: T ( ) (4€ \SV Y. A=k *7’/\)0 el ) 0P
—

ha sempre trés matrizes y aqui

NS
ogor Ty T Fe Weed = ey £ TW ) = W) et ul ey

ou seja: eh«lC(AL = erk — eF\'ruL = €K

agora: %K(pS —_-(]),L Je ({O’?’?)g — \B_E\( O =AW\ O =@(§)
)\ Y A

%-_L’]T%'G)g

oa'

\oo =

=[O AT
o D

T VY Ufe) = 2 (10y T 07 (0
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logo:

v 6( ~4) >
PSR vy G ./O

- : (eq. 100.1)
se o foton incial for de mao esquerda: €, (&) = U (C)} 1, -+\0 \ -
Q'l'

e, W= (28 = (O(&EN= O

X

portanto o féton deve ser de mao direita: Qj‘ (k) = 1 (61 & JOB - (10 (6-:(‘\\ q‘> = (o W\
v )
o

no caso do foton final vale o mesmo (deve ser de mao direita, mas neste caso se propagando na dire-
¢ao -z):

T, ' —v * Y ! < @
GN(hB:ﬁ\El\(O),]‘*&IO\ 6,/(9\30_,: O O

(ONTYT (0 TR = X G (p -4\, =
Lo B\ T (ev= O

, @)
oh=-e” indice embaixo
x )l _ 3/ \
voece TEPEYL ooy s qene) = - w st ()

SR

~ - WX

Que era o fator que procuravamos e indica que o estado final carrega momento angular (em onda p)
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Moo ep () = JEX o Mier 6 el 10

Y2
R
(eq.101.1) seguindo basicamente 0s mesmos passos acima

- . ~
Notequepara Y=Q —? /L/L(eﬂ ‘QL — &y X\a\ = QO
o que nos forca a levar em conta o termo de massa também no numerador:

ey e WYk (- 1 e ) ey

haviamos desprezado esta parte

\
este termo contém uma matriz de Dirac a menos do que a parte com ¢ - ¥ , e portanto convertera
um elétron de mao direita em um de mao esquerda:

el—vuc(AL = 6; — GF—\'NAL = 6: ,(; 8 g _((‘.)\

=ﬁ%; QM%W%%W’”“CﬂﬂQjQXC@WMwWB
A

LU’)Y ¥ U ()= 9F (°°°‘\( S (‘g\=1€(043‘q"6“ @\

S wicy
= A NG NE 00— ()

essa diferenca nos espinores muda também a polizacao do féton inicial:

— Iy 0 <~ L_)( (méo esquerda)
(0 1) € (B T (o €V )

()

(&) ~> €, (91\
(o foton final ndo muda pois continua contraido com eletron de méao direita)

L 1w

- R [ e 7% - -
. 1L —¢ 6\«\’/3 2 e & T
(N L (\m‘ "K{) DARIS
T e (eq.101.2)

Somando todos os espalhamentos em 101.1 e 101.2 e lembrando do fator 1/4 da média sobre as pola-

rizagoes iniciais, podemos escrever (usando a eq. 38.4) :
N

NEPRE
X R o Re X L e
New®) o awxe X T (el (=Y (_X*/w

N~ \
M e mol o 1E (RO

1
g
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! Y
_ 1 i ‘ L 5 )(l ~+ %L - :\“'<
Towawm XA Q< ’M\/\J\ 5<X P
(que concorda com 98.1)
~ - R N ~
Nt U X 4 = | i\u«
_ ~ . T8 s\
Mew®) S [Kre) A )
(eq.102.1)

L\D helicity flip part

Esta separacao entre a parte que inverte a polarizacao e a que nao inverte nos permite diver-
sas aplicagcOes, imagine a situacao:
Espalhamento Compton reverso

Lab Frame

low energy photons (laser) high energy eletrons

Definimos: - VZSE
l—p energia do féton espalhado
No limiteemque ¢ < YEw >>+ [_D para® ~m
5 i ) ~ 1 _x
é possivel mostrar que: \K =~ __.(/) — COS @3 —
\1

(eq.102.2)

Z

e podemos colocar a equacao 102.1 na forma:

angulo no referencial do CM

- L=< ('\-63 + _&l}
Tl (e e 2\ | e S
‘)“Q ( ( [ s) ~ (eq.102.3)
helicidade preservada “‘J L\\) “helicity flip”

Suponha que o laser seja polarizado em fétons de mao direita, e os eletrons nao sao polarizados (logo
temos eletrons de ambas as helicidades para espalhar o foton nos canais que preservam helicidade e a invertem). Podemos
concluir algumas coisas:

(1) os fétons com maior energia (y ~1) sairdo na direcao 0 ~ © (no ref. do CM) e terao polarizacao
de mao esquerda pois a parte que preserva helicidade é praticamente zero.
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(2) assim que saimos desta regiao 6 ~ m o canal que preserva a helicidade domina e a maioria dos
fétons é de mao direita.
L. -
Aniquilacio ¢ ¢ — Y
Py )

€+Q— — 2% +

Fazendo estas substituicoes em 94.1, temos:

> Padey

/ Z o yet | At | Rk 32 (0 4 N w(« \
o = De 1T Ve RN (—’— + -\ ="[_" 3 \
\( ‘},L ‘ P:‘ . QM P»\ ! 91.\. E“P(,‘ ()"ﬂl B"gl"

L) (eg. 103.1)

este sinal é errado, esta aqui porque aplicamos a crossing sym. direto em ||
se tivéssemos aplicado isso em M e depois tomado o modulo ele nao apa-
receria.

9(."—‘ (E) Esme) O) EQ;@S

y ﬂ(A.:CEJ_E S'\N@) O} _E Coo 6\
A secao de choque sera:

QT > Q\T“u(
J cn O

RS
Eyfwede , _dn __an
W+ psive W EPTSO apt swWey

(eq. 103.2)

. . . b : 2 2 -~ * /| >
No limite de altas energias: (3:'5l = € +PCso = E (1rwa’e)
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E, desde que evitemos aregidgode 6 emque: Slv & = h‘/(>

x -2
podemos escrever: Y™ + prsiie = g2 sine
b1 b RS
oo | - am (E\[EOree) AN S
() o - S R 2 + P SiNG o+ PTRIN O (_M _‘,P@e\x

o

JeenO )

§G~> AT (1rese)
- - T
Sl

(eqg. 104.1)

Como os dois fotons sao identicos, temos um fator 1/2 a mais depois de integrar:

1

G' - :)\ OL(WGB AT (14—1,«0’61
2 S (1- «=e)

A (eq. 104.2)

O resultado da equacao 104.1, apesar de ser uma aproximacao de um calculo em primeira
ordem de perturbacao, descreve bastante bem os dados:

. S S B S L EREE S b e
C ]
L J
40 }A D (eq. 104.1)
5 | LV
S = - 4
2 35[ I I/ ]
> i ]
S 30f B .
E”i I/I/I ]
20 ;-H—ITH 1 .
15_ PR i T S S i i Gl RN R S S TR R R T R W i A :i
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
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Correcdes Radiativas

( Peskin 7.1, S. Weinberg QTF - Vol1 - 10.7)

Vamos agora olhar mais profundamente o que acontece com as funcdes de Green da teoria
quando “ligamos” a interacao. Comecemos com o seguinte objeto:

N T LB\}\JL_F
L

—= estado fundamental (vacuo) da teoria interagente

Como interpretamos este objeto? Tomemos auto-estados de H eP: | X\ " >

Y\

Lagrangeana completa
podem ter uma ou
mais particulas

Notem que estamos assumindo que H e P comutam. Isto s6 é verdade porque que se tratam
de estados livres (a interacao corrige o propagador por meio de loops) ou estados representando
um conjunto de particulas (ligadas ou nao) que tratamos como um unico corpo (a energia de ligacao
ja esta incluida na massa do estado composto, que por sua vez é livre). Nao estamos falando agora
de espalhamentos.

A carrega todos os outros numeros quanticos dos possiveis
estados

N
Definamos: |;\)> — P lr~> =0

estado de momento zero
n
H | >\°> = Eo(’\\ D\ox

Bosst €

| Ae > b A >

A invariancia de Lorentz de H me diz que [)xp> também é auto-estado de H

lf\l/\p = Ee(N |2 2

E Y= \iprem

ﬁ Estou definindo como “massa’, a energia
do estado em seu referencial de repouso
(o que faz todo sentido para estados de 1 particula ou
mesmo estados ligados)

Qualquer autovalor de H pode ser escrito como um boost de um outro autovalor com momen-
to zero.
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mesma estrutura vai se repetindo para 3 ou mais particulas
Er Yy , estado ligado
/ /
ST e <53y -

\\’ ' estados|livres® . .
A S ()
| = I__Q><..ﬂ.) —l—ng/L ~'—\—— \Nb( )\f\

-}/‘de\du.as part[cu!as»\
| 03 AEO

A'l a A
Autovalores de (’=(H.F’§:

A

’ .
PR .7 Estamos somando sobre estes pontos e integrando sobre as curvas
’

- ,'\ |
I‘~ \) l>r
Estado com 1 particula

W >\'h°
< T P> = <L feddupie =

§<_Q|q)0(\l,ﬂ§<ﬂl¢(‘p\f(_\»—l—z ‘)l_f’_ B <Q|¢gx\l}xp></\pl¢(“h\\ils

\/‘\(—\J N (‘}\3 )—\:«F(J\\

o

Al A

/\P( — P
sadml> = <al e deve

translacao

"‘L

o> = 2 ey hp>e

P=Ep

"\L

~1 - -\ -
=« 21UUG@U Vet =2l goype

/ P=Ep P=Ep
boost de P’para 0

U|}\P> =\Neo >

v ~1
U oYW = OJON L 2 |U = <2

L—;) para campos de spin maior teriamos que ter mais cuidado aqui (vai para a lista)
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A} I
3 S S AN TN CAEL W
4JL|¢(~A(]SL‘B\\_Q> = ‘)_P_ .ﬂ/ k<ﬂ¢|q)m\l>\“5\@ ¢ P
Z NN =
JBP gﬁ({:ﬂéwr(ﬂwn\ B g ) p R Q:w(%fwc\
g (ary LED - @\\T\\\ pl— YNHE
\(°>“&b

— ! . —MDCI—VQ\ 3
= ? Ny ¢ \<-Q|q’(“\‘>‘0§\

()\'\\(’\‘{ (3—‘(’\;\4—'@:
A

Poderiamos fazer o mesmo para o caso y, > x, e obter:

3
2
2 Tigeadepkien = 2 (saidey ol Do 3 )
A
Note que obtemos o propagador de Feynman com a massa substituida por m,. Para cada

estado A contribuindo para a funcao de 2 pontos temos também um “peso” dado pela amplitude de
criacao daquele estado a partir do vacuo.

em teoria de perturba-
cao isto seria algo do tipo:  (\
p Na _/D ‘ | o4
Eaa s e e hana SN U

1 ‘(3 Ne “ﬁ

Uma forma util de escrever esta soma pode ser obtida fazendo:

=
3

<R ITgesgepie> = {% \i (R S [ <1y o>l Dby Y=

A}

S)(/V\)\ = ? (37 M=) k<_§1|¢m\l Mo
A

Densidade espectral

= ﬁ S;Uv\l\ DFé\(h\A\{V\l\
AT

° (representacao espectral de Kallén-Lehmann)
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E importante notar que, para um estado intermediario de uma particula:

\(-——L—~n

teremos m, = m, onde m é o autovalor de energia (para a Hamiltoniana interagente) no referencial
de repouso da particula. Esse estado contribui com uma funcdo Y M-+ para a densidade espectral

P =3 Ve TR S O

\/_\/
k \) contribuicdes de estados de

‘4[&] ¢ (o)) 1, >\L 2 ou mais particulas.

estado de 1 particula com momento zero
Z_ —> Field Strength Renormalization

Esta massa“m” é a massa observavel da particula interagente e vai, em geral, diferir daquela
que aparece na lagrangeana, que chamaremos de m,

vy~ —> Massa fisica

Y, — Massa nua (bare mass)

Em relacao as contribuicdes de mais particulas, QJ(N\)\ , temos essencialmente duas prossibili-
dades: a partir da energia em que possamos produzir duas ou mais particulas reais “livres” temos um
espectro continuo da massa m,. Mas abaixo desta energia podemos, dependendo da interacao espe-
cifica, ter estados ligados de duas ou mais particulas. Neste caso teremos polos adicionais em massas
entre m e 2 m. Isto nos leva a uma forma tipicamente do tipo:

SDU\“\()
1 particula
estados ligados
2 particulas
Rl
' VAN
™ B
Passando para o espaco dos momentos:
% \
AP X N 5 N
Je ¢ 4JL|T§¢qum\13\fa> = 3’% p M ) — =
all () __[\(\ 1_\-((:

G
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5D
. L
— A =z 14 (BOUN'D ST’\‘I?S\ + é/\f\ O"Z,.,\)\ N
D) Y . ~
— 4—~£, A pe 1
P P —m +iE
>
Que tem a seguinte estrutura analitica no plano complexo:
AI"" Epll
DA j
) ~— g “,..‘-AW%WQQ-@ c ):r: _]

BQNND g'mn-gg

Comparemos este resultado com o caso de um campo livre:

Jo @ <ol T{ b dlor\[o> = A

(73— \mz 4—/\6,

Os dois sao semelhantes e fica claro que temos que levar Z para 1 quando “desligamos”a
interacao. De fato, é possivel mostrar que (veja Weinberg, 10.7) :

)

g F(/*’\\\ d =1 2 1 =2 + g (T“((V\l\ S

Q

o

O que também nos garante que a contribuicao de estados de muitas particulas desaparece
na teoria livre.

PS: no caso de espinores de Dirac, 0 mesmo raciocinio nos levaria a:

[ < —s

; T 2SR (W D

SJ“»L £l TIP > - 22 ;— i -
- v N

= KZa (f*’y\“\

PL—W\J'J-LC

.-

Z LPE) 1ps > =NE Kl
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PS2: obter de fato a forma da densidade espectral € uma tarefa ardua por tipicamente se tratar de
um calculo nao-perturbativo. Um método envolve a utilizagao de relagoes de dispersao. Quem es-
tiver interessado pode ler: Weinberg, sec 10.8 ou Peskin, sec 18.4

A matriz S e a formula de reducao LSZ (Lehmann, Symanzik, Zimmerman)

(Peskin 7.2, Ryder6.8e7.3)
Vamos ver o que acontece quando generalizamos estas idéias para correlatores maiores

®£ Y\:); 0T {qwq\ .-~¢(K“+l\\§\ﬂ>
> \F\\

Vamos escolher um dos pontos acima (que chamaremos de x) e fazer a transformada de
Fourier nele:

AL &)ng)(t\ <PCZ1\ CP(ZM‘\} | >

2 T T
e+ % + % A
T L — =S
j\/ — ~——
1 L N

—

I, > ¥=2° > T

oo Q ., .
Na regiao | o tempo X é maior que os outros, portanto:

S I g(\?\L C)\?“tg C_;F’T’éjd ¢M—\ &PC;\ . CP(ZV\H\X | > =

Ty

Z"Z D2 dey > <y \{(()CZA ‘ CP(ZM\XULB

T 260



Teoria Quantica de Campos Il @
—r k.

21D 1S = <ol @y NS € /
L) Jo=Ey (N
pg 106

o . ‘)3P{ (\g J+AL(.K —)\?m ,‘ ,'\(’Q‘(o _*Eﬁ\'@
_%—SM % (m\‘gkc c ;@‘\C ¢ <alP N I\ >

T
* <>V(\ —\{,<()CZ1\1 N C()CZ-'V\H\X l_SLB:
N — (Ef - P°\\(O _6X'd f— Para garantir convergéncia
N o ®
"2 g b VEN <alP e I n>x
x ¢
T

Fal <>‘r\ —\{/<()CZ1\ oy C()CZV\H\X‘JLB‘-

(——D serd suprimido no que segue, ja que préximo ao polo éiguala 1

= 2: /] N 4__(1_\(]5 (o) ] /\q\ 4>\r‘ _\{/4)(21\ e q)('zm\\kul;

L EO) [F-Ea)n 61

A

Esta € uma fungao de p, com singularidades em todos os pontos E,(A). Se estas singularida-
des sao polos isolados ou cortes vai depender da teoria especifica. Vamos nos interessar com o que
ocorre préximo ao polo que equivale a uma particula de massa (fisica) m.

fl_ = P;— __(6"“— B W\’- - V; -—(w\ = (6’64—6?\(“—\3?\

EL
. r

L\~ \01— Y = QEP(FG—EPX
r)o_°+E'°

VAL &)Tg bl PCEN L C()(Zw\} 2>

-0
estado de 1 particula com momento p

RS 20y o R TEA WU TCHA) TES

N/ Pl .._.YV\\ + ’-\- £
? Z N d>° I(:\‘SA/D estado de 1 particula com momento zero

este simbolo quer dizer “tem polos iguais a” (estamos desprezando os termos finitos)
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Se fizermos o mesmo para a regiao lll, veremos que

M 2 )T gci)(t\ ¢CZ1\ C()(me\} |2 ™>

—~ A S ‘ I
f -Ep ,_/-’—\ ZZ‘R‘ ({5621\ ¢<Zh+1\k|-(‘5
—~—_
(J —_ W\ + A
A regido Il ndo possui polosem [% — Ep ou (o — - Ep setentdssemos o mesmo procedimen-
to chegariamos a algo na forma: ,
¥ A
bo - QH’T Ex
Gostariamos de continuar fazendo isso para todos os outros campos dentro do produto
temporalmente ordenado, mas temos que ter cuidado com o isolamento das particulas externas. A
forma de fazer isso é voltar na pagina 110 e, ao invés da transformada de Fourier, usamos um pacote

de onda estreito:

s — , Lo
AP X =—if 3 e
N e Plo e — 5\ \ gy e e \P(ﬂc\

TN\ il .
\P ( ,013 - distribuicao estreita centrada em 5D (voltamos a transformada de Fourier se fizemos
esta distribuicao virar uma delta de Dirac)

Esta pequena indeterminacdo no momento da particula associada faz com que ela fique
com a posicao contida em uma regiao do tamanho deste pacote. Retracando todo o raciocinio acima
teremos agora:

Z & g (&) A A 2 U B@I3< h TIOEN . @(%\}lm
(N AL A 0° - G FRE

~ | 2 2 (CSEN\ =P TipE.. ‘(J(?M\}lxb
FoE, (lTY\X FL—V”\ . i f
P= (P, )

sge " 7 . T . e .
Na pratica agora o polo “anda” conforme variamos k, ou seja, o polo de uma particula virou
um pequeno corte cujo comprimento é a largura de (k). A volta ao caso anterior é bem definida con-
forme estreitamos (k) até que vire uma delta e o corte volta a ser um polo.
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Se fizermos 0 mesmo para todos os pontos na funcdo de n+2 pontos da pagina 110,
obteremos:

ntx

(SDL{ J“K.N (-;!L ICRAN ‘P (0?’\ < (1| —\ZC(S(“A\ e Cf) (\(P\+L\}\j)_>
| S Ty s
Ny
A
De novo temos trés regides: 1T \I _\I— \ L D \,(i
T 0 =

) N

Se tomarmos os tempos que dividem as regides suficientemente grandes (para o passado ou
futuro) podemos assumir que nestas regides ja nao ha mais sobreposicao alguma dos pacotes e di-
vidir cada uma das integrais anteriores em trés regides, assim como fizemos antes. Mais uma vez, nao
precisamos nos preocupar com a regiao Il, pois as integrais nessa regiao resultam em funcdes analiti-
cas. Pensemos nas regioes | e lll, e no caso em que sé “empacotamos” dois campos:

sobreposicao maxima dos pacotes

o @ e T

1) DS —

< (1| TZC(S(\(,\\ e 4) (\(V\+L\}\j)_> - £ _Q\T}/ 4)(“(4\(]5 LX\*\X Técb(\ci\ i '“‘P(‘(Mx\}]‘nb
/X
A\

< > A LPs M
P R _]_\(‘m* )“K.NCP‘V%(K\

A oy 2Ec V= lamy

o <21 TH G OVTINDS € AT deay - g, We>

g\_/_J

E aqui os pacotes de onda se tornam importantes. Como este estado tem que ser aniquilado por
campos que sofrem a restricao de sé serem diferentes de zero em locais isolados do espaco ele

tem que ser composto de duas excitacoes distintas e isoladas espacialmente. Neste caso podemos
fazer a aproximacao:

Z_ A_))E_ L(ﬂ\—\é(bm\(ﬁb\\kl}\“><Ak) _
Aoy 2Fg

s \ P A &‘(;L<ﬂ\¢@l/ > <RI\ A >¢
Z_ (_l—\;\; PV (WY AEp, 5 % >¥‘ >\’%>/

’\'\)’\1
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Agora podemos separar a contribuicao dos “polos” de uma particula (que na verdade agora
sao0 pequenos cortes):

3 o

i s (Z?QL(\S JYK‘.. (-:L I8 VKKP. (a(-si\ < _ﬂ_l TZC#(“»\\ D e Cf) (\(V\+LX}\JL> ~J
AN -

A=

LB ,
~o ﬂ— (m P N LR R b s

Py Ek., (T ﬁ -~ Kz
P> Eay

A=A

Para voltarmos em estados assintoticos de momento bem definido, basta tomar o limite
em que 0s pacotes viram fungoes delta. A expressao acima se torna:
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Finalmente, podemos fazer o mesmo para as funcdes que restam (colocando-as na regiao
[l - passado) e vemos que o termo mais singular de:
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# se pudermos inverter a ordem das duas operacdes indicadas, fica bem facil obter os elementos
da matriz S. Na pratica esquecemos todo o caminho que envolve os pacotes e calculamos o
correlator da teoria interagente no espaco dos momentos:
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(eq. 115.1)
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ai basta olhar a funcao resultante na regiao em que todas as particulas externas estao “on-shell’,
perto de seus polos. O coeficiente do produto de todos os polos é o elemento de matriz S.

ps: no caso de particulas com spin, teremos fatores tais como u’(p) acompanhando os propagadores, neste caso temos tam-
bém que separar estes fatores da matriz S, multiplicando por polarizacdes que projetem nos estados de spin finais e iniciais
do espalhamento que queremos calcular

ps2: também temos que lidar com o fator X?, podemos identificar quanto ele vale na funcao de dois pontos de cada
particula e “separa-lo” junto com os propagadores para obter a matriz S
Importante: note que o fator Z e a massa fisica apareceram neste desenvolvimento geral, mesmo
sem termos identificado qualquer divergéncia nas correcdes radiativas. Suponha que estivessemos
trabalhando em poucas dimensodes e as integrais de loop convergissem. Teriamos que introduzir
Z e uma massa m diferente daquela na lagrangeana (m,)?

De fato, a posibilidade de fazer esta inversao foi provada por Lehmann, Symanzik, and Zimmermann
e a equagao 115.1 acima é conhecida como Férmula de Reducao de LSZ

Vamos tentar expressar esta formula por meio de diagramas de Feynman. Consideremos
um caso simples:

Consideramos apenas os diagramas conectados, ja que os desconectados nao possuem
a multiplicacao de 4 polos que procuramos.

lembre-se, por exemplo, da teoria A¢* -
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A funcao de quatro pontos no espa¢o dos momentos é:
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Isso pode ser bem complicado: O 0 tiee:
Mas é sé para fim de
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— ) comisso agrupamos todas corre¢des que
s6 modificam o propagador nestas “per-
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e (* Completos

Resta a parte que modifica o vértice da interagéoﬁ/
que chamamos de diagrama Amputado

Pensemos primeiro na estrutura dos propagadores:
o — 1+ ian sal e s

Podemos dividir as correcdes em dois grupos:

,,,,,

z/

One Particle Irreducible One Particle Reducible

1PI 1Pr

Se definirmos um objeto que coleciona todas as correcoes 1PI:

-~ (\/\l C_PA\ =
fica claro que as corre¢oes 1Pr serao dadas por: -l— + +..
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De forma que a funcao de dois pontos completa pode ser escrita como:
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O propagador completo é dado por uma funcao complicada, que envolve a auto energia M.
Conforme a discussao das pags 91-92, sabemos que perto de p° = E,, 0 unico polo presente € o da

massa fisica:
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Isso quer dizer que se formos para a regiao:

A funcao de quatro pontos tera o seu termo mais singular na forma:

termos regulares

onde, do lado direito, resta apenas o vértice e suas correcoes (diagramas Amputados)
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Comparando isto com o lado direito da a férmula de LSZ (eq. 115.1), reconhecemos os produtos dos
polos e vemos que a matriz S deve ser:
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Para fins de ilustracdo, no caso A%, (em teoria de perturbacao) tinhamos:
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gue é a funcao no espaco das posicoes. Passando para o espaco dos momentos:

\ AR TR ey O
gé \e BA gtﬂ\c; Gy ! gﬂ\c\' é L <ﬂ]-|—- icb(-‘(‘\é(‘*\ 4)(\50 4)(b*\K\ﬂ7:

;1 W \ \ \ \ N . ,,,' \\\\ ,,,~ \\ . \\ "'
= _: )\ (lTT) 5 ( -0 -Ff +%4 +—ng\ N N \x v \'\,'l
~—

¢ N RS NG
2, S o PX, S o‘-? y AR ¥
s= YYN ’— NN -\
(,1/ a 3 & 1,7 e D‘c,, )
ﬁ ’ ., . ’
(-

f

amputacao

notem que nessa caso nao temos o Z (pois estamos em Leading Order)
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Uma analise equivalente para fungdes de mais pontos nos leva a:
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Note que para campos com spin teriamos fatores de polarizagdo no lado direito, tal como us(k) ou &, (k)



