Teoria Quantica de Campos Il

Vamos entao fazer uma mudanca de variavel e escrever:

(eq. 16.1)
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L Trajetoria classica, com condi¢des de contorno nao triviais

Do ponto de vista da integral de trajetéria, mudar a integracao de 9 para Q € o mesmo que

uma mudanca de varidvel dada pela adicao de uma constante em uma integral usual, estamos apenas
somando um caminho fixo. Entao:
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De fato, isto decorre da definicao da integral de trajetéria de um modo trivial:
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Lembrando que (pg 8), se acharmos um extremo q, de S[q,J], podemos escrever:
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Acontece que ‘1& é justamente um extremo da acao, de forma que:

~J

]
<(9,3) = SF1a,3] *SFy-1a ;01 = L9, 3 ) = SF1, 3 +5L; 00

(eq. 16.2)
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esta integral agora esta bem definida, mas ndo interessa o seu resultado pois ela independe de J e
pode ser absorvida na constante que acompanha Z. O importante é que a A que vai parar no deter-
minante € obtida invertendo o operador A" numa base em que ndo ha modos com autovalor zero

(eq. 16.3)
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E a equacao de movimento para 9, é

“qqdé-\:."j\ = }\T(k\

(eq. 17.1)

E a solucao:
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Ainda resta saber qual é a forma deste A e quais condi¢des de contorno usamos para Cl&(t ; 3)
naeq.17.1

Uma opc¢do que temos para evitar os polos em 15.1 é tird-los do eixo real, faremos isto segun-
do a prescrigao:
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—.P (-~ ¢ ) que obviamente nao é inocente, compare com o propagador de Feyn-
A (t f\\ 3 ‘LE ‘[ man que vocé conhece e note que estamos fazendo uma “teoria de
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Fica facil deduzir que: Q‘@Lt\‘j\ = A Je AF({’*{'\S (’c\
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Vemos que a prescricao 17.3 (chamada de prescricao de Feynman) é equivalente a resolver
17.1 com as condi¢des de contorno:

T (E=2,3) = e—wt
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(eq. 18.1)
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e estas condicdes exigem que J(t) seja limitado no tempo. Além disso, como estas condi¢cdes nao per-
mitem solugdes nao triviais da equacgao 15.2, vemos que a integral de trajetéria original em q(t) esta
bem definida (com a trajetéria classica satisfazendo 18.1 e a quantica satisfazendo 16.1).

Rotacao de Wick para o tempo Euclideano

Até agora viemos fazendo integrais que tipicamente envolviam exponenciais do tipo:
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que exige que o ou x sejam tomados ligeiramente complexos para que a integral convirja, ou seja, es-
tas integrais s estao definidas via sua continuac¢do analitica. Este tipo de integral aparece com fre-
quéncia em teoria de campos, pois em geral podemos expandir as integrais da acao em torno da so-
lucao classica usando a Saddle Point Approximation:

S = STead + 18, Sy 294 + 9 (57

se a acao ja é quadratica em g (e.g. no caso livre)
este termo é zero e o resultado da SPA é exato.

Uma outra forma de olhar a continuacao analitica é fazendo uma rotagao para o Espaco Eucli-
deano, este procedimento é também bastante instrutivo pois revela paralelos interessantes entre a
Mecanica Quantica e a Mecanica Estatistica. Pois bem, analisemos o seguinte caso:
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Uma amplitude de transicao seria escrita como:
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\
Que é uma funcgao analitica em Ne= & *JC\ e portanto admite a continuacao:

Rotacao de Wick

A‘E P A tE (eq. 20.1)

A razao pela qual “rodamos” nesta direcao é a seguinte, considere o operador de evolucao
“para o futuro” (estamos especializando para o caso At > 0):
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O que acontece se fizermos a continuac¢do analitica para o plano complexo em At? - U sé é li-
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passado com At < < )>< e = —n N:

Com esta rotacdo temos:
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Euclideano (vou usar t quando os pontos inicial e final forem iguais)
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note que o estado inicial bé K= 1 idad
e final sdo iguais e estamos integrando Sbtar: e temos k=1 em unidades
naturais

sobre eles também

é a funcao de particao candnica do sistema para uma temperatura ﬁ(‘%: 2% = _}7—3
[

:—k J-S (eqg. 20.3)
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Ou seja, a funcao de particao do sistema é obtida integrando sobre um ponto de uma trajetéria fecha-
da (1‘ H <|( )= ’1(0\ =q ) e de“comprimento”t = h3 no tempo Euclideano.

Vejamos como fica a integral de trajetdria para esta mesma transicao. A lagrangiana é:
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‘—0 T-;-\/ (Hamiltoniana Classica)

Para obter entao a fungao de particao, basta entao exigir que os extremos da trajetéria sejam
0 mesmo ponto (trajetéria fechada) e incluir a integral sobre este ponto em D‘1 . Na pratica estamos
integrando sobre todos os caminhos fechados de comprimento hf.
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1(&.5-1-6):1(153 (eqg. 21.1)

Formula de Feynman-Kac

Podemos tirar qualquer quantidade de interesse da funcdo de particao, uma vez que ela tem
toda informacao relevante do sistema. De fato a mecanica estatistica de uma particula quantica em
contato com um banho térmico em temperatura T é dada pela matriz de densidade:

L _
= e
ﬁg = R = = fator de Boltzman
Np -
normalizacao *P Er
que contém as probabilidades de encontrar a particula nos estados de energiaE,: — ¢

2

A condicao de normalizacao indentifica Z como a funcao de particao:

Te[f) =1 e 2 = Te[oelpin)
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O valor esperado de qualquer observavel O é dado por:

A _ o 4\
<O>f5 - \Q(Fz‘\()) (eq.22.1)

A matriz de densidade é proporcional ao préprio operador de evolucao no espaco Euclideano:
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Vemos que a“evolucao” de um sistema neste “tempo imaginario” serve para descrever as
propriedades deste mesmo sistema em equilibrio com um banho térmico.

— Recapitulando:

Particula (quantica) em eq. —b y ( 6 ) = 0 [Q \
2
com banho de temperatura T
I K isto)é tudo que preciso saber,

e posso obté-lo daqw

Particula (quantica) isolada Q\_/
— \)( ")

em tempo imaginario

(22.2)

Além disso, a métrica agora é de um espaco Euclideano:
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e portanto, t; é uma variavel tipo espaco. Vejamos o que acontece se pensamos na variavel de integra-
¢ao t como uma distancia, além disso, consideraremos um sistema simples (oscilador harmonico):
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