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 O que é muito similar à expressão 7.96 do Peskin, e fica idêntica se escolhermos M da ordem 
da massa do elétron M2 = A m2, er = e e A = e(5/3). 

 De uma forma bem geral, a evolução das constantes de acoplamento de teorias renormalizá-
veis no limite de massa zero será dado por:

 Na região perturbativa, temos basicamente três comportamentos possíveis:

 Sabemos que, em primeira ordem:

 Usando a função β da QED (pg. 94), , temos:

( eq.  103.1 )

 Evolução (running) das Constantes de Acoplamento
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Liberdade assintótica!Liberdade assintótica!

teoria preditiva a baixas energias (ou grandes distâncias)

 Teoria fica não perturbativa para curtas distâncias, altos momentos.

 Fica não perturbativa para grandes distâncias, pequenos momentos.

 Os resultados acima indicam que tanto para β positivo quando negativo, temos uma escala fini-
ta em que os acomplamentos divergem. Mas antes de chegar nesta divergência o acomplamento fica
grande demais para que a expansão perturbativa faça sentido. O que acontece se sairmos da região 
perturbativa? Neste caso não temos como calcular a função β, mas as equações do grupo de renorm.
continuam valendo e podemos usá-las para uma discussão qualitativa.  

 Conforme nos aproximamos desta região de acoplamento forte temos que levar em conta mais
termos na expansão de β, estes termos podem ter todos o mesmo sinal inicial, mas suponha que a
contribuição deles seja de sinal oposto. Neste caso poderíamos obter funções β da seguinte forma:

ou

Suponha que o sinal da função β da QED fosse invertido:

Todas as divergências que aparecem para momentos grandes de alguma forma se somam para
dar um resultado inócuo, a teoria é bem comportada para energias arbitrariamente grandes.

A constante de acoplamento efetiva é, de fato, constante (não depende do mo-
mento). A constante renormalizada é igual a nua e portanto os únicos infinitos
possíveis na teoria estão em contribuição para a field strength (Z), que somem
de qualquer elemento de matriz S. São chamadas de QFTs finitas.

teoria preditiva a altas energias (ou curtas distâncias)

ponto fixo 
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e a velocidade é determinada
pela inclinação local de β

 Perto deste ponto fixo (assumindo o caso β(λ~0) > 0, com região não perturbativa no UV):

 Vejamos o que acontece com a função de 2 pontos de um campo escalar neste caso. De 98.2 
temos: 

teorias com ponto fixo no ultravioleta ou infravermelho
(infrared stable e ultraviolet stable fixed points)
teorias com ponto fixo no ultravioleta ou infravermelho
(infrared stable e ultraviolet stable fixed points)

 Quando λ chega perto deste ponto λ*, β vai para zero e a constante de acoplamento pára de
evoluir. Temos um novo ponto fixo, e:

para p grande a integral será dominada
por λ ~ λ* 

p >> M podemos desprezar esta 
parte da integral
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operador composto de campos escalaresoperador composto de campos escalares

 Renormalização de operadores locais

 Suponha que queiramos obter o comportamento de um operador local obtido como o pro-
duto de dois ou mais campos conforme renormalizamos a teoria. 

 Da mesma forma que fizemos para o campo, podemos definir um processo de renormaliza-
ção para este operador, re-escrevendo a Lagrangeana de forma a obter um contra termo:

que garante o operador renormalizado                                                      satisfaça as condições de normali-
zação em uma escala M. A função de green em que estamos interessados é:

Escrevendo-a em função dos campos nús, temos:

 Repetindo a dedução da equação de CS, temos:

 Em muitas teorias temos mais de um operador com os mesmos números quânticos e a mes-
ma dimensão, e neste caso podemos ter misturas entre estes operadores (as correções quânticas de
um deles vai gerar contribuições aos outros). Por exemplo:

 Neste caso temos que definir um conjunto de operadores                      de forma que: 

( eq.  106.1 )

 Perto deste ponto fixo a função de dois pontos volta a se comportar como uma simples po-
tência de p2, só que é a potência errada (do ponto de vista de análise dimensional). Chamamos γ(λ*) 
de dimensão anômala do campo (de fato a função γ acabou “pegando” este nome mesmo quando
não há ponto fixo na teoria)

notação:

função de Green com n cam-
pos e m operadores locais
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número de linhas externas escalares

estou permitindo que o operador “injete” momento

( eq.  107.1 )

o que também transforma a dimensão anômala γ em uma matriz:

 Para obter uma expressão para γ, calculemos a função de green com m campos escalares e o
operador:

 Usando a mesma lógica das páginas 92 a 94, se esta função de Green obedece as equações
de CS ( eq 106.1 ), então:

 Um exemplo seria analizar o operador φ2 , para evitar confusão entre a massa introduzida por
este operador e a massa do campo escalar (que está sendo renormalizada para zero) vamos olhar uma
função de green onde este operador carrega um momento diferente de zero, e definir sua normaliza-
ção por:

 A primeiro loop a contribuir para esta função de Green é (de novo, estamos falando de  λφ4):



Teoria Quântica de Campos II 108

( Peskin 12.5 )

(eq. 107.1 com                                           ) 

lagrangeana sem massas, renormalizada na escala Mlagrangeana sem massas, renormalizada na escala M

 Evolução dos parâmetros de massa

 Em -M2 este loop deve ser cancelado por:

 Como em λφ4 não temos contribuição de ordem λ para δz, então:

 Podemos usar a evolução de operadores acima para estudar a evolução da massa na teoria. 
Para tanto introduziremos a massa como uma pequena perturbação na teoria sem massa, esta aproxi-
mação é boa desde que a massa física seja comparável aos momentos típicos (fica ruim para momen-
tos menores que a massa).

 A generalização de 210.1 para várias inserções do operador é bastante óbvia: 

 Se escrevemos:

( eq.  108.1 )

( eq.  108.2 )

( eq.  108.3 )

aparece da mesma forma que o
(pgs 88-89), só que com o número de
inserções do operador (   ) ao invés do nú-
mero de operadores do campo escalar (n) 
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dimensão depende da dimensão do operador

cancelamento

estamos introduzindo uma dependência em M
esta nova dependência é compensada por ρi

 Então:

de forma que a seguinte equação garante 108.3 para cada ordem de m2:

 O running da massa vai depender essencialmente da dimensão anômala do operador φ2 na
teoria em questão. Este argumento vale para qualquer operador que eu adicione perturbativamente:

 Podemos escrever isso de forma mais conveniente:

 Com isso 109.2 fica:

( eq.  109.1 )

( eq.  109.2 )

( antes a dep. em 
M estava só aqui)
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contra-termos

( eq.  110.2 )

 Em suma, temos:

 No limite em que todas as correções são muito pequenas (perto da teoria livre), podemos 
ignorar as contribuições de γi para βi (γi depende de ρi ou λ, portanto γiρi~O(pert2) ); neste caso:

 O que nos fornece o comportamento que esperávamos depois da análise pelo método do
Wilson: operadores com dimensão maior que 4 (não-renormalizáveis em quatro dimensões) tem aco-
plamentos que diminuem para momentos pequenos. 

 Em d dimensões, temos que tomar cuidado com o termo λφ4, que fica com acoplamento di-
mensional. Fazemos então:

( eq.  110.1 )

 Perceba que agora todos os acoplamentos (adimensionais) ρi, aparecem com a mesma forma
de λ. Podemos voltar às nossas bactérias para resolver o problema, só que agora elas fluem num es-
paço multidimensional com velocidades β e βi. O resultado vai depender de constante de acoplamen-
to efetivas que evoluem segundo equações:

(definindo um novo λ adimensional)
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modificando
o que há na pg 91 introduziu a ordem λ1 (que antes era nula)

para outros operadores basta trocar: dimensão do operador

indep
de M

finalmente

 Também precisamos calcular os contratermos em d dimensões. O cálculo que fizemos para
            muda da seguinte forma, para d próximo a 4: 

Algo similar ocorre com as outras funções:

o que tínhamos antes (em d = 4, eqs. 108.1 e 108.2)

( no caso do operador de mas-
sa, nada muda)

( eq.  111.1 )

( eq. 111.2 )

o que tínhamos antes (em d = 4)

 No caso da função β temos um contribuição da dimensão de massa de λ:
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( eq. 108.2 )

 Conexão com os expoentes críticos

temos:

o que é o comportamento que previmos nas págs 104-105, com um ponto fixo em λ* 

 Usando o resultado 111.1, podemos obter a evolução do parâmetro de massa em λφ4: 

Lembrando que 

 Usando o resultado 91.1: 

(o que apenas nos diz que quando p ~ m o termo de mas-
sa se torna importante, e é pouco importante para p >> m)

( eq. 112.1 )

 Pensando em um sistema de mecânica estatística, lembremos que o comprimento de corre-
lação desepenha o papel da massa deste campo escalar. Levando em conta a evolução desta massa
podemos definir:

um momento específico (não confundir com a componente zero do momento)

(como esperado, nada demais aqui)
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 Usando o mesmo critério para definir ξ perto do ponto fixo λ*, obtemos:

( eq. 113.1 )

Wilson & Fisher mostraram
que podemos obter o resto
da expansão.

 Comparando com o que obtivemos para o modelo de Landau:

vemos que             é que desempenha o papel do parâmetro que mede a distância para a temperatura
crítica, e ν mede como o comprimento de correlação cresce conforme nos aproximamos desta tem-
peratura: 

( de acordo com o modelo de Landau )

com N campos escalares

contruindo uma teoria escalar com simetria O(N) é possível mostrar que:

 O que nos permite descrever o comportamento perto do ponto crítico de diferentes mate-
riais magnéticos:

com eixo preferencial de magnetização
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E os valores previstos concordam bem com experimentos (d = 3):

 Curiosamente, o comportamento crítico pode ser estudado para uma grande variedade de 
sistemas (fluídos, ligas binárias, superfluidos, ...). É um fato experimental que os expoentes perto do 
ponto crítico dependem apenas da dimensão da variável que flutua e não dos detalhes microscópi-
cos. Isso pode parecer um milagre, mas do ponto de vista da teoria quântica de campos, é um fato 
natural, uma consequência direta do grupo de renormalização. Quando o sistema passa a ser domi-
nado pela dinâmica de grandes distâncias restam apenas alguns operadores relevantes, e tudo fica 
muito simples. Esta idéia, levada para as teorias relativísticas, nos explica porque as teorias interessan-
tes para física de partículas são renormalizáveis. Isto indica apenas que estamos longe do cut-off des-
tas teorias.

com plano preferencial de magnetização

isotrópicos


