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Sabemos que, em primeira ordem:
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Usando a funcao 3 da QED (pg. 94), \3(@3 =

, temos:
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O que é muito similar a expressao 7.96 do Peskin, e fica idéntica se escolhermos M da ordem
da massa do elétron M? = Am? e, =eeA=e?,

Evolucao (running) das Constantes de Acoplamento

De uma forma bem geral, a evolucao das constantes de acoplamento de teorias renormaliza-
veis no limite de massa zero sera dado por:
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Na regiao perturbativa, temos basicamente trés comportamentos possiveis:
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La teoria preditiva a baixas energias (ou grandes distancias)

Teoria fica ndo perturbativa para curtas distancias, altos momentos.

ﬁ ( 7‘\ = 0| = A constante de acoplamento efetiva €, de fato, constante (nao depende do mo-
mento). A constante renormalizada é igual a nua e portanto os Unicos infinitos
possiveis na teoria estao em contribuicao para a field strength (Z), que somem
de qualquer elemento de matriz S. Sao chamadas de QFTs finitas.

[S (A< O | = Suponha que o sinal da funcao 3 da QED fosse invertido:
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J—a teoria preditiva a altas energias (ou curtas distancias)

Todas as divergéncias que aparecem para momentos grandes de alguma forma se somam para
dar um resultado inécuo, a teoria é bem comportada para energias arbitrariamente grandes.

Fica nao perturbativa para grandes distancias, pequenos momentos.

Os resultados acima indicam que tanto para 3 positivo quando negativo, temos uma escala fini-
ta em que os acomplamentos divergem. Mas antes de chegar nesta divergéncia o acomplamento fica
grande demais para que a expansao perturbativa faca sentido. O que acontece se sairmos da regidao
perturbativa? Neste caso nao temos como calcular a fungao B, mas as equagdes do grupo de renorm.
continuam valendo e podemos usa-las para uma discussao qualitativa.

Conforme nos aproximamos desta regiao de acoplamento forte temos que levar em conta mais
termos na expansao de 3, estes termos podem ter todos 0 mesmo sinal inicial, mas suponha que a
contribuicao deles seja de sinal oposto. Neste caso poderiamos obter fungdes 3 da sequinte forma:
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Quando A chega perto deste ponto A*, B vai para zero e a constante de acoplamento péra de
evoluir. Temos um novo ponto fixo, e:
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teorias com ponto fixo no ultravioleta ou infravermelho
(infrared stable e ultraviolet stable fixed points)

Perto deste ponto fixo (assumindo o caso B(A~0) > 0, com regiao nao perturbativa no UV):
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Vejamos o que acontece com a funcao de 2 pontos de um campo escalar neste caso. De 98.2
temos:
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Perto deste ponto fixo a funcao de dois pontos volta a se comportar como uma simples po-
téncia de p?, s6 que é a poténcia errada (do ponto de vista de analise dimensional). Chamamos y(A*)
de dimensao anémala do campo (de fato a fungao y acabou “pegando” este nome mesmo quando
nao ha ponto fixo na teoria)

Renormalizacao de operadores locais

Suponha que queiramos obter o comportamento de um operador local obtido como o pro-
duto de dois ou mais campos conforme renormalizamos a teoria.

@(\Q = operador composto de campos escalares

Da mesma forma que fizemos para o campo, podemos definir um processo de renormaliza-
cao para este operador, re-escrevendo a Lagrangeana de forma a obter um contra termo:
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que garante o operador renormalizado \OM =Z ) (’“X \00 satisfaca as condicdes de normali-
zacao em uma escala M. A funcao de green em que estamos interessados é:
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Escrevendo-a em funcao dos campos nus, temos: funcdo de Green com n cam-
pos e m operadores locais
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Repetindo a deducao da equacao de CS, temos:
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(eq. 106.1)
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Em muitas teorias temos mais de um operador com os mesmos numeros quanticos e a mes-
ma dimensao, e neste caso podemos ter misturas entre estes operadores (as correcdes quanticas de
um deles vai gerar contribui¢cdes aos outros). Por exemplo:
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Neste caso temos que definir um conjunto de operadores {@”?S de forma que:
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o que também transforma a dimensao anémala y em uma matriz:
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Para obter uma expressao para v, calculemos a funcao de green com m campos escalares e o
operador:
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estou permitindo que o operador “injete” momento
A
o\ S\
A Y4

Usando a mesma ldgica das paginas 92 a 94, se esta funcao de Green obedece as equagdes
de CS (eq106.1), entao:

> numero de linhas externas escalares
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(eq. 107.1)

Um exemplo seria analizar o operador ¢?, para evitar confusdo entre a massa introduzida por
este operador e a massa do campo escalar (que esta sendo renormalizada para zero) vamos olhar uma

funcao de green onde este operador carrega um momento diferente de zero, e definir sua normaliza-
¢ao por:
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A primeiro loop a contribuir para esta funcdo de Green é (de novo, estamos falando de A¢?):
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Em -M? este loop deve ser cancelado por:
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Como em A¢* ndo temos contribuicao de ordem A para 8z, entao:
(eq. 107.1 com %\62\ ~ O
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Evolucao dos parametros de massa
(Peskin 12.5)

Podemos usar a evolugao de operadores acima para estudar a evolugao da massa na teoria.
Para tanto introduziremos a massa como uma pequena perturbacao na teoria sem massa, esta aproxi-
macao é boa desde que a massa fisica seja comparavel aos momentos tipicos (fica ruim para momen-
tos menores que a massa).

\Lm <— lagrangeana sem massas, renormalizada na escala M
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A generalizacao de 210.1 para varias inser¢des do operador é bastante 6bvia:
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aparece da mesma forma que o \,\f\ C)\

Se escrevemos: (y\\ ~/ 5 L “ -‘Q ) (pgs 88-89), sé que com o nimero de
CJ, = 2 Gﬂ\ C_ insercdes do operador (}) ao invés do nu-

mero de operadores do campo escalar (n)

(eq. 108.3)
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de forma que a seguinte equacao garante 108.3 para cada ordem de m*

J 9 N+ \.Wl,_& ) A AR RN
[mé_{v:ﬂ—,%@\\c)/\w\ﬁ( \Qb Yo G U?k ) \—O

(eq. 109.1)
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O running da massa vai depender essencialmente da dimensdo anémala do operador ¢ na
teoria em questao. Este argumento vale para qualquer operador que eu adicione perturbativamente:
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(eq. 109.2)
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Podemos escrever isso de forma mais conveniente: A; = D |: O ,l
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\\j estamos introduzindo uma dependéncia em M
esta nova dependéncia é compensada por p;
Com isso 109.2 fica:
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Pi= (d -+ 80 ]x
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Perceba que agora todos os acoplamentos (adimensionais) p, aparecem com a mesma forma
de L. Podemos voltar as nossas bactérias para resolver o problema, sé que agora elas fluem num es-
paco multidimensional com velocidades 3 e 3;. O resultado vai depender de constante de acoplamen-
to efetivas que evoluem segundo equacoes:

A
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(eg. 110.1)

Pr = Pal5,5)

(eq. 110.2)

Em suma, temos:
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No limite em que todas as corre¢ées sao muito pequenas (perto da teoria livre), podemos
ignorar as contribuicdes de vy; para ; (v, depende de p. ou ), portanto y,p.~O(pert?) ); neste caso:
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O que nos fornece o comportamento que esperavamos depois da analise pelo método do
Wilson: operadores com dimensao maior que 4 (nao-renormalizaveis em quatro dimensoes) tem aco-
plamentos que diminuem para momentos pequenos.

Em d dimensdes, temos que tomar cuidado com o termo A¢*, que fica com acoplamento di-
mensional. Fazemos entao:
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Loy
_ no caso do operador de mas-
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para outros operadores basta trocar: /\/\ /Y\ L,_,Vdimenséo doo
perador

Também precisamos calcular os contratermos em d dimensoes. O calculo que fizemos para
&bl muda da seguinte forma, para d préximo a 4:
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Algo similar ocorre com as outras fungdes: ﬁ)\ :EC)"‘ -+ K\; _] Y‘;\ + ..
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No caso da funcao B temos um contribuicao da dimensao de massa de A:

___C_woque tinhamos antes (em d = 4)
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o que ha napg 91 introduziu a ordem 1 (que antes era nula)

modificando
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Usando o resultado 91.1: J} = 3N 4 9y )
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temos:
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0 que é o comportamento que previmos nas pags 104-105, com um ponto fixo em A*
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Conexao com os expoentes criticos

Usando o resultado 111.1, podemos obter a evolucao do parametro de massa em A¢*:

L S NG AR RN Y

L
ﬂ(,'wx (eq.108.2)
\ i ()\ _V\ = —) A(L&G(Q\X] =) F _ f) (mxl
A=0 =D 5 e AP (eq.112.1)
Lembrando que )DM = Y"_l ) ?M - ﬁ (o que apenas nos diz que quando p ~ m o termo de mas-

PJ- sa se torna importante, e € pouco importante para p >> m)

Pensando em um sistema de mecanica estatistica, lembremos que o comprimento de corre-
lacao desepenha o papel da massa deste campo escalar. Levando em conta a evolucao desta massa
podemos definir:

N AN O B

—V um momento especifico (ndo confundir com a componente zero do momento)
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~ ( /\/\ Fw\ 5 (como esperado, nada demais aqui)
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Usando o mesmo critério para definir & perto do ponto fixo A*, obtemos:

) N NEND

[Lo@(r’//“g} ( 4 J—KP(J\*)\ for = F - P. ( %

(eq.113.1)

vemos que va\ é que desempenha o papel do parametro que mede a distancia para a temperatura
critica, e v mede como o comprimento de correlagao cresce conforme nos aproximamos desta tem-
peratura:

=N
)DNN<T'T(,\ —=) g ~CT_
A ~ 1
\) — v ~ — (de acordo com o modelo de Landau )
x-1(4 —<0+\<)[:(1-Jsj
\/
L*’ contruindo uma teoria escalar com simetria O(N) é possivel mostrar que:
—1
\\7 = x — N+ (_\1 - 53 AJ com N campos escalares
N+

O que nos permite descrever o comportamento perto do ponto critico de diferentes mate-
riais magnéticos:

N =< ) —=p com eixo preferencial de magnetizacio
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N = > = com plano preferencial de magnetizacdo

N =3 =) isotropicos

N 1 S S

E os valores previstos concordam bem com experimentos (d = 3): \2;,50,( Q, ¢ DJGB 0,65

Curiosamente, o comportamento critico pode ser estudado para uma grande variedade de
sistemas (fluidos, ligas binarias, superfluidos, ...). E um fato experimental que os expoentes perto do
ponto critico dependem apenas da dimensao da variavel que flutua e ndao dos detalhes microscépi-
cos. Isso pode parecer um milagre, mas do ponto de vista da teoria quantica de campos, é um fato
natural, uma consequéncia direta do grupo de renormalizacao. Quando o sistema passa a ser domi-
nado pela dinamica de grandes distancias restam apenas alguns operadores relevantes, e tudo fica
muito simples. Esta idéia, levada para as teorias relativisticas, nos explica porque as teorias interessan-
tes para fisica de particulas sao renormalizaveis. Isto indica apenas que estamos longe do cut-off des-
tas teorias.

Exponent Landau QFT  Lattice  Experiment

N =1 Systems:
"r 1.0 1.241 (2) 1.239 (3) 1.240 (7) binary liguid
1.22 (3)  liquid-gas
1.24 {(2)  [(-brass

v 0.5 0.630(2) 0.631{3) 0.625{3) binary liquid
0.65 (2)  S-brass

o 0.0 01105y 0.103 {8) 0.113 {5) binary liguid
012 (2) liquid-gas

a 0.5 0.325 (2) 0.329 (9) .325 (5) binary liquid
0.34 (1) liquid-gas

7 0.0  0.032(3) 0.027(5)  0.016 (7) binary liquid

0.04 (2}  [J-brass

N = 2 Syatema:

¥ 1.0 1.316 (3) 1.32 (1)
f (1.5 0,670 (3) 0674 (6) 0.672 (1) superfluid 4He
r 0.0 =0.007 (6) 0.01 (3) 0.013 {3)  superfluid *He

N = 3 Systems:

¥ 1.0 1.386 {4) 1.40(3) 1.40 (3)  Eu0, Eus
1.33 (3) i
1.40 {3) RbMnFj
" 0.5 0705 (3) 0.711(8) 070 (2)  Eud, Eus

0.724 (8] RbMnFy
0.0 <0115 (9) -0.09 {6) =011 (2] M
0.365 (3) 037 (5) 0.37 (2) EuQ, Eus
0.348 (5) Mi
.316 (8) HbMnFy

W R
=
=]

] 0.0 0.033 (4) 0.041 [14)




