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Quantizacao por Integrais de Trajetoria:

O Oscilador Harmonico (Peskin cap 9, Ramond 2, Nastase 2)

Além da imposicao de relagdes de comutacgao, existe uma outra forma de quantizar um siste-
ma classico: usando integrais de trajetdria. Para entender do que se trata voltemos a um sistema nao
relativistico que entendemos bem (talvez o Unico que entendemos bem): o oscilador harmoénico.
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Podemos escrever as equagdes de Hamilton na forma:
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Quantizacao Canoénica do Oscilador Harménico

O que chamamos de quantizag¢ao canénica consiste em transformar g e p em operadores
N . . .
g e p, substituindo os Brackets de Poison por comutadores:
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(eq. 2.3)

Podemos usar a mesma substituicao nas equacoes de Hamilton (5.4) para obter a evolucao
destes operadores no quadro de Heisenberg:
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E o hamiltoniano pode ser obtido de (1.3)
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L') |+ a0 % k—‘) se tivéssemos acompanhado os h’s corretamente

(eq. 24)
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Os autoestados deste hamiltoniano sao definidos em termos de um nimero de ocupagao n e
os operadores a' e a sdo operadores de criacdo e aniquilacio:

o[> = LA: Inva™> ) a In> = /A\i | —1"> (eq. 3.1)

> normalizagbes

Calwy=NIn> = nin> (eq. 32)

Operador Numero

No estado fundamental, ou vacuo, defindopor & |JL> = O
E. = W [ Energia de ponto zero ou do vacuo

A N
a energia é: H:\”(NJ(%*B

\2\ln-o>= Eolh=0> T s

Podemos definir um hamiltoniano sem esta energia de ponto zero, definindo o ordenamento normal:

n"\ ,1+1\ A
HY R = 0 N

Integral de Trajetéria de Feynman

(Peskin 9.1, Ryder 5.1)
Uma quantidade que frequentemente queremos saber é, dado que uma particula estava em

uma posicao g em um tempo t, qual é a probabilidade de a encontrarmos na posi¢cao g’ no tempo t'.
Em uma linguagem mais “quantica” dada a funcao de onda:

NN

Gostariamos de conhecer o propagador F, definido por:
\
V(g5 = g EERSTRMRICRR (eq 33)

( - \“‘ é distribuicao de probabilidades para g’ no tempo t, determinada por tudo que po-
‘ \P (1 ) Q de ter acontecido antes de t’

A equacao 3.3 é uma simples expressao de causalidade, considerando que a particula pode ter co-
mecado em qualquer lugar. Claramente F é a amplitude de probabilidade de transicao entre a funcao
em (q,t) eaem (qgit’) e:

\ — /) 'h\ - ] - -
f(‘\ JC } L\JCS puy r (C\ t : | é a probabilidade de transicao
Vejamos como podemos expressar F em termos de grandezas familiares:

\I‘) ((\ \'l:'\ = 5< C\ ‘ \P&B>é_<f‘7 Quadro de Schrodinger (estados evoluem no tempo, operadores nao)
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Quadro de Heisenberg
(operadores evoluem no tempo, estados nao)

Definamos o vetor:
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8 19,4 > autoestado de no tempo
<Ht (Moving Frame - autoestados das ® g q‘l*u'\ po T

lc\l*' >” = Q'\ | fl(*\>s coordendadas no quadro de H.)
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WY = (< 41> Dy O

_ \ _H
Que, comparada com 3.3, nos da: |- (C\‘{—,“]JCS <q J( ;%-\,—> <C\] e k¢ tB]({?

Vejamos agora como expressar esta grandeza em termos da integral de trajetéria:

Primeiramente, dividimos o tempo em (n+1) pequenos intervalos € (estamos sempre pensando

no limite do continuo):
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Notando que o tempo é s6 um indice e para qualquer tempo fixo temos a relacdo de completeza:

note que todos os g; sao variaveis mudas, e portanto a identi-

-\Yl-t —) 31* |“\ *i\<(1)\ t&\ :/| ficacdo do indice de g com o indice de t é arbitraria, mas em se-
» ! ) guida teremos & > = L) = 9.

C‘H(_{T\H'*J-t*>- Cb( AN — qA,N’W

t@ indice do tempo

n indentidades/—/_\ Y )Y \ indice mudo

FOGE, 08 =\ M < d £ 4 5 <l > o gt 40l 458
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Se esquecermos as integrais por um instante, percebemos que os elementos de matriz

estao descrevendo um caminho:
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Este caminho, no entanto, é bastante diferente do caminho classico. Mesmo que facamos

¢ — 0, a diferenca g,,, - g; nao é forcada a zero e acabamos com um caminho arbitrariamente
descontinuo. De fato a expressao 4.1 indica que estamos levando em conta uma infinidade destas

trajetorias:

17 o

A esta operacao daremos o nome de “integral sobre todas as trajetorias” ou “integral de traje-

%?wx = T]—gé‘l(ﬂ\

toria” e definimos o simbolo:

Wq(t\f

N

(eq.5.2)

(eq.5.1)

Podemos também obter uma expressao no espa¢o dos momentos:
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E preciso ter cuidado com Hamiltonianas que tenham produtos entre os operadores p e g,
neste caso é preciso “Weyl-ordenar” o Hamiltoniano antes de prosseguir - isto significa usar as rela-
cbes de comutacio até que tenhamos todos os operadores p a esquerda dos operadores g 9 (ver Peskin
g 281). Assumindo que isto ja foi f\GItO e lembrando que, para € pequeno, nao precisamos Nos preocu-
par com termos quadraticos em H, vale:
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Com isso, a eq. 4.1 fica:
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A equacao 6.1 é bastante geral, mas é possivel encontrar uma expressao mais simples (e
mais Util) no caso de hamiltonianas que tenham a forma:

H(f)u:%p/m (o) (ea 7

N

t
Neste caso temos: = (c\‘ %" 9 +) =S?<‘ ® Dol D(PE A g 516 P (&) O\(k\ P(&\ ‘/ﬁ(ﬂj} }
t

(eq. 7.2)

E podemos fazer a integral em p(t) como uma Gaussiana generalizada, para ver o que isso quer dizer
facamos um interlidio de matematica.

\\  Gaussianas N —

A gaussiana que conhecemos é:

FOR
T e 0
—_ 6 A’L - L
o
—-0

Elevando isto ao quadrado podemos obter:

+OR D qr QY
2 el
I:gghé?)@ 4-75\= angnARCNR:E
—=0 oo o 0

Com n integrais multiplicadas (e trocando o por a,,/2):

0, - &, Exe _%E"( 1 W { l——\\-l \ (QU\A

oly

podemos organizar 0s a’s em uma matriz, suponha: A = -, Q

Entao o produto escalar:
AaY
JR— l _
(‘Z)AY—L"\= M_,,\AM““L&:L_NAY,;\ B( DETA = §<Ao<}"'n<v\ "TY‘(,'\
N

Logo, podemos re-escrever a integral:

. Ay

-k‘i;Ak |8 ~Y
X\\L G \ 8 :( [DETAB (eq. 7.3)

que de fato vale para qualquer matriz (real) A que seja diagonalizavel.
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Podemos ainda considerar os casos em que o “quadrado nao esta completo™

§ = " A o7

X

Pensemos nele como uma agao (o que de fato sera, quando voltarmos a fisica). A solucao classica
dada pelo princicio da extrema agao seria (mesmo sem pensar nisso como acéo, estamos buscando o minimo de S):

N -0 _5_(”1( AMQ y s m\: 19 P\;\‘L‘h-r'—\;hp‘“\\s*“k-\— Yy, =0

LA S *

Aph: A'N‘—:D "_(__"(.’2-/D\~ L—

Podemos entao escrever:
— —_ T V —
S=A (¥-C) A(T-C Y - LT
l ~

equacao da parabola com minimo em {L

S (W) _
(AT T g AT A () W, 4 VAT
S)w ¢ ( Ze %Au e = (AW (PerA) €
(eq. 8.1)
AN N\ —_—

Voltando a fisica, podemos fazer a integral destacada abaixo:
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podemos usar 8.1 diretamente, obtendo:
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Com isso, nossa amplitude de transicao fica em uma forma bastante reveladora:

(eqg. 9.1)

1

_t

F(q€,99=N ?mweg ai‘B%[f\@L*Vﬁ“ﬂ)% =N ?wmfg &SB‘C L (1,9)

ST
FOge 9=\ P e

(eqg. 9.2)

Paremos aqui um momento para notar duas coisas:

(1) As equacodes 6.1 e 9.2 nos dao formas bastante curiosas de calcular um objeto essencialmente
qguantico: a amplitude de probabilidade de transicao. Curiosas porque, no lado direito da equacao
temos as fungdes Langrangeana e Hamiltoniana classicas do sistema (notem que trocamos os opera-
dores g e p por seus valores esperados no meio da deducédo). O comportamento quantico vem do fa-
to de estarmos integrando sobre todas as trajetdrias possiveis para q(t) e p(t) (a exponencial complexa

também desempenha um papel)

(2) Na equacao 9.2 fica claro que a soma sobre trajetérias é ponderada pela exponencial da acao, e
diferentes trajetdrias vao ter interferéncias construtivas ou destrutivas dependendo de diferenca entre

suas agoes.

Temos entdao uma forma alternativa de quantizar um sistema, especialmente util quando esta-
mos falando de amplitudes de transicao. Ao invés de definir operadores e relacbes de comutacao, usa-
mos as integrais de trajetoria. Note que os dois métodos sao completamente equivalentes, acima usa-
mos a evolucao temporal que se obtem como solucao da equacao de Schrodinger para chegar nas in-
tegrais de trajetdria. Feynman fez o oposto, ele partiu de expressao 9.2 e mostrou que as funcdes de
onda em 3.3 satizfazem a equacao de Schrodinger (o que sé vale para Hamiltonianas do tipo 7.1).

Funcdes de Correlacao

Podemos também usar o método acima para obter outros observaveis, o mais simples sendo
a funcao de um ponto:
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4c\\le'\{‘\@\\‘1,t> t <t <t\

E facil imaginar como tratar este objeto no procedimento anterior. Discretizamos o tempo da
mesma forma mas, assumindo que a discretizacao é “fina” o bastante, podemos identificar t com um

dos t; intermediarios:
1, B 4 Aa s

| € (€] wev | ees € I

1 1 ’ \ | ‘ v

t t £

Em meio aos diversos <-4, %1 [ i1 1€ > que apareceram antes, vai haver um bracket
diferente: N

tTi=t (\_,C/—\
- A !
Z_4+4 ,JC& +1 ] C‘ L’cs ( c{”t;§ = Sl (_{3 Z_ i1 "c;u_,, \ (h]t;> isto é exatamente o que tinha-
mos antes. Entao a conta proce-
L nao é mais um operador de normalmente, lembrando

apenas que temos este q(t)
dentro das integrais.

- St
G2, q@lg s s\ e o ()

A funcao de dois (ou mais) pontos é similar, mas ha uma sutileza:

i /\ — A — —_ -
< (\\, €9 (&) ‘\LJH\“’\: > 5 sésabemostratarissosedefato: £t < v, = t, < £

SE

%?1 4(\\'(‘“““&“<<\N“H”)%u‘*\lo‘%‘f?§> - “<‘\m‘f;\m\%(ﬂ\1o\L\fﬁ>'\_<1“{1\% N

' — A — «SC—]
AW\;Q\Q(Q ‘\Lt1\\<1,t>= D‘I G C\c\(ﬁ\uEB (eq. 10.1)

/\

Por outro lado, poderiamos ter calculado: \&4 note que sdo fungdes e co-
mutam

SLY T
AC\‘,{\{{\@,\ 9\&1\\(1,(:> - Spﬂ e oL q(’taﬁ(iu\ (eq.10.2)

desde que, b LJ‘:4 £, 4@
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Logo vemos que, tentando escrever 10.1 e 10.2 como uma unica expressao, temos:

»\SC—] o .
Dy e DY = <, €1 T R 4LEN 1, &

(eq. 11.1)

onde aparece o Produto Temporalmente Ordenado (recorde como estes produtos aparecem na versio canonica):

Tﬁ@(@{‘\{_{;\éf\{ }‘(E\\Z\\L{:\ H-E;<¥4

JEN{EDY = E= %,

(eq. 11.2)

Tanto 11.1 e 11.2 sdo generalizados de forma direta para um numero maior de operadores:

Tﬁ@@.u /‘\\@\1& S 8\(’;«\ — L, ... <,
§>¥/ofdenados temporalmente

— N SUq) _
Ga (%t )= 29, € TEG@--4LEN I, o> =\ Py ¢ gy qlE)

Func¢ao de n-pontos ou Func¢ao de Correlacao (de n pontos) ou Correlator. (eq.11.3)

Em breve veremos em que contexto estes correlatores aparecem e porque estamos interessa-
dos neles. Definamos um outro objeto que nos sera util, lembrando que para qualquer conjunto {c‘“\B
podemos definir a funcao geradora F(z):

F(2Y=) L2

N =
tal que: AL = _é‘_ \_ (EB (conhecer esta funcdo nos permiter obter qualquer elemento do conjunto,
(\"1—”\ bastando fazer o nimero apropriado de derivacoes)
Z

=0

O equivalente para o conjunto de todos os correlatores { ( .E seria o funcional gerador:

A L O TR e

NZO [ \ (eq. 11.4)

\\d) convencional i

A diferenca é que os elementos do conjunto em questao sao fungdes (de varios t's) e por isso a varidvel em que derivaremos
deve ser também uma funcao (os J’s) e o gerador vira um funcional.
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Podemos escrever ele em uma forma mais conveniente substituindo G, de 11.3:

N SCq)
(=7 (e (s en sty e g -
N>O \ ] 4
Sbkq S 4 (Ihis ey ) .

_ ?c\ . SEﬂ%;B [gﬁ L9 3(01 gp‘\ ekwﬁ
S[%Sl

NS
Z 5] =S?1 e L.

Para ver como podemos obter qualquer G,, basta fazer as derivadas funcionais:

(eq. 12.1)

S xS
Z=5)) . ¢ Q. 6D = Gyl L
CSO(EY ... VSR ]/ Vc\ 1( ) 1 W =Gt | )JW\

(eq. 12.2)

Para um tratamento um pouco mais longo de derivacao funcional, chequem o material adicional [a] no site do curso
( http://www.ift.unesp.br/users/matheus/files/courses/2018tqc2/funcderiv.pdf), e as referéncias la citadas.

Para os nossos fins basta saber que:

§!L <QC\<— S§<Q(*\\ _ EU’B\ %
S 5(9 Rl e

De forma que:

S r\‘\ gfﬂjt ot I
DI D S ) SD L ) -
LS O(E) RS R) BRCYARIN
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_ SDC\ S e‘h[gfﬂ + Sé’c ﬂ(ﬂj(ﬂ L E(SC‘A N %5{ 1&\3(&%

LS S

-~

_ 0 \g [gccm " mﬂj SAJ{ o S(e AN —

g e{gcﬂ + gg{ ﬂ(ﬂ:(ﬂ . vCI C‘@J\H@\\ elglff\\ﬂ

33 2[‘] lgf‘\
L%S(t\\ ;%S Uﬁ\ - a: ’Vcl Cx(.g\} (\ (6'\\ € p— 6; (JC/I )‘t')_\/
Y =

Com este conjunto de idéias e ferramentas podemos voltar ao oscilador harménico.

O oscilador Harmoénico forcado
(Nastase 7 e 8, Ramond 2.3)

Quando definimos o gerador funcional (eqgs. 11.4 e 12.1):

ST ;—33 ST +;SJ4: *‘1&\—5(6
=[5)=\ne :391 ¢

a partir do qual obtemos os correlatores (16.2):

e (£ ...t L =)
o B A% 3T NSE)

Nao discutimos os significado da fungao J(t), que nao passava de um artificio matematico, in-
troduzida apenas para definir o funcional gerador e igualada a zero assim que possivel. No entanto
podemos nos perguntar o que acontece se nao fizemos J(t) = 0. A acao definida com a inclusao do ter-
mo com J é:
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C [y = ST Sc& T (9 1)
que, pelo principio da extrema acao: m B SS [‘\1

Se L(c)\': g—\(il"w)ﬂlB =, -\i\)).<\ B (\ +§/(§:0

Oscilador Harmoénico Forcado \l

(eq. 14.1)

Note que J(t) € uma forca externa ao sistema descrito por esta eq. de movimento, no sen-
tido de que sua dinamica nao é influenciada pelo valor de g(t) (ou suas derivadas). Todo o com-
portamento desta “Fonte” é estabelecido a priori por fatores externos e o que resolvemos é a
resposta do oscilador a isto. Neste sentido vemos que os correlatores da teoria descrevem o
comportamento do sistema isolado, na auséncia de fontes.

‘,)— ) 3 1\
S Ly )= 1 { =wq )+ , - .

Py é quadratica em g e portanto podemos fazer a integral
de trajetdria usando o resultado da pg 8.1 para integrais gaussianas. H3, no entanto, um sutil proble-

ma ligado as condicées de contorno de q(t), vamos primeiro fingir que nao notamos este problema
(ou de fato ser honestos a respeito):

5@1}7S3&£%(%)3€L—u;:\£+3 g E’)qu +)<‘\X
3 d é
gt Aqﬁ %\ gﬁ

O que leva a integral de trajetoria:
il AR v
ofne Byl (e

Comparando com 8.1:

A acao

‘(,l AR +_£T "3 A = 1 .
;\,\ 6 b N V\'Y) ,k\ {\QFA L. Q.r = ’J\._S(_(-\
¢ = (1\‘\ (DET/\\ ¢ = p
A=A
) A Tas
= Ej] = )\( e ( por enquanto usaremos este resultado, mas cuidado!
/\_‘ Veja eq 17.2 para a versao correta )

_1
( ET A"\ *  (nao depende de J)
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TAD = %&ggt S AEDTED

ANSATE "/ A
. ) ot

N'AGEY = A 3+w (dp ¢ _ :-ﬂ_t;_e

A P W ST

— gké‘ﬁ\s
—.p E~€¢)
NG = ~S<L\E ¢
ll PTW J(eq 15)

Lv No entanto temos uma singularidade aqui, que seria evitada (como
fizemos antes) escolhendo caminhos apropriados no plano comple-
XO.

Esta singularidade invalida a inversao que fizemos de A'? A pergunta pode ser respondida
pensando em que espaco de funcdes A esta agindo, pois neste caso podemos pensar no operador
como uma matriz e ver que, se existem fungdes que satisfacam:

b 2
— T o € :O
0T l% () (eq. 15.2)

isto significaria que o operador tem autovalores iguais a zero e é singular, nao pode ser invertido! Para
piorar, estes modos de autovalor zero sao justamente as solucdes classicas do oscilador livre.

{ it
(H=Cse

Para consequir inverter A, portanto, precisamos excluir estas solu¢des do espaco em que A’
esta agindo, o que quer dizer que precisamos que elas ndao sejam varidas pela integral de trajetoria.
Lembre-se que para definir a intregral de trajetéria, temos que também escolher os pontos inicial e
final da trajetdria, que estéo fixos. Note ainda que a equagéo sé tem solugbes (&) ) t e[+, ’t?\x
nao triviais se:

j(Ve0 0w Ephro

RO .
Cro(f\ =, @ 4’\5{& e e @ _CBW[ &—%Q}Cosﬁﬁj‘\)l q
Qe (EY=0= (CJ’ ¢ ole ¥-0 CoSfantly +4:3) cos
I oy ) (¢ +c [_J_‘]C [.L\BI 0
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Vamos entao fazer uma mudanca de variavel e escrever:

(eq. 16.1)

~ ~ ~
109 @+96 = [ =T -0
Q .
L Trajetoria classica, com condi¢des de contorno nao triviais

Do ponto de vista da integral de trajetéria, mudar a integracao de 9 para Q € o mesmo que

uma mudanca de varidvel dada pela adicao de uma constante em uma integral usual, estamos apenas
somando um caminho fixo. Entao:

'S Pl o iSEYa®4 3
391 LTI :g’m ¢ !

De fato, isto decorre da definicao da integral de trajetéria de um modo trivial:
_— —_ & o~ T7 v
T dq = 1T+ T = (145

A

L numero

Lembrando que (pg 8), se acharmos um extremo q, de S[q,J], podemos escrever:

— justamente a acao paraJ=0
§(j))1 =%Ac\l+j‘\ "

S [: 1 =S g[ 114
- GSS A /)\ - o = ,)S ‘1_0\;
S&%C‘Uﬂ =0 W TG =] Sad

=1

Acontece que ‘1& é justamente um extremo da acao, de forma que:

~J

]
<(9,3) = SF1a,3] *SFy-1a ;01 = L9, 3 ) = SF1, 3 +5L; 00

(eq. 16.2)

= ZL3s)

«SLR.0
: C;LS[‘LHT} gfpzr ¢ A 1) 1

——

esta integral agora esta bem definida, mas ndo interessa o seu resultado pois ela independe de J e
pode ser absorvida na constante que acompanha Z. O importante é que a A que vai parar no deter-
minante € obtida invertendo o operador A" numa base em que ndo ha modos com autovalor zero

(eq. 16.3)

N %E3]= )\(CLSBJJ’TX

(eq. 16.4)
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E a equacao de movimento para 9, é

“qqdé-\:."j\ = }\T(k\

(eq. 17.1)

E a solucao:
1&(%;3\2 ﬂULL'E-\O\ +k(&.j)(&\

[ N 1
& ﬂuz_ (_'EJ O\S = () ( estassao as funcoes problematicas que satisfazem
aeq. 15.2, posso inverter A porque ele agora age em
Ju.(e;3), 0 segundo termo acima conserta o problema)

Note que:
SMS[‘M;T}: N T S
A\ ( 5 0\
o S S, BIW eS
e

_&,,_L S [(1"\1 K

= 90653 = a0y + 2 (a-T)

Sevt \\('QB —
/\’L—\
STIat;3) = SL1al@; 0} fu OV + 2 Sears e oty
v\/—\/ é uma integral
Co NS T em t (por isgso

suprimi as dep.
f\/ em t)

130 k9 (0T

¢ iS[Ha;T) -3
QES]= )\(CI\- & _ )\( e 3 T

(eq. 17.2)

A
(eq. 164) = /

Ainda resta saber qual é a forma deste A e quais condi¢des de contorno usamos para Cl&(t ; 3)
naeq.17.1

Uma opc¢do que temos para evitar os polos em 15.1 é tird-los do eixo real, faremos isto segun-
do a prescrigao:

Y RS i
P o P+ W€ (eq. 17.3)

—.P (-~ ¢ ) que obviamente nao é inocente, compare com o propagador de Feyn-
A (t f\\ 3 ‘LE ‘[ man que vocé conhece e note que estamos fazendo uma “teoria de
! - %\‘ ()\ "U\)\-r € campos”com 0 dimensdes espaciais e uma temporal:
. N0
- Afle- - . P (Y-
e —» ) JP - ¢ h&\
k R (7Y (e
polos em:

W YZ 1009
R . LeN— v=[ o (oa
p=3o- ~E) e +Pwi“ ' ! <2§;%\
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Fica facil deduzir que: Q‘@Lt\‘j\ = A Je AF({’*{'\S (’c\

\ T ‘i"\ I ,
Assumindo que ‘5(&) —p Q/Jt — * o =p gc)‘c — SJE algum ndmero
—T

finito, pois fora
desta regiao
Jt)=0

E t
N (A S
Entao: £ 22 =p ] (E,3DV= ¢ LSAt ST = Ae

const.

+awt .

. —;\w('\ o [} 4wl
oo J 6,3y e Al e 3=V e

A\

L_/_\—I

-1

Vemos que a prescricao 17.3 (chamada de prescricao de Feynman) é equivalente a resolver
17.1 com as condi¢des de contorno:

T (E=2,3) = e—wt

Awt
{a (£~ '*ijt ¢

(eq. 18.1)
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e estas condicdes exigem que J(t) seja limitado no tempo. Além disso, como estas condi¢cdes nao per-
mitem solugdes nao triviais da equacgao 15.2, vemos que a integral de trajetéria original em q(t) esta
bem definida (com a trajetéria classica satisfazendo 18.1 e a quantica satisfazendo 16.1).

Rotacao de Wick para o tempo Euclideano

Até agora viemos fazendo integrais que tipicamente envolviam exponenciais do tipo:
4P
. Y
Je €
— 0

que exige que o ou x sejam tomados ligeiramente complexos para que a integral convirja, ou seja, es-
tas integrais s estao definidas via sua continuac¢do analitica. Este tipo de integral aparece com fre-
quéncia em teoria de campos, pois em geral podemos expandir as integrais da acao em torno da so-
lucao classica usando a Saddle Point Approximation:

S = STead + 18, Sy 294 + 9 (57

se a acao ja é quadratica em g (e.g. no caso livre)
este termo é zero e o resultado da SPA é exato.

Uma outra forma de olhar a continuacao analitica é fazendo uma rotagao para o Espaco Eucli-
deano, este procedimento é também bastante instrutivo pois revela paralelos interessantes entre a
Mecanica Quantica e a Mecanica Estatistica. Pois bem, analisemos o seguinte caso:

4
Him> = Exln>

E,.>0

?>Z In><n|

Uma amplitude de transicao seria escrita como:

A A
-«H(E ¢ — — ~ A Hie -4y

Hé\)*‘l(,,f&ﬂ :Cq\le i( \Hz__v\z Z_<_<\\|v\>4nL\/e_\/t\I:q><MH>=

s m

% e LE RN
12a\2¢

_ _LEL(E-1) — Bl )
=5 <<= € R ) i pe
n n
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\
Que é uma funcgao analitica em Ne= & *JC\ e portanto admite a continuacao:

Rotacao de Wick

A‘E P A tE (eq. 20.1)

A razao pela qual “rodamos” nesta direcao é a seguinte, considere o operador de evolucao
“para o futuro” (estamos especializando para o caso At > 0):

A

RNt AR ATNA IR
™=

)

VY=g = = ¢
propagacao p/ futuro (At >0, H>O 1 V\@{‘& < 0

O que acontece se fizermos a continuac¢do analitica para o plano complexo em At? - U sé é li-

a

mitado para valores negativos de Im([t]: J

<%\UTUI\P> < C<PiP>

L0
ok! YXXXKKXXX

% problemas!
XX O AN D X > X

. peAt)

KX XX X XX
(chegaremos a mesma ¢ X X
conclusao se pensar- >¢” sx¢ X ok!
MOSs na propagacgao p,/\o X X

d At < 0,"H<0") ¢ | N
passado com At < < )>< e = —n N:

Com esta rotacdo temos:

_ teEn
\ tE _ \ hd e =
<4q |(l IQXH h Z\,\: \pv\@\ : \PY\ (cl\ (eq. 20.2)

Euclideano (vou usar t quando os pontos inicial e final forem iguais)
~n
h T o ¢
. —_— - i —_ _
Note que: 31 HCL_JJ_6 |<,,QSH_ E o TEN = \&{Q X Z(ES
~

t h
o 99 I (OF =
note que o estado inicial bé K= 1 idad
e final sdo iguais e estamos integrando Sbtar: e temos k=1 em unidades
naturais

sobre eles também

é a funcao de particao candnica do sistema para uma temperatura ﬁ(‘%: 2% = _}7—3
[

:—k J-S (eqg. 20.3)
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Ou seja, a funcao de particao do sistema é obtida integrando sobre um ponto de uma trajetéria fecha-
da (1‘ H <|( )= ’1(0\ =q ) e de“comprimento”t = h3 no tempo Euclideano.

Vejamos como fica a integral de trajetdria para esta mesma transicao. A lagrangiana é:
pe
| =4 ( AN — ()
2\t

4p el 4leN-0 §0t)=ge (ke
O exponente na integral de trajetéria fica:  ——
\ 0t

. )\5“ 478N (D] < w\ (Rt | A lﬁ\r\l,w\ =S
sBﬂ:”g t {T(M" B (1_} ﬁ R BN b(-'ntg\\ T\ = elg]
t 0

Ot 3y
@t 2t -+ —_Dg X 9Q te= ~t JKS[”]B: ‘SEI——(}E}

Z = Lot =Kp

Rp ’
Selie = | xt, [« (485 0| =\t Lol
> —

‘—0 T-;-\/ (Hamiltoniana Classica)

Para obter entao a fungao de particao, basta entao exigir que os extremos da trajetéria sejam
0 mesmo ponto (trajetéria fechada) e incluir a integral sobre este ponto em D‘1 . Na pratica estamos
integrando sobre todos os caminhos fechados de comprimento hf.

= () -Tef "1 =\, '

1(&.5-1-6):1(153 (eqg. 21.1)

Formula de Feynman-Kac

Podemos tirar qualquer quantidade de interesse da funcdo de particao, uma vez que ela tem
toda informacao relevante do sistema. De fato a mecanica estatistica de uma particula quantica em
contato com um banho térmico em temperatura T é dada pela matriz de densidade:

L _
= e
ﬁg = R = = fator de Boltzman
Np -
normalizacao *P Er
que contém as probabilidades de encontrar a particula nos estados de energiaE,: — ¢

2

A condicao de normalizacao indentifica Z como a funcao de particao:

Te[f) =1 e 2 = Te[oelpin)
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O valor esperado de qualquer observavel O é dado por:

A _ o 4\
<O>f5 - \Q(Fz‘\()) (eq.22.1)

A matriz de densidade é proporcional ao préprio operador de evolucao no espaco Euclideano:

A _z %F
_AHt ‘ - < \'\ ‘F‘ﬁ —6:9(?

U= e ® —w O =¢ * =¢

kT

AN 2z = Te[OL0)
z

Vemos que a“evolucao” de um sistema neste “tempo imaginario” serve para descrever as
propriedades deste mesmo sistema em equilibrio com um banho térmico.

— Recapitulando:

Particula (quantica) em eq. —b y ( 6 ) = 0 [Q \
2
com banho de temperatura T
I K isto)é tudo que preciso saber,

e posso obté-lo daqw

Particula (quantica) isolada Q\_/
— \)( ")

em tempo imaginario

(22.2)

Além disso, a métrica agora é de um espaco Euclideano:

N I :<2;:§§>
co0qQ -1

\\7%‘—-~'JCE

- () 31 = ‘(5 JC; + 5315 ’:‘_D distancia Euclideana em |Rn+1

e portanto, t; é uma variavel tipo espaco. Vejamos o que acontece se pensamos na variavel de integra-
¢ao t como uma distancia, além disso, consideraremos um sistema simples (oscilador harmonico):

G N
w —

Selied= L |\ ¥ fg (35 p/q;l NG

)
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Discretizando o “tempo Euclideano”:

0

“soma” todas as configuracoes 1

L9 B

Na pratica temos um sistema de osciladores:

energia total

energia potencial
acoplamento entre vizinhos  de um oscilador classico

(falta o termo p2 de cada oscilador, mas isso é porque
ja integramos em p)

3 /%\ ./3_% =/

\E / { \‘/ql\g/ < ]@)% (j;,ﬂ"T&

- '35
P PEQ.
O termo de acoplamento entre vizinhos favorece “sincronizacao”
j—%’—v G Marpe

®

@ ol

1 Oscilador Quantico
(em tempo imaginario)

—> Cadeia de osciladores cléssicos acoplados

/

p  Futuagdes térmicas

\ E temperatura do Sistema de
V N S osciladores classicos

Futuagdes quanticas

"

o> O
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numero grande graus de liberdade classicos

1 grau deliberdade v

Lembrando ainda que uma particula quantica em tempo imaginario pode ser interpretada como
uma particula quantica em contato com um banho T

Temperatura (Comprimento da Cadeia)_
1.=r A 7 z_,\
R kg T ,

- periodo

temperatura de um banho térmico com o qual um oscilador Quantico estd em contato

— Recapitulando (de novo):

—p H
Particula (quantica)emeq. —b 5?3 ( 6 2‘ ]QCQ l
com banho de temperatura T

I KWO saber,

€ posso obté- Io daqw

DU(~Z3*‘/

72 =Ta((J(-23))

- integral de trajetoria sobre
configuracdes periddicas

Particula (quantica) isolada
em tempo imaginario

E também a funcéo de particdo de um sistema classico (de fato de muitos sistemas

classicos acoplados aos “primeiros vizinhos”) —> Macanica Estatistica

(24.1)

Até agora vimos a relacao entre o operador de evolucao e a funcdo de particao. E os obser-
vaveis?

A e < Ap TR Ag)e B /%%%

quanticaemT

B= a _ T e Al
T [0 (=)

21.1
’ -1 STy A |
TafUe (D)= 0Py, @ 7 A ILBD> =) R
~
:]__S_ l_-clc:j (em caminhos periodicos)

Te LY@ A = \Dp € @ggg

P
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1 ¢ [9.) Note que qualquer
p (_; £ e fator multiplicativo indeterminado
15 A(‘(c(@\\ vindo da integral de trajetoria
# (tal como o volume do espaco)

vai ser cancelado

- '\— Set“\e-)
Dy, < ©
S ([E (eq. 25.1)

P

Notem que, pensando em D, Y como a soma sobre as configuracdes de uma cadeia clas-

sica, esta mesma definicao da o valor esperado em Mecanica Estatistica para observaveis de um siste-
ma de temperatura TS: LN ™. - Y

3 <k

O que acontece quando fazemos TZQ——D O 7

C v =0
A - &=
N
Te LUl = 2 e 7
_ZC —CE - % E,
"é—oao:Det6>>@Fq>>e?

Seleciono a configuragcao de menor energia

— A - G E
]Q[UE C‘L,~b.b\l= <O((>_ =90

<t

T”( LUE(«ZB A(‘Ia\l = <O /gv(k\\ o= e‘_ =

AO\/"\\(%E\|O§ = <A >)}~D=o

Mandar a temperatura para zero projeta os operadores no vacuo da teoria. Com isso pode-
mos entender outra forma de obter as fungdes de Green de interesse (a funcao de dois pontos abaixo

€ um exemplo dos chamados Propagadores de Feynman):

Alz('é,,—'t,_\ = < O]T‘g/él (.{\\ él\ (,fL\\S[o>
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I~
A

~€l :63- 5 b’\zf [_f3

Fff(;op o z\ | /’3
[ :ﬁ)s

Gs
6T . *;“:Se
Podemos obter primeiro o valor < C?E (@) C{E N> = ’D% c ({ECQ\?E ()

P-%
(Z.< T, =0t et o f

e entdo voltar ao tempo real fazendo: & LN £
1 A
] ) <<L (£ 9 () >g
T) y VA t L
Se tivéssemos calculado a mesma coisa com T, < (¢ 4, (note que na integral de trajetoria nao

ha diferenca), teriamos voltado para: ~ N
< <\ (;Q’\\ Q\Lé)_\>>[;
ou seja, voltamos sempre no produto temporalmente ordenado:
—c A
<\ & (£ 9 (k. 1&
(\ D q( ) >B

Para projetar no vacuo basta tomar temperatura zero
—D — i
PP\ _, <o 'écrtfa‘kcm\\g\o>
T —o0
Podemos também obter uma expressao para o propagador/correlator livre em temperaturas

&Tilee (e T O P

considerando a equacgao de movimento (Oscilador Harménico):

[w*“]& (te, 1) = 3Ca—ta)

b)

—_——

finitas:

(eq. 26.1)

(ja podemos voltar
para unidades natu-

t N
dtﬂ rais)
Lembrando que, como o espaco Euclideano é ciclico de periodo T —= /3 vale:

AF!I?F (h‘ '—"PB: AHEE ( {FS
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K\J\,-\

A eq. 45.1 tem somente uma solugao para (tzr '(EL\E; \:0 |l31 :

-wt wi;
AFdE‘E(tE\: ;:ICJ [(’\ () e Tl nWe ]

(eq. 27.1)
onde:
n(w) = !
%]
ePM_ 1 (eq. 27.2)
é a distribuicao de Bose-Einstein. E no limite de temperatura zero:
=0 Y]((AA —2 Q0 jc_
P 2 ) -\ te = «W
/A Free —v A E (J(E) - € C (compare com a solugao

AW ,{ da pg 18)
voltando para Minkowski
O oscilador Harménico forcado (de novo)

Vejamos como fica o oscilador no espaco Euclideano. Partindo da acao:

1SC1\:1\83‘7£%(%3€ -l ”«\1

Wolt = -ate RO : dg \"
K [§ley= 4= elte) (dt (-A\( Ac—\
\)(ﬂ = 3 (- )= &)

e (o [ (2 )

Suprimindo todos os indices “E” para simplificar a notacao, obtemos a seguinte funcao de particao:

Ze (3)= gv\ txf é Ji SAJ{@%}M} a‘;} +%é{ I E 1&3&

A vantagem agora é que estamos fazendo esta integral em trajetérias fechadas, por isso nao ha pro-
blema com bordas quando integramos por partes (compare com a pg 14):

Ze [_3] - S—D(\ T:xPé,_,_ Tgt)it [C) \ +m}1 +_§§+ RYES <\Ur§~& =

NEX”é g SAS BYA ae(s <) SCS\\E

(eq.27.3)

Ty -° -
_51-4F-1 - Q/-v ?

27.4) T(OFO 1< 1«T




note que este A é a funcao de Green que soluciona o problema classico:
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- ii" Fw <]¢: RIGY
3?

. -1 _ Els-9) - |
QE (S)S\B = (" j_). +Ww (S )S\> = AEE gﬁ 10 :SH Qféi‘,?)j(ﬁx
> ST E; + W
(eq.28.1)
-.n N ) 2 K L E;( 'S\
(2 Betsh= (e (RS ED
N NS E2 1

Note que a integral feita da primeira para a segunda linha de 27.4 é uma Gaussiana tradicio-
nal (nenhuma exponencial complexa por ali). Além disso o propagador Euclideano em 28.1 nao tem
polos para E, real e portanto ndo precisamos falar nada sobre o caminho de integracao. Os polos fo-
ram movidos para o eixo complexo pela rotacao de Wick:

polosde Ng: E. = AW

Queremos, finalmente, voltar para o espaco de Minkowski. J4 sabemos que "{ - te
mas como rodamos E; ? Primeiramente exigimos que Et=E, t;, entao:

) - |
x E‘e = (7\\‘:53(”"_t53: Eg tg

S
[ [E ~ C EE

(o que é arbitrario, mas vai garantir que ondas planas se propagem na mesma direcao espacial com t ou tg crescente quando

passarmos para mais dimensoes, uma vez que :

N . = -‘vv—u " -t_
e-\(’ﬂ\(. o /\(t-t P ‘C\: e (EE t

—_—

L

-

) Além disso, para que a extensao analitica seja valida, nao podemos cruzar os polos, portanto nao po-

demos rodar totalmente para E; = - i E mas sim parar antes de chegar no polo:

‘AIW\LEEB
NESION o
o ‘\E;e E=¢ i. = KB -2 €)
D (L[Et‘} ou _-(E—C—) X
L RN JUEN
Com esta rotacao temos:
A — EsiE _LEt
(eq.28.1) =/ Qg(te='“{>: EE c —= LJE € = AFU—\
AW E -wth€

ST Bl ew j

. w2 § . \/‘\{7/—/
Ee = (i re€)| = —(+se 1O )

compare com o fimda pg 17

(lembrando que la p = p0 =E)

De forma que, mais uma vez, somos levados a prescricao de Feynman.

\\
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Quantizacao do Campo Escalar por Path Integrals

(Nastase 9, Peskin 9.2, Ryder 6.1 a 6.5, Ramond 3.1 e 3.2)

Usaremos as idéias usadas no oscilador harmoénico para quantizar o campo escalar usando
integrais de trajetéria. Resumindo, o caminho mais curto e seguro que encontramos para quantizar o
oscilador harménico forcado foi:

(1) Escrever uma funcao de particao do sistema como uma integral de trajetéria, sobre um caminho
fechado, no espaco Euclideano (esta integral é bem definida e nao tem bordas para criar problemas)

(2) Para projetar sobre os estados do vacuo, tomamos 3 — 0 (periodo infinito na integral de traj.)

(3) Rodamos o resultado para o espaco fisico (de Minkowski), tomando cuidado de nao tocar os polos
(o que nos leva invariavelmente a um propagador de Feynman)

Para passar para uma teoria de campos, faremos a substituicao:

J(6) » C]B?(Jc\ = C{)(»—c’,‘c\ = ()

t tem uma discretizacao do espaco aqui

A acao do campo escalar, no espa¢o de Minkowski, é:

L S[g) =4 a‘*([ 13,6 g -4 9~ wnl

e as fungdes de n pontos:
/\i NEN

X, X =<J11TZ??C‘«\-~-$(<“\ In>=\7¢ € . PO
Gn (4, ) \&v ¢

informacodes sobre o estado (eg. 10> vs | 2 ou vacuo vs estado ex-
citado) estao na agao usada e nas condi¢oes de contorno da integral

e estas podem ser obtidas a partir de integrais de trajetoria sobre trajetorias periodicas de periodo in-
finito, usando a sequinte a¢ao Euclideana:

kIVL -\-__\ml)—'l'
< 6= [%MMHCP 120 wbs] |

(todos os indices “E” foram suprimidos) YEBucup:

eqg. 106.1)
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As fungdes de Green Euclideanas sao:
. —sc L4
() >e
G—«\ <YL1)“"‘3 € 4)(““\'°~+(\("\

Podemos escrever o funcional gerador / funcao de particao para um periodo f3:

—p 5 “SeL1+T¢
z(p7)=T i gw ¢ \

b(T, te4P) = P(T) £

3= rl‘{xc T(\cyb(x\

P i
‘——D - —SEH)] +3¢
2[ ] g S = AO\O> estamos generalizando
(eq. 30.1) O raciocinio a seguir

para um numero arbitra-

(- <wt1).“3\1.,\\ S D Zh]/ rio de dimensées
A \<

I =0 (eq. 302)

e (por definicao): Z,[TJ'} = Z j‘?‘ g’% J&{; (J_(x(ﬂ) . ”\)(,“\ NER _T(\(,\\
: e8|

nzo

(eq. 30.3)

Teoria de Perturbacao

Vamos assumir agora que este campo tem uma interagao tratavel em teoria de perturbacao, e
fazer a divisao usual:

SCd1= S,CP+ S0

A funcoes de Green no espaco dos momentos sao:
4 Y e o H )
C_ (p'\\~"|()“\ :gél\h"&’lf\ Q G‘nC‘(ﬂ\X\(—Y\X

Qualquer teoria que seja invariante por translagdes (ou seja, que conserve momento e energia):

Gty ) = G (=K =X e o =X

escolhendo: Y = W, e mudando as integrais: (i —¥ Xi+ Xy 12X
~_— N

§ .
. 44_‘-‘4- . K((;P)_+~ ..+'l,\ﬂ\
P . _l(’,\ :{x A\Wh e*w‘(r’ - \A} BX\ .. L e \G“(o\!l)...\(,\\:l
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RS CEIE AV AR CRRN A
(]

Z nestas funcdes a conservacao de momento ja esta garantida

Um resultado importante, chamado de férmula de Dyson, pode ser obtido comecando com
o VEV (valor esperado no vacuo) de operadores quaisquer no vacuo da teoria livre:

corrin oz = (54 > o

/ o deste lado a informacdo vacuo estd no fato de tomarmos configuracoes
vacuo da teoria livre

periddicas p(<T, £54P\ = Sb(\?‘) {-_E\ com f infinito e sabemos que é o vacuo
da teoria livre pois usamos Sy na fungdo de particao

Suponhaque: \O - e-SIDbl
._3—- Ld’j -—Sa [4)3 - SI Eq)]
temosentdo: <O e lo>= D{’ S
(eq. 31.1)

p A A =Sz

eset \O= L. P(LyC
] A A -S04 — [4)] -5 E¢]
<ol ey on=\pp ¢ $ 00 plaey= G )

(lembre que quando rodarmos de volta para o espaco de Minkowski vamos obter o ordenamento temporal) (eq. 31.2)

SN ( AV YA IO
C

./\
finalmente, se: Q -

_31‘:491 M 30 ¢Cw\} ‘SQ[(b]—SIE‘b]'I_j‘(D
<o|e o8 e 3 \0>:&D¢€ =Z[3)

Formula de Dyson (eq. 31.3)

Solucao da Teoria Livre

Para S [6)=0
2077 -Gop 503 +3-¢:S~P o é,g %‘\H‘D@Bﬁb w4434}

- SV# Expzjﬂzg&‘m qﬂmgb + 30 E
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Note que:

L ($-Tayo? ($-aT)=4 <Pa¢+g;;i¢
S

z,m}gw oef 1 (9= o\ ($-A7)e L 307

N

(o=

-1 3n.
2

Logo:

1307
2[7]-¢ <003

2 (o) =<0l0~, =

’) (normalizacdo)
(eq. 32.1)

O propagador é tal que: 6—1 = —-éﬂ ‘;(4 +om

e portanto: AC{)\%\: g e eu’(x'?}\

(_L'\T{\ P+

(eq. 32.2)

gue nao tem polos. A rotacao de volta para Minkowski, assim como no caso do oscilador forcado
(po 28) leva a polos (\p)=+im ), entdo a rotagao feita em p® deve ser de (/2 - €) ao invés de (rt/2):

R G

Pl.\_r"\ (f\+(r\+m = _Ce +~%\ +L?’°\+w\ :—(\’5 \3" Wi o€ = F‘).+V*\L—3\E-

W

e obtemos (agora tudo no espaco de Minkowski):

A((Ez-,j&)»_&‘-)vhrb\r ) = (& —"\ S e
(%Y

P\-/VY\-I 4+ A&

(eq. 32.3)

Teorema de Wick:

Vejamos que forma toma o teorema de Wick neste formalismo. Considere a funcao:
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FLL43]) = qS)(‘«\ $ 00 1)
<ol V105 = (99 €y by dleey

Yy S00P0y _ c;Nb e

30¢))
\/—\g S3 (“'5 __%\1(\( _ “-4)

3.9 :SX& 300 Poey ST

Note que: C-i'/(? - ej-q) _S_ g

Logo:

<olF[{$3) 10> =< D

S+ 3.4
ST(&S\ S36) ( ﬁ‘b\

T~ 7°
% (5=0)
—D teoria livre
Podemos, de fato, fazer o mesmo para uma funcao arbitraria (caso ela nio seja um polinémio, pode-

mos considerar que esta definida por sua série de poténcias):

<olF[{$3]10> = F[ig—gﬂ =N

Voltando entao na férmula de Dyson (eq. 31.3), temos:

(eq. 33.1)

S L) -5 L4 _ 4&\1(45(*5)
Z[3)- &D ¢ T (D_ go\g/gv\/ 10>
x FLE)
\SJ\ € NGO
f‘301

N _SJ& \I(SimQ ]l SJ& 6'50»3) 4 RAVARIN
Z L‘) =€ ¢’ (eq. 33.2)
—_—N— —_—————
interagao parte livre (A é o propagador da

teoria livre)

Nao é muito ébvio, mas este é o teorema de Wick no formalismo de integrais de trajetéria. De
novo temos uma solucao exata da teoria interagente (neste caso a funcao de particao), mas esta sé
é util se pudermos expandir a exponencial da interagao e truncar a expansao, ou seja, em teoria de
perturbacao.
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Regras de Feynman

Para perceber que a equacao 33.2 é de fato equivalente ao teorema de Wick, vamos calcular
algumas func¢des de green usando-a. Definindo a notacgao:

> em ordem p da expansao perturbativa
e
4 ; A
G—‘\ C 1yt ‘\\
j/—o funcao de n pontos

Podemos obter estas funcdes a partir do funcional gerador, também calculado até alguma or-
dem em teoria de perturbacao:

S0 W(55) 450
Z[3)=¢€ ¢’ -

1307
] @ g W 55) +%gm<%&ogm<%?>+w]el :

\/\/—/_/

D S—

= ZI3)+ 20N+ Z. 0T+ .,

(eq.34.1)
2 - —
Py Y= D 3 2w
33 (¢ Xj(‘é
T =0|(eq.34.2)
O objeto mais simples que podemos calcular é:
13.0-0 1 3
(_o) 33489 - \ \
Gy (¢4 = 3 e = O 91 g& o mﬁ(w\jc%:
STTH) $I0p| >
1307 4
_ Gl 1 gc\;\t Xt(,\ Z%{w—\%‘ﬁ(w \\{.\\ T +j(~\.\ﬁ(‘«\ \{.\3 5(\&-‘&1\&:
EN _—
’ A\P({*X.\§ —\()[ a0
i VAN S:’P_“l (T—T': &q ex{):>
:G_I'L g&% A(\L,,MT(K\—_— (@Y pF (@ p-
" N T~ —
(D30
13.A-0 ~
= (D JS(\Q) e i e _ e><—)<
(_o) 9o (V‘\5 A
que, paraJ =0, é nula: 6-1 (x) =0 (eq. 343)
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E facil ver que todas as funcdes com um numero impar de pontos sdo nulas, pois temos dois
J's em Z e fazendo um numero impar de derivadas vai sobrar sempre um J multiplicando tudo, o que
anula a funcao quando fazemos J = 0.

(o)
ﬂ(")n'n)r' 4 G;.PLH (X") )W’q‘“\: ©

(eq.35.1)

A funcao de 2 pontos fica:

1 N J
G_(\(,I N $ E—NGJAS:E_ ( J)\(;§GJ
l j S‘X‘ﬁ E_jﬁ(lr_/ 83(\’.3

1)

(_o\
Gy (0
R AR A NG TEY =\ e NG SE%Y = A (4 VG
Ej(‘(o 53(\(0 é’
1 BEVARAY ) — % 383 <9 (_y(\) ) - Y 1
= N0y, e + (Q JB(K*B(B’ 35((136 '
~ (©) St = ( L)
=0 =D CT;. (\(1 l%>\= Q(’Q ))(_}3 44— M . DI » ¥y
1 X
A funcao de 3 pontos é zero, como ja adiantamos, pois: 0

(Tco\
Sy = 3 Gl {76+ (o a

BN 1
+( ) Ay, g%a.j)g\(g.j)zq\( N-7)( \] 343

o - S
A proxima funcgao nao trivial é (exercicio): \{STLM\ L L H T NTA S w";’?i
) 43073
G (1506, 60)= & D e .
DI 930
> =0
= NG NG %) + AL Y + [\ LAY

(eq.35.2)

Que, em diagramas, é exatamente o mesmo que obtivemos na caso candnico:

!1 (1 'Y_ ( ), ! (1

25

Y
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de onde fica claro que a légica por tras do Teorema de Wick (conectar os pontos externos de todas as
formas possiveis) aqui é implementada pela regra do produto da derivada.

Passemos para o caso com interacdo, considerando agora a teoria Ad>:
(note que s6 queremos ver como saem as regras de Feynman, esta teoria é problematica

\j(d)\ —- pois o potencial nao tem minimo global, e energias infinitamente negativas sao permiti-
das)

Em ordem A, temos:

i j‘A“_j 3 1 =
13N
— 4 2 - 4 5\ S S
=01 = lss) © ) EM 5i(55w) ¢ .
13p-73 i
D T TN N N ETE: APEES
/?! (510@ (8236 /‘3\ I ( 3306 > 8O+ ()| e
15.p-
=AM O (~ 33(Q+ A(\L (-0 + (A3 NGy ) 4 (- \)>(K\ e—ldﬁz
3! o
= _)\%AC ¢ [3 00O (D) + (a3 643‘“
| (eq. 36.1)

Note que este funcional gerador agora tem sempre poténcias impares de J, de forma que as
funcdes de n pontos serdo nulas para n par:

G’ (1) );k\ O

AP

(eq. 36.2)

A funcao de 1 ponto é dada por:

© o
("\
(\(1\ - Zn[ =) %A}ﬂ_ 3 A DM + 340 (Q/f{:g (A}X'Qj‘ﬂ\-l-
SJ G . 3!
+ 3 D¢ (/A-/’Xg Q) +(a-3§m(&§ﬂ\@ G%TM

3

_Lg;& ALy A0
~
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Cujo diagrama é:

-_/—Q (tadpole diagram)
¥y X

A funcao de 2 pontos da zero (cheque!) e a funcao de 3 pontos é:

(+) »(ny )= b b Y 24[3
G} ( Vo § 30 § 304 § 3¢y \l

=-\ g)&( DO DO AMGY + %0(‘»‘0 [Q(im D) + DO Ay 4, )4

+A(‘()‘(3\ /A(“ )1\%\]

que em diagramas fica:
M4 A Ky
“ 4 +
< v 0 )3\ / N
y o G Wy &

Podemos obter as bolhas no vacuo calculando diretamente a funcao de 0 pontos, dada pelo
préprio funcional gerador (pois fazemos zero derivadas), que em segunda ordem de perturbacdo é :

i RAVASER
VAN LJ] +1|§5‘€ 31 5—mg>gﬁ 31 s-s%)) —_——

ao invés de fazer a regra da cadeia, posso pensar esta
exponencial em termos de sua expansao. Como temo:
6 derivadas em J e no fim faremos J= 0, somente o
termo com 6 J’s vai sobreviver 3
(727

s L—ND] )? Sjm)g \6 31 5‘5(‘60 ;l( S g&g &2*&23&2 &“2’\&“2\

;I

x D(@YNA(Z )z; YIENID(@NA(=s )z\l\ J@EDN @D (23)2\3 YD (= 3?
3 =0

2,059 - i;gmx Aoy B I (thetty Ko
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em termos de diagramas (note que os fatores de simetria também ja sairam certos):

6—0 £

Regras de Feynman no espaco das posicodes

Primeiramente vamos re-escrever o teorema de Wick em um formato mais util para obter as
regras de Feynman:

4 S 3 M Vg + 3 o)
ZE ) S%A 43 g g

B 4 AL \ " LKV(‘E)+3¢
_EXP[;SA, éwé AG NB(IX\«\ SM\\XE k )

nao ficaremos carregando esta nota-
¢ado, mas perceba que este campo
que fazemos ir a zero é o campo clas-
sico, e:

S>— 0 =» $,=0

I

(eq. 38.1)

~——\\ Demonstracao \\

Essencialmente queremos provar que, dadas duas funcdes de multiplas varidaveis (mesmo nime-
ro para ambas):

ROy = F(G,. 0 Glyy= Gl ey

= F()%\ Gy = G(bé:d\ [F%\ (?wbxaw (Lemma de Coleman)

(eq. 38.2)

PROVA: podemos considerar a série de Fourier de F e G e ai basta provar o Lemma acima para

) e .
[« Qr I — =
F(K.\ - € h G—(‘A\: e ‘6 (w 140 4 \ m"'“‘“‘“""r"‘ Z A %:(’,

[N

_ /) B T SLa\(_: — i ‘A“"\ 0 :2’1 w Oy v
)_(Tt clo=e € %m\. (‘\ 3 oley e Toe Gre)

c
'}
T
~
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"""\

m
= %Yq Yoo 3\'{3 - -3_(\,\ Eestamos generalizando de um conjunto discreto de variaveis para um continuo

Vol OO
L2 6t = o[ 2) [0 63'4)}4):0

Logo, partindo do teorema de Wick na forma anterior:

w S 45 /ls L\ 'S-CP
oy lgh/ig €L>o
R Tom o s :

LFDP] ewlﬁjo

que é a eq. 38.1

(eqg. 39.1)

—\\ A\

Podemos entao obter as regras de Feynman para um potencial mais geral:

Y($)= N bf

(rw(‘ﬁ \"-\‘(“32
S 3(‘“\- -- S.S(..("\

S’\ Cﬁs %b/l%) [C—g‘tY \JHD\ -L'S-dPl i
¢

— 3.»4\1 \-i-\“‘k

P N
LR [P Ecﬁm‘) . (PCm\\ e

AR )

d):O:\'S:O

este termo ja se tornou obsoleto, pois depois das derivadas em ¢,
qualquer termo que sobrar com J multiplicado vai ser nulo (quando J=0)
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ESRTEN
C

42 A
& (‘(Hs--,\(v\\: e 2 o6 b C#(‘(\Bu. ?(Kk\

b=0| (eq.40.1)
Em ordem N de perturbacao:
() 4 %@‘“%1 SN “ p
O TR AT - (i)(lb .o ?(m\\L—‘\!‘\qg(\xﬂ...\w(ﬁ%«\wq (}N\

d):()
estas derivadas vao agir sobre um produto de Q campos ¢, onde:

Q= '\-LPN

Se aplicarmos mais do que Q derivadas a funcdo se anula e se aplicamos menos do que Q derivadas
também (pois nesse caso sobram ¢'s que serdo levados a zero). Assim, da expansao da exponencial contendo Q
derivadas temos (e note Q deve ser obrigatériamente par pois temos duas derivadas na exponencial):

(Q=2g=n+pN)

NG Y S A0S
’6@(&«3&1 hL,) 6@@13&’ ) "

N) 4 4
Py = A (e dig Az Lo
O\

N
¥ Ct)(‘(qB MR ?(‘U\\ L_—‘:‘L S(\:"K,\ Y?)N Ci)((aa\.u.(_})P(“bN\

d):()
(eq. 40.2)
Temos que agir com estas derivadas sobre todos os campos. Note que, quando aplicamos o par

SX'E; ‘ka —E— N[z =W _S_
$OED St )

sobre um par qualquer: (i)(\q {)L»b\

obtemos: gxr 2. {w, [ N (-2 N (‘})_w;\/l(z; -W) o] (\3,2;\5 S’(K-w;\/l(z : -\AL\:( -

AT G
=2 D
LD como temos g fatores de 2 deste tipo, 0 279 em 40.2 é cancelado
O g! é cancelado pelo fato de termos g! formas de agir as 2g derivadas nos 2g campos (e pelo fato das

coordenadas nas derivadas serem varidveis mudas de integracao). Notem que novemente o que esta
acontecendo é que estamos conectando pontos externos e vértices de todas as formas possiveis.
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Mesmo depois de levar em conta as repeti¢cdes que cancelam g! 29 ainda sobram muitos termos
iguais: o fato de ainda termos N variaveis de integracao mudas cancela o N! advindo da expansao da
exponencial com a interacao e o fato de cada termo de interacao conter p campos calculados no mes-
mo ponto introduz um (p!)N que cancelamos redefinindo:

Yo e
Pl

Sabemos (do formalismo canénico), que o cancelamento deste N!/(p!)" ndo é exato, dependen-
do de detalhes das contracdes escolhidas. Assim como antes definimos um fator de simetria:

N (1Y

S - (# de diagramas equivalentes)

E este fator pode ser maior que 1 se tivermos menos diagramas equivalentes do que inocentemente
se esperaria. Para ver como isto aparece aqui, considereocason=0,p=2,N=2(Q=4,q=2):

(x

Ska Lw, U <Lw de d “5 %5AL¥ W) 5&“\% A(z“ CARE 5 @(@d)m 5{*3\4’%\
SOE- SPE;
i

(ndo confundir o cancelamento destes com o de N! e p! N)
de onde podemos extrair todos os termos que contribuem para:

o

Inocentemente teriamos 2! adivindo das integrais em x e y e (2!)? advindo do fato de termos dois cam-
pos em x e dois em y, para um total de 8 termos iguais. Mas veja:

R

:-1—- - . . J Z2,-\W, Z,-W\
A &,guk«wkuhw\ by Bleow By o ey’

£,{ 3 (v —\U;b\ ({)(\) si*b\(b%\ + )E(lhuh\ d)(\\(bot\ C\)%\X -

ignoro os termos em que %%(z\ age em no mesmo campo em que agiu i pois este contribuem
S SHW
\

[para Q D\
=1

l ‘ sb@b S&N\i S(t-w,b\ﬁ(z u@(bc\s{) A\ LX(«O—VJh M—n\(bmﬁt)(\a%

|
Ny SA e’

Xég(\t—%‘b\ﬁ(mw@[ S0~ ‘”'«\qﬁ(xa\ 3 d)(\\]—l- &(“O—NQ %(M-\\[S(WL -1 aM\ BN —‘6\ d)bt\]}’ -

1
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= g | ‘SA “{X(““ﬁs\ﬁm“«“““““ SRS Ry +

N A0 slu-y Sy S j 08 9 &bz-q% =
=1 g‘)q\ Jj“h N A\(K“VZQ = X g&'x t)xq*b /lm(‘l'“b\
O que é 4 vezes menos termos iguais do que esperdvamos. O fator de simetria aqui é 4. De fato:

<>

-y
N

(mais uma vez ha uma outra forma de olhar diagramas para obter o fator de simetria na pg 94 do Nastase)

Vemos que estamos obtendo as mesmas regras do formalismo canénico (s6 que no espaco
Euclideano):

(1) para cada propagador: % o G = A (%« \ e
(lT'B* P s

A P (11“' ‘t\\

p linhas

(2) para cada vértice: ( A \g ()‘1

(3) para cada ponto externo: X, - /)

(4) divida tudo pelo fator de simetria

(eq. 42.1)
Regras de Feynman NOo espaco dos momentos

Conforme visto na pg 30:
Clhr, 0= O S (B 0 G, o)

satisfazem conserv. de momento

A P4-wN
fp V7 Apy=

(.):lT\H P;*’ -~ Pl"' ~> (eq. 42.2)

O propagador Euclideano é:

A(«a—w\t

E adotamos novamente a convencao para direcao de momento (lembrando que estamos no Euclideano
e ﬁ'&":-"e"‘e)ﬁ -APX ;\(7“
«—— = ——% €

w \
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Como derivamos as regras no espa¢o dos momentos a partir das regras no espaco das posi-
¢oes, e ja mostramos que estas sao as mesmas obtidas na quantizacao candnica, nao ha novidade al-

guma aqui.

Regras de Feynman para uma teoria BosOnica em geral

Suponha agora uma teoria mais geral composta de um numero arbitrario de campos bosoni-
cos (veremos adiante que a quantizacao de campos fermidnicos é mais complicada), que agrupare-
mos usando um indicer:

CISQ X O3 b b\ DA, = A b= AL bEAL S
= id)d)L)Aﬂ\

Com a acao livre dada por:

So = _%_ cy'YL Z (pR(K.\ A-r:,s (bs ()
S

Ex . Q_q: \gﬂy*"“’:’. O o

N
O -()Nv) +\M: G

O 0 (%MD_&A\)B

YxY

Este operador deve ser invertido para podermos encontrar os propagadores. Quando ele nao é inver-
sivel, em geral existem problemas na definicdo dos campos. Vamos assumir que conseguimos resolver
estes problema e encontrar uma base apropriada, aonde ele pode ser invertido (mais tarde veremos
um exemplo especifico, o campo do féton). A interacdo também pode ser escrita em um forma gené-

rica:

)
S"k T T é\z An“.-.\np g&n,(%\"‘(}n((ﬁs\

1Ty

\\T M nao ha soma subentendidal!
pode conter constantes (acoplamentos) ou operadores

diferenciais agindo em um ou mais campos (o que torna isso

bem mais geral que ¢")

nteracao envolvendo p campos (r;e rj sao0 genéricos, nao necessariamente iguais nem diferentes)

Independentemente da forma de A, esta interagao colocara p campos agindo no mesmo
ponto, o que leva a um vértice com p linhas saindo. A forma mais simples de ver a regra para o vértice
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é considerar a fungao com p pontos externos, especificamente o diagrama abaixo:

/7 "\ vértice de p linhas conectado a p pontos externos

e

Podemos entao seguir o raciocinio usado para passar de 40.1 para 40.2. A generalizacao de
40.1, agora que temos varios campos, é:

1) 2 Dy D AR A P¢¢
G’*\K@“'“\"' i““‘ﬁ“\szel"‘zswq o B, . ) Cgb ot

2/\—/ (b-_()
a funcao depende das coordenadas dos pontos externos mas também de qual campo age ali

Especializando para o caso com apenas um vértice (N = 1) e numero (e tipo) de pontos exter-
nos iguais aos da interagcao temos (n = p):

AN D

(1) 3/ 1\, Do SB_% /.,\/\/\
CTP K@‘n.ﬂ\-n i“P)Y‘P\*B: < ne C[)*Q”\-"hr(”’\ =) ABAB"""" (J)M'"Cp“"

gN--'RP

b=
o produto escalar tem integrais: 3‘\‘"51 3‘6* SO0 SER

Agora basta lembrar que a exponencial com as derivadas deve ser expandida e o Unico termo
que sobrevive é aquele que tem o numero (e tipo) de derivadas que coincide com o que esta dentro
das chaves. O efeito destas chaves vai ser conectar pontos externos e internos de todas as formas pos-
siveis, mas s6 estamos interessados no diagrama acima, onde cada ponto externo é conectado ao vér-
tice. Neste caso cada par de derivadas vai produzir um propagador, assim como vimos na pagina 40,
mas pode haver uma outra contribuicao, dependendo de A. O resultado sera da forma:

( ] ]
Gy (Gt - ety = gcJ ) I VTR AR
ﬁ) estou ignorando estes indi-

ces que seriam fixados por

>( (_\ g% .o S grz T deltas de Kronecker, assim
( \ R
Q\an

%Er(w% como as deltas de Dirac fi-

\/\/\/ am as coordenadas

Isso é o que chamamos de “regra do vértice” e no caso de teorias ApP, obtemos (veja pag 40)

a‘% \ qu—?jx , ..X(Kp— B\

Mas para uma teoria mais geral pode ser mais complicado. Passando para o espago dos momentos
temos:
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p linhas

e SA«‘ay<9“Wh*%wxzu§_ S
f Sy Sy

a menos de um fator (,{\‘r)" S (s 40, (eq. 45.1)

Um exemplo trivial seria:

Sr:g&x1Wm

N
X o= =\ & et : H\

8 ... S | MEde | =
m O N JCA YR
N\

- \ 0\,\( _8—‘,. _8, )("\S(‘(‘( =\ _8’ _g, 1,‘ - S - =
®- S.%S S0 i ¢ ) YN Graipi TP (el =

cluce hovat )

= -\ 3% PRRICEUANCELNRICS NS

_ —)\,_IS ‘l( e;\C(er—...'f"ﬂc«-,S :_(J\,‘\r)" SH(Q["_L“{-Q(H) >\L|

NN
Quantizacao de um campo fermibnico

(Nastase 12 e 13; Peskin 9.5; Ryder 6.7; Ramond 5.2-5.3)

Passaremos rapidamente pela quantizacao de campos fermiénicos, uma vez que as principais
ideias ja foram cobertas na lista de exercicios. Estamos usando as seguintes convencoes:

. N Representacao Quiral de Weyl
o o 1 {\*: o < P cao0 Q ouae ey
ﬁ: 1.0
Y‘
Lo

1>X1
o (\‘\ag—; \Qb
g ((““\*: - “\&

-G o

(eq. 45.2)

Q\G'J\‘_:- X\w ?S\.: X\“

(eq. 45.3)




. R
E podemos definir 4-vetores, para as matrizes 2x2: | 0 = (1 )G_ S

N N
De forma a re-escrever 45.2 na forma compacta: \6\ - < o ¢
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—G—:ﬂ - (4 \ ol B (eq. 46.1)

—_—

G © (eq. 46.2)

O A G N

V=t o

(eq. 46.3) O 1

V=y¥

(eq. 46.4)

Com isto podemos construir uma agao:

Se = \ @ ~-)Y g:\c*’gﬂ

(eq. 46.5)

Cuja solucao classica é dada pela equacao de Dirac:

G'X - m\ \P =0 basta fazer a variacao em relacao a y, também podemos obter

(eq. 46.7) a equacao conjugada, para v, variando .

queremos prosseguir da mesmo forma que no caso escalar, rodando para o espaco Euclideano e fa-
zendo a integral de trajetoria.

Tomando o cuidado de manter a algebra de Clifford funcionando: {‘6\" \ \&‘ﬂg = 3 NN

()=
0=

(Y =
LoeS-1 = -

— qj—:\Pfﬁ‘a: \\)Jf‘d Ve (%= \Pé;tﬁ)i’B

E, nesta representacao: \{‘ﬂ BT (TNB‘-

- gas-yy| +—

= ,%a‘w J -3 . s g)k WA (T P -

;\ywu $late, XY TG @ha 2 )b ) Pte) B =

(eq. 46.8)

- S) YESAR WELELE BTN Ak

_ (o W, D! (- 3= e, )= ~gﬂ«ﬁ W (€Y,

——

Y
WGy YD T di®
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Temos que tomar um cuidado adicional, pois queremos preservar a anticomutagao entre campos
fermidnicos na integral de trajetéria:
)

A | NN A . R - .
Lol T{_ e Wied VLY. . \I)(t,\}mb 2- ol Ti NTRR 2D VLY. ‘i’(‘%\klo>

S B S
DIDy € i Wied Yoy veen= -\ PIPY € gy Yo Yy dee
—_— -

4 tem duas integrais pois o campo é complexo,
no caso do campo escalar complexo teriamos jv&* Vo

Fica claro que as funcdes que aparecem dentro das integrais fermidnicas
nao sao as fungdes ou numeros usuais, pois tém que anticomutar (seguem a chamada Algebra de
Grassmann). Podemos dividir o conjunto destes Numeros de Grassmann em dois:

+ . + +
Parte impar da algebra: & | W . Z,IO\\ 'Y \3 = {h\"\.&= %{c{‘xo\ ‘B = 0
Parte par da algebra: o d’ [-_Q\(\Jr )fk(’f\x =O

De forma que o produto de duas fun¢des fermidnicas (impar) vai ser bosénica (par)
(e é facil ver que [par . par = par] e [impar . par = impar] )

Numeros de Grassmann, definicbes e propriedades
(O mesmo raciocinio esta mais detalhado no curso de campos | de 2017 - pgs 132 em diante)
Precisamos de funcdes definindas em um espaco de nimeros complexos que anti-comutem,
o que ja havia sido proposto antes por Grassmann. Os niumeros de Grassmann satisfazem a seguinte
propriedade:

— ) — elemento “par”da élgebra
9,05=0n =0 S
J (commutative-number) um par de nimeros
de Grassmann se
O que tem diversas consequéncias: elemento “impar” comporta como um
(anticommutative-number) c-number
f—ﬁ m Yz A
> Ul = -0 = B
- A - a 3 L 3 (A (x
6 O (eq. 47.1) \_/YZ_C, By }2 )

b se afuncdo tiver paridade definida ela é a-number ou c-number
assim, se L NN s € € entdo A=A =0 ou Yy = &, = QO (ouentao os proprios a's devem ser Grassmann)
Na maior parte do segue, vamos assumir coeficientes pares, o que significa que estamos tomando a dlgebra de Grassmann finita,
o que quer dizer que, no exemplo abaixo, ndo ha outros impares além de 6, 1 e p para aparecer nos coeficientes:

V(G’VL‘?\T Q,T MO+ o\lvt-k 0\,))>J,0\1 evl+ O\SGI>+ A 2\: tog 9P

e considerando fung¢des mais gerais (sem paridade, ou supernumbers)
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Ha uma ambiguidade na definicao de derivada (temos que decidir se ela age pela direita ou
esquerda): &

BL
,_Qte,\—_ a4 030

[G\_O\ ~Q
)0 V= =

. 5 5“ (quando for necessario usar a derivada pela
Definiremos: —— = —— | direitaindicaremos isto explicitamente)

MM

A consequéncia é que a regra do produto também fica modificada:

P

os operadores diferenciais também sao impares sobre a algebra:

2 sﬂ " ZB»L LY

/b (eq. 48.1)

(eq. 48.2)

decorre que:

d Zeafla ZoN: ALY rz 6 6. r&;

— ¢ = YL% € — g €
oy Iy

Para definir integrais é natural assumir que os “infinitesimais” de Grassmann também anti-co-
mutam:

{o, Ly =0
oy =0

M Pte,q) =_ SAe gva P(e,vpl

E para que esta integral tenha a propriedade de ser invariante por translacoes nesta variavel:

que resolve outra ambiguidade de sinal
(se fizemos primeiro a integral de fora
o sinal fica invertido)

SA@-O (56@2/)

(eq. 48.3)

(eq.48.4)

C)@ ?Ce)\z/\ = C)@(O\Q-I— «® + X \'L-\—O\ 612\ o, + W, \l” ()CGJVL\

0 que pode ser mostrado em geral, ou seja a integracao e a diferenciacao tem o mesmo efelto.
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A funcao delta também pode ser definida:

%(Vl_ ﬂ :?,_V (eq. 49.1)

o) = °\+9~"2

SJV( 3= 3y - (brp =1 5 5 8- 0) :532 (r-P) (ot )

\ 0700 -\ 5= ww arbp = X(J’\

>

A mudanca de varidveis multiplicativa (por um nimero complexo) na integracao também pa-
rece mais com uma mudanca em derivadas:

Sb’“” EE L R N

Para numeros de Grassmann complexos:

(QYZ\* t—,vf@*'-‘ —@*VC’ g g)‘l=&c\\i:0 X g‘”{‘l‘g‘\’i‘(—.'\}

(eq. 49.2)

(eq. 494)

Isto € analogo ao que teriamos obtido para integral gaussiana de varidveis complexas:

_2,“-9‘2 _z¥.9r2

_ 1
(AITL?" (ﬂ';\q’* Q.J‘

(eq. 49.5) (eq. 49.6)

\/_‘
[
W'R
N
1y
o

\/_‘
(e

)v W-R
_
1Y
D
\Y
QY]
[




Suponha um caso bidimensionat
() () ga = e e o
(T = (U 20N = I D0t U = 2 e e,
et AT A, e Y,
SWVW iy

Fazendo uma mudanca de varidveis,obtemos:

\(L:(V\K /\(\}N c G:}yl
Y
Q/\VZ_)_T_(M,\A <, * Mqlxlx(/v\m <A 4(\[\;3\@(2_\ =

= ((\/\M Myse Moy My Y2, oty = DETLM oLy

(eqg. 50.1)

Entédo, se queremos que: S5Y21 AVZL \!’)1 TL_ = g§a4 2943_ oey

temos que exigir: gYZ1 A\(ZL :(DETﬂl'\lxﬁ I, 5*,_
37 30% = (perfn ) D=

entao:

* _7—, * %
q:%Vb I 395 M, € 7=-g§o<q b d=a 0= ¢ .

Sgi W= DerlAT)

(eq. 50.2)

Note que integracao de Gaussiana com numeros de Grassmann esta nos dando o Det ao
invés de 1/Det que tinhamos com numeros complexos.
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Usando derivadas em a, podemos também mostrar que:

gb_L '\°& K;I,}) CEQ‘AK: A_\)-%DL‘T[A}

(eq. 51.1)

Podemos definir uma ”fungéo de Grassmann” (que é impar, para cada valor x, fornece um a-number)

\PO&S = Z_pﬂ. P, L)

A

como:

\/\/
L,; {(/)L} base de funcdes usuais (dh ¢ C \

coeficientes sao numeros de Grassmann

E generalizar as integrais funcionais Gaussianas para fungoes deste tipo:

YRt

%D\?D\y = Derlan)

(eq. 51.2)

O Campo Fermidnico

Conforme mostrado em exercicio o oscilador harmonico fermidnico, na presenca de fontes:
N e L 0 2
AT

pode ser descrito via uma integral de trajetéria em termos de numeros de Grassmann, e obtem-se:

N _ +od =20 ,;\NL'C~S\)
e < (eq. 51.3)

Isto é praticamente o mesmo que um campo em 0+1 dim., temos:

Z[vl\KX:Spq;p*) exr’{;\ T (:C\,(L},t-\u)w ] ‘Z+{\P}\§ i
—_—

/ —> \‘)\:‘ =—L(;§E*\U\3

- SW Dp o g gez_q)— De \v} ' xgk [91+7 ﬂ\S

B Z[VZ\KXZZLQ\O] Ew{- Sgs 3 ?/(53 D, ZLI\E

(eq. 51.4)
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E _E(s-) _.;\.4(5—'6\)

-1
DF(S,R-PA( x d - w\] -\ e - O(s-1) €

al  F-w+ A€

(eq. 52.1)

Note que: (1) Temos apenas um polo, em F = W-4GC

(2) Isso significa que se fizemos a integral no hemisfério superior (Im E > 0) ela da
zero, e somos forcados a fazer isso se (s < 1), portanto a integral é zero para (s < t). No outro hemisfério
(obrigatério se s > 1) pegamos o polo e obtemos o resultado nao nulo acima.

(3) Basta substituir a Ultima expressao em 52.1 para obter 51.3 (incluindo o limite
de integracao, que impde s > 1)

Passando para o espaco Euclideano: T = - )Ctg
Z. [y 1= SDE)FD‘P Exe g‘)te TIi(_ ‘\’be_wB\‘% *S“HE —H;E T+ k

suprimindo o “E”
™ _
= 22 [0,0)) Exﬁégn ds ) D(s,z)wziz\K

~Se= =90+ T Y g 52

- i E(s-)
DCS,Z]:(BJ‘+WB1=;\ e e’ .
ST E + W (eq. 52.3)

E rodando de volta para Minkowski com Ce= (-r+€ B E (para evitar o polo), voltamos ao
propagador em 52.1

Agora basta aumentar o nimero de coordenadas espaciais para obter uma teoria de campo.

€
Como ja vimos em 46.8, no espaco Euclideano temos: i{x - \V (5 + m> \\)
- £ €

A funcao de particao obtida é:

2PN = \PFTP or) (R« (T .

(eq. 524)
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Atencao para o indice Espinorial:

S " Y= gék’f[@k\@u\

U:Q,J\i,"'

g’ - () 79 el 90

T (IS Y

2N = Z00) e
N ("(*'B\

= 'I'”\_“:,;\_ -AJ_E—- <
Sele,p= (A RN

(eq. 53.1)

~ W = 8\1(“' Pl:
() Seleyp= D67 =

Usaremos com frequéncia a seguinte relacgao: /) -~ P/ - kv _
_{ 4 L~ Pl b o

Voltando para Minkwoski, obtemos:
N P'(“-'b\

- S — — v gf"(‘*'b\
S(,.n(»t,‘b\= i\ & \ —— = R
GRY  —f i

. Q . Q {))'_, ml - r)"_)_vv: —':\,e
-tE—_&“t ()E :(-n*—e)() 3 - -

LT L PR RS N AR

oy -
fo = =%,
I do e N A £y
) g(:ﬂ“ PPt AE (eq. 53.2)

Teorema de Wick para Campos Fermibnicos

Como um exemplo, consideremos uma teoria com um escalar ¢ (com fonte J) e um férmion v,
interagindo por meio de um termo S - [‘U, P, &1, neste caso poderiamos escrever:
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207 - €T B 2o ) 20(5)

(eq. 54.1)

que é obtida segundo exatamente o0 mesmo procedimento usado na pag 33. A Unica diferenca esta
notermo - X quetem este sinal pois o termo de fonte tem a forma: ? P+ IPVZ,

N

MY P+ P
Logo: \l() @S <t °

7 p+Py
Y @S
1

O lema de Coleman (eq. 38.2) também ganha um sinal pelo mesmo motivo:

\’t‘
= E\ y O zﬁﬁﬁnlzz[ S 9 (UJ\P) v(w>

5‘\’ e =
\Z SVZ_ \\)L\\)’O (eq. 54.2)
_ ~§1( 13035 YLS L2
2] ¢ RED) 2
% — D) V-4
= G_ETPSF%J@—SI(\P)\\J‘E\“”TY (o\[Jl =
\V:\—PZSEO
s _ - _
) _}'STPSFS% %%¢A§fé _ST_(\p)‘\Jl(b\i-\lJ-zv’L"hytbk B
- e o e y=§=9<0
(eq. 54.3)

Regras de Feynman para Férmions (Interacao de Yukawa)
I, =gVye

As funcdes de Green da teoria serao nomeadas:

[fop ordem na expansao perturbativa

(™)
{ L numero de pontos externos bosénicos
numero de pontos externos fermidnicos

A regra para o vértice vem trivialmente da funcao de trés pontos:

23S, 3
RN S S Fsﬁ, &# 3}{ \ STV
G(An\ 6‘{(‘)( Bws SS%\Q Z gAw\u\Pcbwv’Z'LY Jﬂg

=¥z
— 5 indice espinoriais subentendidos t'-— ‘l
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3 43I d
. avS SO a &«# 3& égbta\ t(m\\{J(kb\ e\/\/\/ é

s6 quero o termo O(g')

—_—

23S, 3
:eé‘l’ 3P

AR -
SUE o g peadip(de Tmngades -
indice espinoriais subentendidos

-~ gmw Y L s N Rk

5 Se. o \ \ﬁlm\@h\ $(\r\ YLy =

(-5 %
zgﬁ‘z‘ é‘b;( S Gy 3;\\[ MORLT P W Ly, “‘Wh\g“b\ \th\]

X¢—>— o
N&o quero o diagrama de bolha no vacuo: Quw [
E
—_g 3131 3%(-%(34 3) )[—‘{’(&\ 5(\0»-“6\ “{7(\«)\ 5(;)4 - w\ 9 (1—31\ \_*;(\6\ Dlw -b;\ NN }; BAHS

=+ Sl 7 WO BN S, (-0 B At

o (e 29y T seurtd o st i),

== gé‘w Al w\‘& c\%( S Sp%a‘bb\ [—SF(w-B\“PMM'B«\-Sﬁtm-\uﬁ%«\“em\}

= —‘6 Mo N (6 ) i&‘% bﬁ%ﬂ (— Ce (.Ba - -bﬁ\ESFCw - ‘b\ 5(“33\ M I - Setx -\053(‘3-’)1\3(“ '?b%\] -
5

)
gé‘w A(@M\i
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D

N 1 ] ]
O A S B

(eq. 56.1)

(Espaco das posicoes, Euclid.) 3 ¥ (Mink.)

T :
P o Y
1N - N -y

)0 w,d
A importancia do ordamento do campo fermidnico cria uma importante diferenca entre um
loop fermidnico e um loop bosodnico, pense no seguinte diagrama:

.\6 (eq. 56.2) "6

"~ total de N linhas saindo do loop

’/b«m’ vt—')\
/ x-S 5% v
Sy bﬂm— s_\? Se X t\{}z,\‘{i (51\\

Temos varios termos deste tipo:

<3 53, < SN (Y ) < =D ¥ G

note que estes vém todos da interacao, por isso a ordem \P \\)
Para obter a combinacao ciclica (ja que é um loop):

g\:(z 513,, o Sk (b ?5 Sr (?Sﬁ 1 ‘5 SN < T«(ESF(BVB)\ o S'z('b‘“ "b"\J

(loops de férmions geram tracos)
temos que trazer o ultimo campo para a primeira posicao e entao aplicar as derivadas:

TN E ) = -WGITEN TP )
( N2 )

passo por 2N-1 campos

De onde vemos que, além de qualquer sinal que venha dos vértices (-g)", temos uma regra de
Feynman nova, devemos multiplicar por sinal total negativo toda vez que aparecer um loop fermio-

. ~ . AY
NICO. Vocé pode checar, por exemplo que o mesmo loop gerado em uma teoria M)3 Do
nao tem sinal algum além do que vem dos vértices. X

Regras de Feymnan para interacao de Yukawa: -

PN g = A ‘“P e P V\GX
\{S P g . \@*P Eﬁ_\h‘ —f A

><p
\‘, 1
\K'F \//klw _ (multiplico por -1t onde
= - :g A:E ew(l ?)\ L = # loops fermidnicos)

1 1\

'

(direcao é importante)

w)%

%

(Espaco das posicoes, Euclid.) (eq. 56.3)

i ) a contracao dos indices espino-
O P e - (. contrag . P
~. riais vai produzir um traco)
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Quantizacao de Campos de Gauge

(Nastase 16, Nastase Il 11 e 12, Peskin 9.4, Ryder 7.1 )

Voltaremos agora ao “mundo bosonico” para lidar com um tipo bastante especial de bdson, os
Bosons de Gauge. Estes campos vetoriais sao introduzidos em teorias toda vez que assumimos a exis-
téncia de alguma simetria continua e local (simetria de Gauge), em geral postulando que o contelido
de matéria da teoria (escalares e férmions) se transformem sobre alguma representacao de um grupo
de Lie (embora seja também comum pensar em teorias de puro Gauge, onde temos apenas os campos vetoriais, comumente
chamadas de teorias de Yang-Mills).

Neste caso, o campo vetorial deve, para manter a invariancia da acao sobre as transformagoes
do grupo em questao, se transformar da seguinte forma:

AN(\\ —0 /3‘/,(,&\_ 1 Ar, AO (no caso de uma simetria U(1), abeliana)

(_E\/V constantes de acoplamento
alec L— indices da representacao adjunta do grupo

“ (N <
A{*‘ (}'\ v /3“;(‘3'\' .4_. C)N >\(\\ + ( /_\p) >\ (Y-\ “ )Qr) ¢ (vao de 1 até #Geradores do Grupo)
B ;El—o constantes de estrutura do grupo

(no caso de uma simetria ndo-abeliana)

E

Estou pensando em uma teoria invariante sobre um grupo de transformacodes internas (que misturam graus de liberda-
de do campo e ndo sao transformagées do espaco tempo). Os elementos do grupo tem uma forma infinitesimal:

&
?S(P‘o\z 1+ Aol T *\DC%\ —V ET TL} = A : To (= zero no caso abeliano)
Lc;geradores
algebra do grupo

Os férmions e escalares da teoria vao se transformar em alguma representacao do grupo:

V. GA“* t \), S\J(l\l( \ (° \ (1 _1\

Lv matrizes que satifazem algebra do grupo, ex: (nucleons em fisica nuclear)

S 40N )

(pions)

qu
o QO
1 c0

(383)

Vamos nos restringir ao caso abeliano, por enquanto, e comecemos tentando o caminho ingé-
nuo, andlogo ao que fizemos no campo escalar:

= (37 -—NEW I I\rg e Lrefoomyp 43}

— exP| —& \ ) I AF(‘(—\E( l
: ey Py

No caso do campo eletromagnético (sem interacao com a matéria):

N+ )
2[33—_)\(8“9% S( + 3 AN
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L—_ ‘-_4_ ]:N\/ Fuv:_l(aNA"-é {'\H\(JHP‘\)'BV/J\HB

I (4R Y\&\jh\ SRy O R gc\u LATOR

(AR = Ey s A —( A O R = (5 A9 0,R

\/\L/'\

d - (‘@3) Ay Ay SA ‘Bv’*ﬂ IR ) A,.a“ )=

(eq. 58.1)

=1 A':(Amtl— ava,J}/Q

j<_/_\ (BN\ID - éﬂ AV)A\)'—'O (eq. de Maxwell )

Em principio so precisariamos inverter este operador, mas ai esbarramos em um problema:
imagine uma configuragao de campo especifica (estamos somando sobre TODAS ELAS):

A'J(x\ = al’ o< (W
(DI""D - 5\/5,3\3,’“ = (Ubo— ‘)\)DSD{? O

O operador tem autovalores zero, e portanto é singular. De fato, a integral:

%D/.\IJ sxrfigcm Ap (8“9‘ - YBMI\}

vai receber uma contribuicdo igual a“1” cada vez que considerarmos uma contribuicdo deste tipo. E
divergente. Podemos ver que esta divergéncia é transmitida para o que seria a funcao de Green:

Copr D= 90 VP = E Sieam
c)“$ \L I

/\,&m que ser realmente grande para satizfazer isto)
v X PR
(0-3,)D () = ) O (x P

A raiz do problema esta na invariancia de gauge. Quando somamos sobre diversas configura-
¢Oes de A, somamos inclusive aquelas equivalentes (ligadas por uma transformagao de gauge) o
gue é uma forma de “multipla contagem”.

A, —— A,
— /\X

configuragao nao devemos incluir estas
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Temos que forcar a nossa integral de trajetéria a considerar somente estados inequivalentes
por uma transformacao de gauge. Uma forma ébvia de fazé-lo é fixar o gauge, mas como fazemos
isto em uma integral de trajetoria?

Fixacao de Gauge em Integrais de Trajetoria, método de Fadeev-Popov

Comecamos fazendo a rotacdo de Wick para o espaco Euclideano. E preciso atentar para o fa-
to de que A, € um vetor de Lorentz e sua componente zero também deve ser rodada:

-\ - = . = —'.\\L‘1 ()0_— "J’- = '\ —é’—‘ = )\3
\(O_k —-k: —'\Y\l 5‘(,0 AX:' 1
A < /“\\1 (eq. 59.1)
(M) - _ _ . — = — _o.x‘ , a
ER= = Sl dife = A n doay = h B = A B P P
Y Az sy 4= e o, . VELEN AR PN (&) @4
icmz ‘-q NY ‘_ = _':( ra,\\ - %r» “" \‘:_ T,‘- “‘IAF - —i /u“ ‘_ \ - _111-,4\} F %
- ™) \| ~(E) (?)A —CE)
o™ 4 Q)
N%A\( DCE,.\ = g‘)te (31- g (
73{{ (53

\—\/—E\N\_/
O((E) 4 —(E\ (E) {(E(e\\ ( (q\} S(E‘B
EM = N - 5 9 [

1 (eq. 75.3)

Esquecendo o indice (E) e fazendo uma integragao por parte (analogo ao que fizemos para obter 58.1,
mas aqui ndo ha termos de borda por definicao):

LAY (0 [ 2au(5m 3 - 833 |

~SemA
Aidéia agora é queem: 7Z '—S ?A Ld>e ™

temos duas “somas”:

(1) uma desejavel, sobre todas as configuragdes fisicamente inequivalentes do campo A, que criam
o0 comportamento quantico do campo

(2) uma soma igual a anterior s6 que com todos as configuracdes levadas em outras fisicamente equi-
valentes por meio de uma transformacao de Gauge, para um parametro de Gauge A especifico. Clara-
mente temos uma “copia” desta para cada escolha de A, o que acaba virando uma integral em A.

Se conseguirmos fatorar a integral acima em duas: S ?/4 6O - %3 \ EW/A‘GF(\\
» ) A

integral para os diversos “Gauges”a/}

integral sobre os campos fisicamente relevantes (Gauge-fixados)
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e eliminarmos toda dependencia em A da integral de trajetdria, entao a integral em A vira um fator

multiplicativo em Z, completamente irrelevante (é o “volume” do espaco interno definido pelo grupo
de Gauge). Essa é nossa meta nas proximas paginas.

Para comecar, consideremos uma fixacao de Gauge covariante mais geral do que a de Lorenz:

‘)" /L\)‘ - C(_m} (eq. 60.1)

Dada uma configuragao de campo especifica A, definamos a 6rbita de A, Or(A), como o con-

junto de todas as outras configuragdes que podem ser obtidas a partir de A, por meio de uma trans-
formacao de Gauge.

Agora imagine também o espaco de todas as possiveis condi¢des de fixacao de Gauge. Se
estas sao “boas” fixacdes de Gauge, deve haver apenas um ponto de interseccao entre este espaco e
Or(A) (para cada configuracao inequivalente):

O.QCF\‘\\
\\
AN OK(/’\\\
\
Aq
/‘\N Orc(AY
Inequivalentes
(ndo ha transf. de Gauge fixacao de Gauge 2

que leve um no outro)

fixacdo de Gauge 1

Vamos assumir que a interseccao é Unica, mas existe um problema conhecido em teorias ndao Abelianas com esta suposicao, as
chamadas copias de Gribov (outras interseccdes, uma infinidade delas de fato). Ndo nos preocuparemos com elas pois (1) s6 apa-
recem no caso nao Abeliano e (2) mesmo nas teorias ndo Abelianas, sé sdo importantes no regime nao perturbativo destas.

Considere entdo que estamos percorrendo a 6rbita fazendo a transformacao:

(<)

()N X/“\p: XA,J 3 ‘)”%

0 X

/L\,J(t\ —v XA},(\(\E A,y + dp AN

(eq.60.2) \
ch(x\/ SO0y = = A (0 + —

a forma:

(eq.60.3)

E a transformacédo que nos coloca exatamente na interseccdo de Or(A) com a fixacdo 60.1.

Queremos entado provar o seguinte:

1T ]S/ -al g +eqp) = 2
z

CeR er Det(-3%)

(eq.60.4)
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porque se isso for verdade, teremos encontrado uma identidade:

S ?}{ 5 L ‘),; + Cj <t “§ funcional” no sentido em que a derivada

de’A tem que ser ¢ para qualquer ponto 'y

M
/) Vet (- S‘\S,\‘/V@ ) S( (),o /\(2\3\ +Ct“55\ (eq.61.1)

ef e}

que pode ser inserida dentro da integral de trajetéria de A e impoe, por meio desta 6, a condi¢ao 60.1
para qualquer valor de y.

\\\ Demonstracdo \\

—bﬂ()flrﬂ\+c = X = h = OV e W

) )
Podemos fazer uma mudanca de variaveis na integral emX: X — = X - X

= 4L SR =g
S,\Y(}Z@q ) 3[ Wl /\(2\3\ +C(*b)] g:‘;ﬂ@‘e)} S[ c\t{%ﬂ

'LE-R R \/\/\/

GCAN

Note que, dado o vinculo:

G- ()= = A +C = = F = Aslp s <)

SCA) YY) = - ey
4

Mostrando que este operador — o (*)“6\ age como elemento de matriz do Jacobiano de uma mu-
danca de varidveis:

Y — & (AN

O que é uma versao continua de:
S s N 1

STW Kf (043 - Sn\ ¥ S(a % )- \/D;(NA\ Der (1)

TL,-\ :/AW ﬁ J\t - Der (R 5“%
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Portanto:

Tl 1 ] 8[-

(eR \z\él

que é o que queriamos demonstrar

\\

Podemos entao, a partir da identidade 61.1, obter uma outra, integrando sobre as condi¢des
de Gauge (com um peso gaussiano):
- :f_-s«&yk O
N\ e € =

garante
a identidade

A O QO
N pe ¢ Derl- 83\ V7 5[—%"/-\”*0}9 =

- & (I (W)

DY N € Der (-3 =1

(eq. 62.1)

Podemos entao inserir a identidade 62.1 dentro de qualquer integral de trajetéria em A:

_STA) _STA) A QO (WAeY
YA € Orm = YA € OADer(-3) PZ N(‘*\ ¢ %

@\/

Nao depende de A. Este passo, aparentemente inofensivo, é onde esta

uma das grandes diferencas entre teorias abelianas e nao abelianas. Para uma teoria ndao abeliana este

DET[B(-,/S13 vai depender de A e nao podera ser tirado da integral de trajetéria. Neste caso seria-
mos forcados a reescrevé-lo como uma integral de gaussiana, ou seja, mais um termo quadratico seria
adicionado a acdo. E dessa forma que nascem os fantasmas de Fadeev-Popov (como veremos em bre-

ve)

_SE —STA T (WAL
VA € A@Dﬂ Det (-3 IN&) PZ YA€ =) OI4]
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Fazemos uma mudanca de varidveisem A: A — /A ‘3,4 9(

J4 sabemos que a acdo é invariante de Gauge, entdo: S [Aj - SEA—]

e vamos assumir que O[A] também tenha esta propriedade (o que é obrigatério para qualquer obser-

vavel: OCAY — oraY

_STA) —SEA) - A (I (b AR
'N\Ya €7 OmM = Der-3Wed \ PY [\ VAC : oI

a

(eq. 63.1)

w
Nao ha mais nada dependendo de y, logo esta integral é s6

um numero (infinito).

Esta é de fato a expressao que buscavamos, pois conseguimos fatorar a integragao sobre o para-
metro de Gauge. Todos as constantes fora da integral em A sao irrelevantes pois qualquer correlator
vai ser obtido via:

-SCA] S *SEFFLA]
o DA Oay @ 1 C DA oAy e
< A > = =
~SCAY ~SerefA]
¢ pae 1 ¢ pae
Onde:
S oA=Lt 0nN
EFF h : Y i—tx e (eq. 63.2)
~
&Gr— ( Gauge Fixing)

O propagador do Féton:

Podemos agora usar a nova Lagrangeana para obter o propagador do féton. Integrando por
partes podemos escrever:

SEFF- = g)"m £_% A, (SN*’ O — 4 ‘3‘)\ /’\ﬂ —-;—«/'\,4 dy dy A) =
—~  —

parte nova

- DCR A8 T (- 2y ) Aty
. — N\, (eq. 633)

‘ 21
(C,_‘O\)w(w‘) (que agora é inversivel)

\

b e
(5.7 2yl pre ™

Sen = 200 MOLS
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- igm VARSNGETAN AN('z\PSN pa‘.(LéBk‘,Jﬁ A, @) =
2
ERT YN YT IS
—_—

iy
¢,

(eq. 64.1)

Finalmente:

BN PQL‘(,I—SEB'P‘H"W] (OB(QZ\ gwlf

G = & (B -k kL

De onde vemos que o propagador de um boson de Gauge depende deste parametro o (que
esta ligado a escolha de de Gauge). No chamado “Gauge”de Feynmana =1 e:

(Moment., Euclid.)

(eq. 64.2)

(Moment., Euclid., Gauge de Feynman)

(2) 1
C—” (qz.)u='l\ = _E_ gr”

(eq. 64.3)

v
fixamos o Gauge e depois integramos sobre todas as fixacdes possiveis com a seguinte distribuicao:

_ A %()\’L QW)
=<
o<_

COy<0

Quantizacao de Teorias nao-Abelianas

(Ryder 7.1-7.2, Peskin 16.1-16.2)
Queremos agora quantizar a teoria obtida para um campo de gauge nao-abeliano:

Ty (rﬂv\

Assim como no caso Abeliano, temos um problema com a soma sobre configuracdes equiva-
lentes. Agora as configuracoes equivalentes estao Iigadas por'

pv\ '"A/.lt 4y Ar’ ——(AH) 't 6 L/\r,t +%:),,l —M-/t
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Podemos definir uma identidade idéntica a 60.4:

1 = D)C S(G—(/"\x\\ DETLSGL (eq. 65.1)

fVmculo G (A ’C\ o \17 Para o vinculo que |a usamos (pg 61):
[8G (AN
ber [ ST 2 D23

N&o precismos fixar o vinculo, apenas assumir que ele é linearem Y :

DETPGM\I AR = ALA]

nao dep.de p (invariante de gauge)| (eq. 65.2)

e podemos tirar o determinante da integral em 65.1:

JTAT) = \ DY s(et ™)

(eqg. 65.3) (compare com 60.4)

Inserindo a identidade 65.1 na integral do funcional gerador, temos:

o 5 I L

f (invariante de gauge)

note que estamos em Minkowski N— —

- C '
) 2 S(G(A’?"B\A&[Aﬁzl

xS (ADY A LA ] =

=\Dx \pA, ©

Podemos entao fazer uma mudanca de varidveis em A, que é a transformacao de gauge que leva

MY M
/Q\., _P /\p
A medida de integracdao nao muda, a final de contas a transformacao de A ndo passa de uma transla-
¢ao seguida por uma rotagao (unitaria) do vetor A?, entao:

Y

2 = Y4 DA:\ S(G—(A? 3\ A, [AS)

Nada na integral em A depende de y, isto nao passa de um
Y ~______p infinito multiplicativo.
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E aqui que surge a diferenca entre os casos abeliano e ndo-abeliano. No caso abeliano, para
uma fixacao de gauge genérica:

G-(A) = 3" AL - weey =P (AN = " Ap+ 3T -w

-5 53
BRI
A [ A,,l também independe de A

e pode ser tirado da integral e ignorado (outro fator multiplicativo)

Agora temos:

G = R -y = (AN Y () PR +V“Q’°AHYS~“@\

~, N1 - 4 N ok
N _&cr S (zsm N N - 4}; D,
L—.) Agora A [ Aﬁ*:\ depende de A

g (“(A"\ é uma matriz quadrada (indices a e b) de dimensao N2-1 (a,b sdo indices que numeram
87(*' os geradores do grupo e estamos pensando em SU(N) )

Podemos escrever o determinante como uma integral funcional de fun¢bes de nimeros de
Grassmann:

Jer M = XD_C_ DC_ G_%‘)‘LZ.N\.L

I campo de numeros de Grassmann. Multipleto com n
matriz nxn componentes, No caso em questao isso significa
campos se transformando na rep. adjunta de SU(N)

Finalmente:

AJAD = ver %G(A Yl e De ©f &Sa& (- (W;C\i

fatores g e -i incluidos na definicao
dec
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C [\Adjunta de SU(N)

Anti-comutam (estatistica de férmions)
) Relacao spin-estatistica errada!
Escalares de Lorentz (spin 0)

L— Fantasmas (Ghosts) de Faddeev-Popov
N ~L _ AT c,.o.rk. N} q’_x
Q&mzaxﬁmxuzgpﬁa-BQ YA\ ¢, -

N

_ (3
= —-c, QC,. _ BQ <o AN(A/J ch (eq. 67.1)

g/\ﬁ/\/ —
Termo cinético: Jp Co. 'C q
(\ﬂ o o~ X\ Interacdo Ghost-Gauge

) *\)\r _LL(\L—
CCEMTP> =SA_‘L& A S e

_ N 0
() K BQ Ay

k ‘ a\-
e = S " Qe
P (eq. 67.2) C\»‘~1 = ? M
(Espaco dos momentos, Mink) ’,L" « F\\ 25 P
H__X

Acoplamentodegauge ¢———— T (eq. 67.3)
(Espaco dos momentos, Mink)
Com isso em mente, temos:

: 8,)\( &\/M tLere

ztﬂ:% DA DD e §Q§Q>

Esta d é tratada da mesma forma que o caso abeliano, e temos para uma fixagcao genérica:

S(etw ) =S (VA -w)

A\ ' Q—
Basta multiplicar Z pela identidade NC%X ?Lﬂ @ g ;\g — /]
K’\/

'\—~—p Escolhido de forma a garantir a ident.
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E fazer a integral em ® usando a delta:

SJ&W+&m

2[5)= 2\ DA Dede e x| 1 -2
.

e I
Absorve as normalizagbes 6\’(5]:

(Gauge Fixing)

Podemos inclusive incluir os férmions para a lagrangeana final:

O(,;‘ (I‘,J\,\ ____@ A/\ ¥ \\) -\m\\‘) +C( 3" D >c,

(eq. 68.1)

\]"‘\é\ﬂ[ (),; - LX Acr,; th —

9_< AMLH AP

" a(-c qq_
_V:DHAt—bvﬁ:#BV AV

N
Depende da rep. em que 0s vy se transformam

(esta forma é para a fundamental)
Lembrando que ainda restam indices escondidos nos férmions:

Tpy > T iey- Pon b 1 N
.J ,¢_ﬁmmmmm

indices da representacdo em que os férmions se trans-
formam (neste caso a fundamental de SU(N) (A,B=1...N))

As regras de Feynman da parte fermiénica ndao mudam muito, basta lembrar que temos um
numero de férmions igual a dimensao da representacao do grupo. O progador sé muda para incluir
o indice da simetria interna:

")

Y

L s, L (Caross
*———>——e 3 N ——>—e T —A 3 N
P+ 4G (eq.68.2) P - 1€

(Espaco dos momentos, Mink., Iy = Diag{1,-1,-1,-1}) (Espaco dos momentos, Mink., Iy = Diag{-1,1,1,1})
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Uma vez fixado o Gauge, podemos obter o propagador para os bésons de Gauge a partir dos

termos:
o83 =3y 25 ( I AT

%AK A(amm 3y A %(3,A“”§]=

SX"L g QH(ZSMD 3 r),)\f\ 4 _K QA( BH é\)\ /3‘\\3

(e ATyl

— 4 —1> temos que inverter este operador

T

= (0 1k o, A AT € [w%%‘3“}%,\?:‘

(W 5‘ (2w’

(AWY (2w l

:E(Lﬂ‘ ) w(ﬁt\S&[(l— Bﬁp& " &JA S

Este operador tem inverso e podemos mostrar que este é:

1 4 Y — B N N ;1%5\(
=%5w 2 IR ) Ay € &jﬂv@;\f(iﬂ)‘)‘w%v]f\ )&

Y

D[ILS::: ﬁ[gw*ég~\y‘" ]6%— Net% mzs%wzrwl\?

(Mink., Momento)

(eq. 69.1)

Notando que temos N?-1 propagadores idénticos.
A interacao dos férmions vem de (assumindo que se transformem na rep. fundamental):

Y(:P -y =D X@\Qﬂf*‘?tﬁ 5

ANE T "‘Xﬁ Crg

(eq. 69.2)

(Mink., Momento)

Temos ainda alguns termos provenientes de — ﬁ— (Fr,o: \ .

v
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UZ}-C\ 0;/’ c\_\l

-«T(m*:-g(m_m#agwr (3 ey [

rs_{:') termos com A?, ja levados em conta no propagador

Vwrc ANy V«q\ra g IATAY () AY) -
6 ’

Na—sV ; & C ; Q:—’qu; ¢~ c Na—V | fen? C
\

AP Wc/_\m )

a(-c N C m\c.\ Voo
2o g FeRa e

<l (& AMZB - (;Mmﬁ—xh\ap” Saa “b\”i dpe °g"3c¢ -

\

(Mink., Momento)
C) g (eq. 70.1)

Seguindo a mesma logica, obtemos o acoplamento qudrtico (sao 4! contragdes, mas somente
6 delas sao diferentes e se repetem 4 vezes, o que some com o fator 1/4 da Lagrangeana):

=‘k8[f&c€m op ‘”_Zv?ﬁﬂ (“cerue N W o \“
C\p ) i PQ\“(%L(Z?{W ‘A\vw-“&rgg\}

(Mink., Momento)

&N
\ Q}_\O

(eq. 70.2)
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A introducao dos Ghosts de Fadeev-Popov pode serincbmoda, mas nao leva a nunhum re-
sultado observavel que contrarie o estabelecido experimentalmente. Em especial, nao introduz ne-
nhum grau de liberdade adicional na teoria (que continua sendo uma teoria de bésons de gauge,
férmions e escalares, conforme o caso), e portanto ndo ha escalar com a estatistica errada. Nao fare-
mos isto em detalhes, mas é possivel mostrar que:

wwm

polarlzagoes longitudinais dos bésons de Gauge

o que nos indica que os Ghosts agem como graus de liberdade “negativos” e sua Unica funcao é can-
celar as polarizacdes nao fisicas dos bdsons de Gauge.

Este cancelamento nos loops deve estar ligado ao mesmo tipo de cancelamento nas pernas
externas, fazendo com que nao seja possivel observar nem Ghosts nem bdsons de gauge com a pola-
rizacao indesejada. E possivel usar as transformacdes BRST para definir os estados fisicos da teoria e
entao mostrar que estes estados (que incluem apenas as polarizagcdes transversais dos bosons de
Gauge) nunca sao levados nos estados nao fisicos (Ghosts e Bdsons Longitudinais) pela evolucao tem-
poral do sistema. Para mais detalhes veja as notas do curso de campo de 2013, pgs 153 a 165 em

http://www.ift.unesp.br/users/matheus/files/courses/2013tqc2/tudo_TQC2.pdf

ANN
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O Grupo de Renormalizacao

(Peskin 8& 12.1, Ryder9.4)

Vimos que, fazendo a renormalizacao de uma teoria, podemos obter resultados que indepen-
dem da dinamica no ultravioleta. As divergéncias somem e conseguimos uma teoria que funciona.
No entanto € um tanto misterioso como as excitagdes de maior energia da teoria podem ter tao pou-
co efeito. Vamos entao tentar ter uma imagem mais clara de como isso pode ocorrer.

Comecemos pensando no funcional gerador de /\75\1:

EC:Q=& =y Q;XCHAQQZ T A(WL\\ eLg[.r.Jqﬁ]
be.

v

brey= L5 S Lo
v ae Pl
unitaria

Pen=TT (s

fazer uma regularizacao por cut-off significa integrar somente sobre: 3{3(@) / | %l < N\

Q<>/\ — QBU)ZB: Q

pensando desta forma podemos estudar especificamente o efeito dos momentos da ordem do cut-
off: basta integrar sé sobre eles. Para evitar valores de k que, apesar de pequenos, tem valores enor-
hivt §
mes de k, e k, trabalharemos no espaco Euclideano.
e | <
E S~

Além disso, a teoria de campo no espac¢o Euclideano nos leva para perto de sistemas atdmicos, onde
podemos ter mais intuicao do que significa o cut-off ultravioleta e a renormalizacao. Um bom exem-
plo de um sistema de mecanica estatistica que é bem descrito por um campo escalar € um ferroma-
gneto na teoria de Landau. A energia livre de Gibbs deste sistema é:

e Sé’m E% (T +(T-T) s +es s

E a densidade de spin s(x) faz o papel do campo escalar, ao passo que o campo externo H é a fonte.
Nesse caso é bastante 6bvio que existe um cut-off fisico, nao faz sentido falar em flutuagées da densi-
dade de spin em distancias menores que o espacamento entre 0os atomos que compde o material.

Pensemos um pouco sobre este sistema em termos de temperatura: se estamos longe de
qualquer ponto critico, é de se esperar que hajam flutuacdes de spin na escala atdbmica. No entanto
assim que nos afastamos para escalas maiores, da ordem de algumas dezenas de distancias atdbmicas,
o sistema ja deve parecer uniforme e nenhuma flutuagao é visivel. Podemos descrever este comporta-

mento usando teoria de campos. Mas primeiro vamos lembrar um pouco da fisica por tras do proble-
ma
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Estamos imaginando, por simplicidade, que se trata de um material com um eixo preferencial
de magnetizacao

T~0O Magnetizacao M paralela ou antiparalela a este eixo

(<)

H= o ’-

\ ;> tanto o campo como os spins

sdo definidos na direcao deste
eixo

T~0O ——> Favorece M paralelo ou antiparalelo
H +o

Mudanca de H pequeno e negativo para pequeno e positivo | — Mudanca descontinua em M

Transicao de fase de primeira
~ O
T ordem

Tc > = O — Spins cada vez mais desordenados |M| vai diminuindo

=T b —o M=0O
H =0 LD
Valores grandes de H ainda induzem magnetizacdao, mas a descontinuida-
de perto de H = 0 desaparece. Este é o ponto critico (ou transicao de fase
de segunda ordem)

PAY (V\

Ponto critico

H

il

Transicao de Fase de Primeira Ordem

Ao longo da linha da transicao de fase os dois estados (M>0 e M<0) coexistem em equilibrio.
A energia livre de Gibbs sé depende de M e T e é dada por:

S| =

dm |

Perto do ponto critico M é pequeno e podemos expandir G(M) como:
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G(mN=ATY £ BOMW+ C(T) W

o sistema é simétrico por mudanca no sinal de M, entdo G(M) tem que ser par

Para encontrar o estado do sistema em H = 0, devemos minimizar G:

H=0 = s—c“~ AB(M) MUY W = 0O

M N

Resta fixar B e C, suponha que:

P,(=0 = M=o cLm)

SN

No entanto se B puder ser negativo (digamos, abaixo de uma dada temperatura) entao temos uma
solucao menos trivial:

DM

AT

=0 =D A
B(T<Te)< O T<le

VA o

l—\—l—o dois minimos com magnetizacdes opostas

Fica claro que podemos modelar o sistema definindo:

BT =W (T-Ted C(Ty=c 9, c > O
Neste caso temos: cimy <> T
O T > Te AN
/V\ q:\7 T< Tc

4/
e 1§ P
} L— C l — | < TC
D l\(\
Para obter o comportamento para H nao nulo precisamos resolver

) n
{

o |+

ou podemos minimizar (em relagdo a M): (/"\ H) = AT + BT > +CTD Mt SUAN
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Sé temos o duplo minimo paraH=0 eT < T_. Substituindo a definicao de M, e as expressoes para
) e C(T) na energia de Gibbs, obtemos a expressao que comparamos com o campo escalar:

2 H ey

Sc\% i« (7Y +(T-T) s st s\

L—O este termo adicional inclue a fisica microscopica, é o jeito mais
simples de introduzir a tendéncia dos spins de se alinhar

N .
Suponha que: HC)CB _ Ho %ca C"')B Vam,o:s verqual éa resp?sta em pontos longe de x. Procurando
o minimo de G em relacao a configuragdes do

campo s obtemos:

O= 56[5“\}: —N’S +2 E(T-TNs+1cS — H

1T>) = =p S <] . by _
[ 21e =0 wto Ds}mk = (<7 420(7-7) )56 = ooy

HCXB HO EDBCKD =P ( V +QQJ'( | - ‘C>> P(\(,) Ho 86}(\03
IL Funcao de Green!

Configuracao do campo s(x) que surge quan-
do o spinem x=0 é forcado a se alinhar com
H

e

D(»&t Y Ho @

Gy 2 Ty YT

_17-/<cj

T

0

Je
4

,yl
comprimento de correlagao ¢ é - El Or (’ - C>1

E importante perceber que, apesar do resultado depender dos coeficientes b e ¢, que sao da-
dos pela fisica no UV (fisica atdmica), a lei de poténcia em (T-T.) s6 depende de podermos expandir G
em série, e da simetria que o torna par. De fato, obteriamos o mesmo resultado para qualquer sistema
com esta simetria (existem varios exemplos). O fato de que podemos usar teoria de campos para
descrever certas propriedades de sistemas de mecanica estatistica perto do ponto critico indepen-
dentemente de detalhes na escala atbmica (a chamada universalidade) esta intimamente ligado ao
fato de podermos construir TQCs independentes de cut-off.
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Note que o valor de s(x) estara ligado ao valor em x=0 dependendo de quao longe ele esta
de x=0. A escala de“longe” é dada por &, note que este diverge quando chegamos perto da tempe-
ratura critica - o sistema fica fortemente correlacionado. Voltando para nossa analogia com teoria
quantica de campos, estamos falando de uma particula escalar que carregaria a informacao da exis-
téncia da fonte em x = 0, e que a “massa” desta particula (¢") é da ordem de [b(T—Tc)]'W. Se estiver-
mos longe da temperatura critica |T| >> [Tc|, entdo o Unico parametro que determina a massa é B(T),
que vem da escala ultravioleta da teoria. O tamanho de m é entao fixado pela Unica escala natural
do sistema, portanto esperamos que que m ~ A (que no exemplo seria o inverso do tipico tamanho
atémico).

No célculos que fizemos até agora, estdvamos interessados justamente no caso em que

m << A, e ajustamos os parametros da teoria para obter esta situacao. Com isso em mente, vamos
ver como fica a separacao de escalas na integral de trajetéria.

Z = [—DCZQ/\ txer ) — Akk[% (bﬂgb?*%"“)oqﬁ-\'%? &bjE
(

eq. 76.1)

[?05]/\5 T 99ty l\ by b1k R

[?&'4/\ Q NN N

-

f¢(<k\ (BN
O

7%3=
&) < 7 <l o V2N
D b= gy < 0,< |

z o W zZeh
D —7 PN + PR

% = —DCIS ?%Exf B Akm[%(bpﬁbfbp(,b‘?-\«%v»%((b—lqu\y\-\—%\n‘((f)-l—@\ﬂ =

A
Todos os termos do tipo (b(%q)(ﬂl‘) sao iguais a zero (ortogonalidade para k 1494\)

\gm

=?¢e

AR A U R A ) e APE A 2
Do Exf gu[;wﬂ«m; NOMES ,€1¢3q>+%¢¢l 14
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\
Queremos entdo integrar em qS , se tratarmos todos os termos (com excec¢ao do cinético)

como interagdes (incluindo o termo de massa), podemos escrevé-los como derivadas agindo

em Exf[—j-[od;g
Onde: N
L A _,\
o=\ & Py gy = | e (3T e QCK/«Q“/JCEUL)CB(%\:
o — ()\T[’SL (L,HJS\

=N B <A f-N< TARYN

i Clu 3 * @chm

q) (Q\ condicao para que ¢(x) seja real, ver Peskin

fe N1 pg 285

Isso nos leva a um propagador (no espag¢o dos momentos):

-{5
SD@ dusbley ¢ _o4 () 3(MPS @(Q\
e g L

(bUl\ (P\ -

S ANRS I ARYAN
() qgquer outro 0<

Os outros termos da lagrangeana de 4) sao tratados como intera¢des em teoria de perturbacao.
Tomemos como exemplo o termo chP

N PN 2 A
ExP ~gc\m(+gd>¢l) ~ (i g\acp ¢ 9

N Em principio poderiamos calcular fun¢des de dois pontos com quaisquer combinagdes de SZS
e ¢
\&r a A _\&r N *S&r
PP S P S I I X R

Mas se considerarmos que momentos préximos ao cut-off s6 aparecerao em integrais de loop

e nunca nas linhas externas dos diagramas, entao os campos ($ s6 aparecem em loops. Em termos do
teorema de Wick temos:

o= 29 80l - om_(2d 8] V-( o® ,g MJ>
1 T L X

estamos assumindo que os campos externos serdao P e ndo
A

)

operador com n campos fg
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J-
N R R I SRS
/‘): £ T e Yy J
X)W K )y (RN A
= N<IRN

O importante a ser notado aqui é que este termo também seria obtido de um termo — N (I)
na lagrangeana %

Para ver o que ocorre em ordens superiores, é util definir diagramas:

$I\ —b <IXT14M}A($(¥AELI>T=\_.%—\_§22__ v

s8¢ » < B

Em ordem A,’ temos, para a funcdo de 4 pontos:

—®—>©<

L—() mesma contrlbwgao acima

—D assumindo que o momento das pernas externas é muito pequeno comparado com
bA, podemos ignora-los e obter

L: L\ Nesd 5

equwalea

_ N (1-1> "‘B
Q= \fl%<%\ Cﬁ\\ Qﬁk\ (7\\ (1\ L-Y

SIS VALYAN
ot
— 3\ Lﬂ(i}
— 1 6T b

Note que se fizéssemos mais subdivisdes (multiplicativamente), cada intervalo teria uma con-
tribuicao similar:

(eq. 78.1)

) R P .N \ QJ C/ 5
J N\ | N
L. [ (,—] Zose dividissemos de formaqueb=c=d=..=0.1

estariamos fazendo esta divisdo em ordens de

l] randeza (que contribuem todas da mesma
LNC{L\I L N Ef_ J (9

forma)
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Este procedimento gera contribui¢cdes nao sé a ¢2 e ¢4, mas também a ordens superiores.
34
Otermo ¢¢ porexemplo:

”b\\ﬂ A (b 5+ B
~ T ——— (i h
()1/ \ (p‘.].ﬂ"l—fs\

Obtemos acoplamentos com derivadas também. Para o diagrama abaixo por exemplo, des-
prezamos o0 momento das linhas externas. Se ao invés disso fizermos uma expansao para 0 momento
externo pequeno, o proximo termo seria:

\_1 d \ﬁ J'\ by b
X = 0 Mgﬁ' TSKYU}J Quy +-

De forma geral obteremos todas as interacdes possiveis (de poténcias arbitratiamente altas)
entre o campo ¢ e suas derivadas. Temos diversas contribui¢cdes desconectadas que acabam sendo eli-
minadas pela normalizacao de qualquer correlator, entdo podemos finalmente escrever

contribuigrc?es conectadas de
(eq. 79.1)

_ .
dore= LQOT+Ing 4 Lagis (%

Este processo de excluir um campo das linhas externas da teoria fazendo seu momento (ou
massa) muito grande comparado com as outras é chamado de “integrate out” o campo (néo conheco
uma traducdo para o portugués melhor do que “integrar” o campo). Fagamos entdo uma comparagao entre a lagran-

giana original e a que obtivemos apds a integracao

D=k =nl

O< k<N —p Q<\D£\</\
. 1 N . >
Ao = (g KB(M%XJVMP\ R Y T RRAN

enC (9,03 4 b &+ 1 5 </
~—0 kb contribui¢cdes da ({)

“out-integration” de

-4 s o0 O N O\ -
=SJ’K\ - BCHA?\Q’OI"P\Mi(*"o*/—\*")d’*%()\yra.\}cb\‘-*/l& %L‘(b\ﬂ(b\\h.\
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Podemos voltar a uma forma muito parecida com a lagrangeana original fazendo as seguintes
definicoes:

c]) [ ’)Jrﬁ%\] 0)
L (e enR Y (Y e
Nz DN\ #0NT T

= (c. [ONCYSAy &
CP*QDBC’\ AT AN Q;A L

. No

\ > \ ) v Y \
oy SEFF=S°\"\> 1Y+ L > 30 QY v 9t

(eq. 80.1)

Pensando em todo o processo, o que fizemos foi:

L(9) l 3(4,4) _ L Soer (61

rescaling

'Sk ‘o
b= 3 b (—-? muito parecida com a original
qD A \-\(_\/ (mudam os parametros)
| LG BN
Y~ 95N N

Podemos pensar nisso como uma transformacao na
lagrangiana

Podemos, de fato, repetir o processo para uma nova “fatia” do espaco de momentos
(cbA < |k| < bA). Cada transformagao sucessiva resulta em uma nova transformacgao dos coeficientes
dos termos na lagrangeana (como em 80.1). Se fizermos todos os parametros desta transformacao
(b,c,...) infinitesimalmente proximos de 1 (o que equivale a fazer as “fatias” tenderem a zero) temos
uma transformacgao continua. Neste caso vemos que podemos descrever o resultado de integrar so-
bre os graus de liberdade com momentos grandes como uma trajetéria ou caminho (em inglés é comum
usar“flow”) sobre o espaco das possiveis lagrangeanas. O conjunto destas transformacdes é chamado
de Grupo de Renormalizagéo (RG) (embora nao formem verdadeiramente um grupo, pois nao sao inversiveis).

Notem que temos entao duas formas de atacar o mesmo problema. Suponha que esteja-
mos interessados em um processo qualquer em que 0s momentos tipicos (da particulas reais) sejam
muito menores que uma escala qualquer A (usemos a teoria escalar para ilustrar):

Método 1: 0[ [3,1(])\ + L MCV*'.LSP\’

Calculamos a funcao de n-pontos
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Surgem divergéncias assim que consideramos loops (porque é neles que entra a dina-
mica de altas energias)

l Renormalizacao

2

> 9
i = i(c)r,ctf ~1g\\‘“ d 2 ¢" + contratermos
2

VL
_ 2 ~Swm : . : ., :
Y= & as divergéncias aqui (nos 8's) nos forcam assumir que os
A = >\o = _ S N parametros nus (m,, A,) eram infinitos, o que parece criar

problemas para a série perturbativa

resultados finitos

2
Método 2: QL = 11[()"(’)\ _\_%M‘\ocﬁ_‘_,}lﬁ

Diversas transformacdes sucessivas em que “integramos” os modos de alto momento,
embutindo o seu efeito de volta na lagrangeana. Em cada passo temos sé integrais
finitas e os parametros da lagrangeana sao também sempre assumidos pequenos.

(ho << /\3 ()\ perturbativoB

—
> héde se tomar cuidado, pois A vai mudan-
do e por enquanto assumimos que ele
Vo /\ finitos! nunca vai ficar forte o bastante para inva-
o) /? nitos: lidar a teoria de perturbacao.

v
s_ /) S 1 x4%, \oT
EFF = _1(3,1 (b\ ¥ 3 ™ ‘P T /ﬂ + todos os termos possiveis (de qualquer dim.)

L—D resultados finitos (o campo que sobra é zero para qualquer momento um pouco
acima dos momentos externos considerados)

Os dois métodos devem nos fornecer os mesmos resultados, mas o seqgundo deixa diversas
ideias mais claras. Para comecar a teoria de perturbacao é valida em qualquer ponto do calculo, des-
de que a constante de acoplamento ndo evolua para valores grandes (o que de fato acontece em
algumas teorias). Além disso fica claro que todas as grandezas vao depender da escala que estamos
considerando (aquela que sobra no final, depois de integrarmos tudo acima dela).

Vejamos como a lagrangeana tende a variar sobre as transformagdes do grupo de renormali-
zacao. As lagrangeanas sao definidas no espaco dos coeficientes de seus termos (que sao operadores
compostos dos campos), no caso escalar, por exemplo:

/ —— p parametros que de-
C{\s 4 @»JCP \L-l- 1 m>¢3-+j )q)‘\1 n C@,qu\{ *_?Q + ___ finemoespacode
2 Y Y

lagrangeanas esca-
lares

Aa forma que definimos as transformacoes do RG este termo fica sempre igual.
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LN _
O ponto [/\"\ y MG, Y, i —io) ©,0 )D y o ?S é 0 que chamamos de ponto fixo pa-
ra as transformacoes do RG, uma vez que nele temos apenas:

L= 1 (Y

)

e portanto nao ha interagdes que vao corrigir os outros parametros e tira-los de zero. Perto deste pon-
to podemos ignorar as correcdes superiores na perturbacgao e simplificar as transformacoes 80.1:

(eq. 80.1)
e (ot e V(1202 T
_ _ - -
NEIEYEYCEY AN S I P

b C::CQ;—')

C\ - (C’ +A03(1 *_/-37:\8& L'A\ D\N D 29-G
:waQD)U rzs 9«15% . &

: [r2e9, o 0,00, -

Como b < 1, os parametros com poténcias negativas de b crescem, e os com poténcias positi-
vas de b diminuem quando aplicamos a transformacao.

/A

g R C

Os operadores cujos coeficientes crescem com as transformacdes sucessivas sao chamados
de relevantes e os que desaparecem sao chamados de irrelevantes. Os operadores cuja poténcia em
b é zero sao chamados de marginais, e precisamos das correcoes perturbativas de ordem mais alta
para saber se eles crescem ou descrescem.

no caso escalar: gbk é relevante sempre (independentemente do numero de dimensdes)
(b‘l §¢ Yy relevante
d=Y4 marginal
J > irrelevante

De uma forma geral, o coeficiente de um operador com N poténcias de ¢ (escalar) e M deriva-
das vai se transformar conforme (veja pg 79-80, note que queremos manter o termo cinético normalizado):

J -2 d_ M- 4
it S R

scahng da mtegral i . .
transf. do campo (eq. 80.1)  scaling das derivadas (eq.82.1)
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Note que a dimensao do operador é: P

D(m E(\Dw)mll N(%\"‘ﬁz O\N)m

7: L1) cada derivada aumenta a dimensao em 1
dimensao do campo escalar

Como a lagrangeana deve ter dimensao d, a dimensao do coeficiente deste operador deve
ter dimensao:

D[ )= D = L= e = &—[N(%\sr ~

gue é justamente o que aparece no expoente de b (com sinal trocado). Comparando isto com o que
sabemos da conexao entre renormalizabilidade e a dimensao dos acoplamentos, vemos que operado-
res relevantes (D, > 0) equivalem a interacdes super-renormalizaveis, operadores marginais (D, = 0)
equivalem a interacées renormalizaveis e os irrelevantes (D < 0) equivalem a interagcoes

nao-renormalizaveis.
Uma outra forma de relacionar o comportamento dos coeficientes com a dimensao do ope-
rador consiste em pensar que o coeficiente é naturalmente da ordem de:

COEF. ~ (mmnax& ) dN)M ~ (/\\ . dN)M

34 éw = Cur. ~ L,) irrelevante para momentos pequerics)s
l /{J— i | Pl<< A = J_L\JN,M 5
\
PERNLY

importante mesmo em pequenos momentos porque
A é grande

Este é um resultado importante porque nos diz que, pelo menos em regides proximas ao
ponto fixo da lagrangeana livre, qualquer lagrangeana, nao importa o quao complicada, acabara
se tornando uma lagrangeana com um numero finito de interagdes renormalizaveis.

Isto muda um pouco nosso ponto de vista sobre teorias renormalizaveis, anteriormente se-
guimos o seguinte raciocinio:

« observaveis nao podem
nao queremos ter um cut-off N —> =4 P
: B depender do cut-off
na teoria

assim sao finitos

\f W,

S6 consigo uma teoria preditiva se nao houver termos nao-renormalizaveis

Lz Sé teorias renormalizaveis sao boas (é uma “sorte” que a QED o seja)

sorte no sentido que, nesta visao, ndo ha motivo para uma teoria dl
independente do cut-off ter sido realizada na natureza
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Agora temos uma outra perspectiva, suponha que qualquer teoria de campo tenha um cut-
off - mesmo que nao saibamos onde ele fica ou qual teoria comeca ali (gravidade quantica?) - e que
ele esteja bem acima do nosso alcance experimental. O que fazemos é usar as transformagées do RG
para “trazer” o cut-off para perto da escala em que estamos calculando o espalhamento, e incluimos
os efeitos das altas energias na lagrangeana efetiva.

P
\
/\>/\\>/\

. Vo
—, DL (N2 L)

i; \ cut-off
3 A desta lagrangeana

Se neste processo as interacdes nao-renormalizaveis forem suprimidas, entao as equa¢des do RG nos
dao uma razao para que a QED seja renormalizavel: qualquer teoria com acoplamentos suficiente-
mente fracos se comportara como uma teoria renormalizavel em baixas energias.

E claro que temos que tomar cuidado com os casos em que os acoplamentos crescem, ou que
estamos um pouco mais longe do ponto fixo, vamos ver isso com um pouco mais de detalhe:

/\ Cb 1 =P Apenas o termo de massa € relevante, comecamos com Y, <</\0

3~ nintegracoes bY L -an
[4Q'S drac % m® = Yo, R:—

&Nib /\O 5 /\\ \m
) >

| IZAN

Q
Em algum ponto n Y- /\\ e temos que parar ai. Exigir que m’ seja uma massa “pequena” significa
exigir que a massa:
(a) comece perto do ponto fixo da teoria livre e mude muito pouco com as transformacoes
do RG, e somente o cut-off é que vai baixando;

LAY
e
ZAN
ou: (b) se ela comecar longe de 3., entdo ela flue para la e entao se comporta como em (a)

A situacdo (a) exige que a m passe extremamente perto do ponto fixo, e para conseguir (b)
precisamos escolher o ponto onde comeca a trajetéria com muita precisao. Caso consigamos fazer
isso, entao a previsao é de que mesmo lagrangeanas com operadores altamente nao lineares (longe
de 1..) terdo correlatores a baixas energias que se comportam como teorias praticamente livres de
escalares leves. No caso de sistemas magnéticos (onde podemos de fato ajustar as “condicdes iniciais”)
este comportamento aparece em modelos com mais de 4 dimensdes. Perto da transicao de fase de
segunda ordem destes modelos temos exatamente esta situacao.
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NG
&~J

) =

—p Neste caso temos que ficar atentos ao operador ¢*

a1
N +g\\(q+m\ el
0 . o

/ a 0 O

OuUTEoS

/l% ~
/ JH eq. 78 sO corrlge a massa X9 (J\lB

"
>\ SN L C \ —p A diminue lentamente conforme “integramos”

\§7 16T

S

{)Yh
/]
isso quer dizer que Ad* acaba sempre se tornando livre
= muito longe do cut-off (ou quando fazemos o cut-off ir
’ para infinito). Esta é a trivialidade de A$*4sem cut-off (¢ claro
‘ i A que a teoria continua Util se temos um cut-off)

os “outros” coeficientes
diminuem mais rapido
doque A

A
d~d,

)< 1

—p O operador ¢+ agora € relevante. Mesmo que comecemos perto da teoria livre o valor
de A vai fluir para valores maiores. Assim que nos afastamos da origem, temos que

considerar as corre¢oes de ordem A (da eq. 78.1). Para d < 4 temos:
>

N - /\’\
A (1-0N B\ - N

e S NANRS \

este sinal sugere que em algum ponto o crescimento causado pelo scalmg

vai ser cancelado pela contribuicao do termo nao-linear, neste ponto A para de mudar - ha um segun-
do ponto fixo. Este ponto se funde como o ponto da lagrangeana livre se fazemos d -+ 4, e os dois vao
ter a mesma propriedade em relacao ao crescimento da massa. Entao, perto de d =4 temos o diagra-

ma abaixo:

OuUTLoS

2 w
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(Peskin 12.2, Ryder 9.4)

A equacao de Callan-Symanzik

Embora o tratamento que fizemos para o campo escalar seja bastante claro do ponto de vista
fisico ele pode se tornar bastante dificil tecnicamente se formos tratar teorias mais complicadas do
que o campo escalar (sabemos, por exemplo, que a QED tem problemas com regularizagao por cut-
off). Vamos entao tentar achar formas mais gerais de encontrar as equagoes que estabelecem o fluxo
dos parametros da lagrangeana. Para isso voltaremos ao formalismo das teorias renormalizadas (em
gue fizemos A- so e inserimos os contratermos)

/\ —> SN Trajetoria infinitamente “longa” (em Passa arbitrariamente perto
&4——> numero de iteracdes) antes que a &4——> de um ponto fixo
W< N\ massa cresca (mas sem passar nele)

Perto do ponto fixo, cada iteracao a mais move a massa muito pouco, mas vai desaparecendo com
todos os operadores irrelevantes. Acabamos com uma teoria que s6 tem operadores relevantes
(os termos originais + contratermos) mas com coeficientes que foram corrigidos uma infinidade
de vezes (0s &'s sao divergentes). Fica claro que as lagrangeanas que estao nestas trajetorias sao
um subconjunto de todas lagrangeanas possiveis.

toda informacao sobre o fluxo dos coeficientes irrelevantes foi jogado fora

ainda podemos estudar os relevantes e marginais, mas ndao em funcao de A e bA

Neste caso usamos as condicoes de renormalizacao que sao definidas em uma escala de re-
normalizacao. Vendo como os coeficientes dependem desta escala 1, podemos recuperar a infor-
macao do fluxo.

Comecemos com uma teoria escalar sem massa (o termo m2 renormalizado é exatamente
zero). As condigdes para teorias massivas nao servem mais (0 dA obtido das condi¢bes la usadas tem
singularidades para m2 = 0). Usaremos entao uma escala arbitraria M:

ficando na regiao p2 < 0 temos uma analise
analoga ao que fariamos no espaco euclideano,
onde tudo é mais simples. O comportamento
para p2 > 0 é mais complicado pois temos que
tomar cuidado com singularidades advindas
de estados ligados e ramificacées
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Com estas novas condicoes:

< ) 9@ ¢C‘P3\ﬁ-3:% / RN

Q

. £ G (0P (-eN1> = 2 /p‘= M
P

(Z ndo é mais o residuo do polo da funcao de dois pontos)

Para ver o efeito destas condi¢des, considere que a teoria tem uma interacao de Yukawa,
temos:

.Y
A )= DTN [
?0 ~~_A Ck‘“‘\) &’/‘-

kip
V»\r\‘=o — D= p- \(016% —Sw\\
S "

= g A (BN DO-1N = (782 -5

D A PV A T ‘1\\\
L\d" ‘L\l

a parte que diverge nao depende de p2 portanto sera cancelada por
algo equivalente em om.

1
* e Lo = ‘6\+} LN(MB\I&—L—
. | O \LCV._'I>

nao contribui para dm, apenas para 6z.




Teoria Quantica de Campos I

Se fizermos esta regularizacao por cut-off, as contribuicdes para 6z e dm, se misturam e nao
fica tao facil ver que a massa nao sai de zero, por isso continuaremos usando reg. dimensional. No
entanto, para deixar claro o papel do cut-off, faremos a troca:

e T A B e \
— w
| \
se comportam da mesma forma }

O mesmo seria valido para A4, mas teriamos que ir até dois loops para ver a primeira corregao
em OZ. Essa separag¢ao nos permite esquecer totalmente da massa e analizar o acoplamento. Nos diz
que (como sé temos polos em d = 4) as divergéncias de 6Z (e o)) serao logaritmicas.

Note que poderiamos ter escolhido outra escala de renormalizacao, M’ para a mesma teoria.
As funcdes de Green da teoria dependem apenas de mg, A, e A. M s6 aparece quando fazemos a
troca:

e I
60 7 )¢
N\ M

AR E YOV RARGINAY B Z 2] T 0,00605Y . G k1>
S —_

() )
G— (‘(4,’(;)..‘)‘(“\ ()‘o <V1-1\Kl3h”\\(\\3
O que acontece se fizermos uma pequena mudanca em M?
M — M FSM

A= A+
Q
qg —D (/\ ) VL\(#) o
Na fun¢ao de Green s6 importa a mudanca em Z (ja que G, s6 depende dos parametros nus):

Z-_ A . (,\ . SYZ'\ :E—-’V—_\_ - 2—"‘/; ——-D (/].‘.SJ\\\ Z—“/‘L - (r] PV\B'\\Z-“{‘L

Pensando em G como uma funcao de M e A, esta trasnformacao é dada por:

LG = DT M £ 0§y 2 nsn
b/\’\ 5>\ (eq. 88.1)
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Definindo os parametros adimensionais:

}3: B)\ Funcéo beta X\ = _{-%\Em Funcdo gama

(eq. 89.1) (eq. 89.2)

Temos:

(&%f"\ - ﬁ%}\—h&\(ym =o\x A
O M d X\

w\
m 9G szl” I WAl

b»f\ Sf’\ 6f“, )
F -

~)
ﬁ\/\% + Pf;iﬂnﬁ\] & (x”,.,)\c,\-)/\/\))\:O

Pensemos sobre e y:

_> Sao 0s mesmo para qualquer n

sao adimensionais, e nao ha qualquer outro parametro com dimensao de massa

)m,,\w > p=pOY  P= 0N

)
[\/\ (—)% M P(’\\j{\‘ +MW\] G (\“u'“)“f\‘)’“\))\:O

Equacao de Callan- Symanzik (eq. 89.3)

)3 ( /\\) 44— ligada a mudanca na constante de acoplamento

6‘(,\\ 4— ligada a mudanca no campo (field strength)

Esta equacao nos diz que a mudanca em M sera sempre acompanhada e compensada pelas
outras duas.

Podemos generalizar o argumento acima para outras teorias renormalizaveis (com acopla-

mentos adimensionais). Havera uma funcao y para cada campo e uma funcao [3 para cada acoplamen-
to. No caso da QED (sem massa, m, = 0) (n € o nimero de elétrons e m o de fotons):

5\ /
3 R\\\C\
3 2w C)t+ w =

(eq. 89.4)
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Calculando as funcoes B ey

Mais uma vez, fiquemos na teoria Ad* sem massa. Como estas funcdes nao dependem de
qual funcdo de Green usamos na equacao de Callan-Symanzik (CS), podemos escolher as mais
simples:

/\a \* )\4 o
(f’um + Vi t— —+ P@’ FO0NY
_,—\/_\,

sabemos que daqui s6
saem contribuicdes para dm

Como o caculo de dois loops é trabalhoso, acaba sendo mais simples usar a funcao de 4 pon-
tos. No entanto podemos obter alguma informacao sobre y daqui: como nao ha correcdes a G? em
ordem A, s6 introduzimos a dependéncia em M e L em G em ordem A2. Assim a equacao de CS para

G@ fica:
(N +J\f@ﬂ ey -
)" 9@ : %\ T2 L N0+ 00

\90\\ —) ©

Passando entao para a funcdo de 4 pontos, temos:
% ) } x. ﬁ
G :><-+ §§+)6<+§><+X+®<f\
[ + }90& ‘3 + P m(p,lpl A =0

Ja calculamos esta funcao de Green:

61 =+ (-‘Q\L [;\I(&\+L\J[J<\+ L\J(M\}- '«%A : —\_\
T :

L
n e
{:’;}f

propagadores da pernas

externas

(que tem correcdes ~ A2
conforme vimos acima)

Nossa condicao de renormalizacao agora exige que as correcoes a A se cancelem em:
P

S:tl N T — N\

O que nos da um contratermo:
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1
0 d
5y - (- N3t = 30 g e
(V)

& “B (w(q—@ﬁ\x\

doot: st/\’{ ' _LH(M‘SJ“‘]

Q (41T 2-
(—o indep de M e finito
Temos entao:
Mmd & 3E 1T QG“L(—C - @C'\\\Tq‘ =
m o[y 3 )
O, \ vem tudo de §,)

[N &%\ PO c% + W(Aﬂ Moo

i§ats
OO OO

\ W
34/ _ e 90 = A\
T PO (-2 -0 T+ 1B 2 o

PON=AT BA+C N+

(VY= L A-0
o

(K\= A -i§=e 3[f=0

——DB'\ —r\CSQ
CAB SLAY ol =3

o tem que ter no minimo de ordem A2

olp=3a" o
P T /
F (\f”\ B (eqg. 91.1)

-
So

Com este resultado, podemos voltar na equacao de CS para a fungao de dois pontos e obter
a primeira contribuicao a funcao y:

[ i + pm S M@\ oa =0 PO

) \OL\\ A+F R MY 00N

ST AR LR (7Y e Ny N Il
M
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De uma forma mais geral (qualquer teoria escalar renormalizdvel sem massa), teremos sempre:

C—E}\CPS - r CLE:.:L LQQP\-\' R_— + ...

vg/contribuigéo nao-nula com o menor nimero de loops

¢ . B
R Rk SR RSO E
o\ . divergéncias em 8Z sao Logs
& = - /\é— vz
M

d M P/C)/_/a depende da teoria
A~ k9(>?\> j(-,— 'vci__ﬂst+\()((/\w\\5

é&: ~ O™
d X

3 }90\3 Yl
LSRN )

—
@( ,\) \9( > OCN CONSH—LQL)\“\
% \_/\/_\/

90 O(AY

W > | =0 A contribui¢do do termo envolvendo B vai ser sempre de ordem superior a que envolve y

_—:E(\As ‘ = — ;i{\l\é—
P> :)T\B% +B~ﬁ\(/\\ T:T = O =D \(\ 2. c)/"\%%

Se lembrarmos que 8z tem que cancelar a divergéncia dos loops em alguma escala -p? = M, conclui-
mos que:

/A— QA\./_\_). ';t—:. :\‘3132? —"'—1} =0
(’{A (-P*\ k+ P( >v> x
P=om

sz= A LAY o s Lnen R

(eq.92.1)

—_—

coeficiente do logaritmo divergente J
que contribui para 6z
(0 mesmo ocorre na QED ou Yukawa)

Podemos obter algo analogo para a funcao 3. Pensemos numa teoria com um acoplamento g de um
vértice com n linhas, a funcdo de n pontos sera dada por:
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m

M— T —®—
A N

Z—ﬂ algum invariante do tipo das varidveis de Mandelstam

(s6 estou interessado nas correcdes a um loop (por ) o N
isso ignoro os produtos entre contratermos e entre estamos assumindo que as condi¢des de renorm. sao

1Pls) para todas as variaveis deste tipo ~ -M?

(o

(ﬁ\ﬂ mai ('ABMBZSE\ ‘6 s *Z -32 =0

Nao sabemos, a priori, em que ordem de g temos a primeira contribuicao a % ou %%x , Mas pa-
ra que 3 possa cancelar estas contribuicoes ele tem que comecar a receber contribuicées na
mesma ordem em que 5,6 ou cb%zg e, em L.O., podemos ignorar estes termos

a ' N & ’ . . . l] 5 2z, =
(V\J_m (_LX% +“A 2132,5 _,\F('& —L‘é 31 1{\/\ SRE . O
— a \\ 4
JB(QG\ - (‘/\J_{v\ (_ X% +§(A 2;%25

Mais uma vez as condi¢des de renormalizacao nos dizem quem sao 49 e 6z

:-BQ’“/\
%7\

(eqg. 93.1)




Teoria Quantica de Campos Il

i =Y LA

Um fato importante a ser notado é que, como ndo estamos interessados na parte finita (de
fato somente no coeficiente da divergéncia) - ndo precisamos ser muito cuidadosos ao especificar
as condi¢oes de normalizagdo, basta fazer qualquer invariante (que fixa a escala dos logaritmos) igual

a -M2. E claro que isso s6 vale em L.O.

(eq. 94.1)

Argumentos semelhantes se aplicam para teorias mais complicadas. No caso da QED temos
(gauge de Feynman):

%(63:1N\_Q/-BL :/] é%
j & dm (eq. 94.2) \6\\)< : am 3 (eq. 94.3)

X
RTINS i N VR r\rv©

w

(= & [, wed 08 -y
53 5/'\ (c—* i i > 3\ (eq. 94.4) 3

Se modificarmos os &'s calculados na se¢ao 10.3 do Peskin (egs. 10.43, 10.44) para férmions
sem massa e para a condicao de renormalizacdo em -M?, temos:

2 = /N )
S'\:gl="‘c l[l /3‘\ 3o N___i L“ L\t
S} ( {\l\:\l -V (9T > Mm>
55=_§\i_l"(1-5/l§ L - N LN(_&\
O

De forma que:

(=2l La\] =€
@ () >M£(7m ( ”\\\X (T)
%\3((’\: Ql

ALT >

Pled="m [‘m 7\\\\ -

Importante: a sutileza aqui é que escolhemos um gauge especifico, entdao algumas destas
funcdes mudam se mudarmos o gauge, outras nao. d, (ligada ao propagador do elétron) N30 € invariante de

gauge, 83 e B sao ivariantes (ligados 2 polarizacao do vacuo).
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Vamos tentar entender y e 3, escrevendo-os em termos dos parametros da lagrangeana nua:

A
N G (Y= 2(mY G0

M= NS =5 G5 g+ 0N §

O significadodeye 3

<
I
-
cAN
—
N
ay
A
- 6;
11

IR R TS SO L LI Mt N
-V, YL qg = (/V\\ LPo
==z (M) Cbo

Y Z (S
2(my

Da definicao de y (eq 89.2) temos: )

. mg NI SIS S D TG Y- lcm\\:
i = &f*\( q> < Sm

“1’5. = *
2(m)
N
T
3
A M =97
D - N
X\ 2N 5— —~ Y& ‘S?““\D(B;\\i%z
L Z ) (eq.951)  — |02 Jdm
que reproduz o resultado
L em L.O. de 92.1

mostra a ligacao entrey e a mudancade Z

No caso de 3, nossa definicao original ja era suficientemente clara (eq 89.1):

M — M +3M
A(MARY= MM+ d N

- m ) >\(’“\5 , 0 que mostra que [3 nos fala como o acoplamento muda com
)3 esta escala que escolhemos para a cond. de renorm. Veremos

em seguida que podemos interpretar isso como a mudanca (o
running) do acoplamento com a escala de energia do evento

M (eq. 95.2)
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Solucao da equacao de Callan-Symanzik

(Peskin 12.3)
Para estudar as implicagdes da equacao CS, vamos resolvé-la para uma func¢ao de dois pon-
tos de uma teoria com um unico campo escalar (sem massa)

a 1 _ . (k)_ n R : .
Din [TV = D D)= - GPJF‘M‘L\ =2 (R
e di;negséo -zMe 56 R
s B

numero (e naoum quadrlvetor

O RS uht

{Il

NP
/’\A\L i\k i{&("\ é:—()z‘)a
B\L_\cé(ﬁ Yoo v LM M m Ak
Q(S 'V A‘}Z—\ A S%‘

(eq.96.1)

Teoria livre: ,?=‘(\=O }Cﬁ Q.O\= -}Gcl\ =", Csm= ‘i;

Para vislumbrar como podemos resolver um caso mais geral, vamos pensar em bactérias (!!!).
Imagine um tubo estreito por onde corre um fluido com velocidade v(x) (x é a coordenada ao longo

do comprimento do tubo). O tubo estd infectado por bactérias, cuja populacao é dada pela densida-
de D(t,x) e cuja taxa de crescimento é p(x)
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— —_ —»

\ | \ \L( :
RO =~ B W N Y 1 P
\ ( » ataxade crescimento e velocidade
=  dependem de condicdes no tubo
(eg: espessura e iluminacgao)

F\p em um dado ponto x,,

()_DC+1X\ p— —“\T("L) é,p('(: )\’\ + P(XX D({'—'\L\ JD > . :):p encolhe pois
Jt IV L9£t1<Df“]<

L modppeseo LA

L—O(s'( Q{V\\ — |

Jbao 1 K _‘)—«Dagi
% )t T

B\‘a—v W
-BL/\\ X fo-(_\t\
LPON-> 4 P O

G(\-\(&ﬂb a—b y (f)\,\

Esta é exatamente a equacdo que temos fazendo:

Suponha que conhe¢amos: DC-&=O)\L\ = D&(x\

Para saber a densidade bacteriana de um elemento de fluido em (t; > 0, x;) temos que olhar a histéria
dele. Considere um elemento que esta na posicao x, em um tempo t;, podemos descobrir onde ele
estava em t = 0, integrando sobre seu movimento para o passado, segundo a equagao:

3 (5 =~

c) R — posicao de um elemento de fluido indo na direcao errada (-v)

W (03 'L,]S = ¥, —7 este comecaem X,
W (), %) —o posicao deleemt=0

Portanto a densidade bacteriana inicial dele era: )7 ( (tae) \
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E a densidade em (t, , x;) sera:

Dl = Di (TS« Exf| 4t PW“\"MJ
i ’ ()

No referencial deste elemento a velocida-
de é zero e s6 0 que as bactérias notam é que a
iluminacao muda com o tempo:

J D(+HN— PE I = P)= Vi e
Jt

posicao deleemt=t’

o,
Dl =D (2iw0) B {2 LD
(2
k‘\» notacéo A d

Voltando a mundo menos infeccioso da teoria de campos, podemos usar esta solucdo fazen-
do as substituicoes adequadas. De 98.1 temos:

f—k O &F 0 = /™
&D () o G-&O\\)

(O =€ T N o) N | )
) N o

=M
0
redefino . . (eq. 98.2)
- _ d| e -‘k _ ﬂ
C’;m 2 (,E D— E\(f’\ixk l;( \%_ =

4.,——
a

= Iy

W=
Gm )= _—LC, AEYCRY N B ;%&[LN(%Q Q[,\‘wé-,»]
K=

(eq. 98.3)
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Onde: _ X , dlz({-)m:-m,r(z\
~ — E
YN L (kN = p (OnY

L))

7(03"5:“4
M) = A w@

v Lic Y,\ = descrevia a posicao de elemento de fluido em t unidades de tempo atras basea-
do em um ponto de referéncia x, em que ele esta “agora” (usamos t = 0 para agora e
t =t1 para o inicio, mas de fato quaisquer dois tempos poderiam ser usados)

\((L X\ =y Vai descrever o valor de uma constante de acoplamento modificada: que muda
quando mudamos k (a intensidade do momento) a partir de um ponto de referén-
cia (que foi tomado como k = M). Note que a taxa de mudanca é dada pela funcao

B

Isto € um parametro da funcao, apenas nos diz quanto ela vale no ponto de referéncia

QL\ =D “running coupling constant”

A Unica forma que temos de determinar a funcao desconhecida G, é obtendo a fungao G(2)

em alguma ordem de perturbacao e expandir o lado direito de 98.3 no mesmo parametro. Por exem-
plo, em A¢* fer. 98 .3

2)
C/m(h M \\—-/7\ e 00X ey Crt(h m\x(:ﬂ- G C/\(““"\\\\\
)\
NGO IR D I XIS R B

Também podemos usar este procedimento para a func¢ao de quatro pontos. Calculemos esta
funcao num regime cinematico bem especifico:

Gﬁﬂ\(ﬂ )P; )\"3 )R‘\ — (: = - E = C) (os quatro momentos sao spacelike)
e F‘}) =0 Xi# /b

Neste caso temos uma unica grandeza dimensional relevante E e podemos escrever G¥
na forma:

‘L‘\( P\ \ 7} —» podemos de novo fazer a troca Q_ — _>,
T E o P
DG Y= -9 Dfr\ % pw =o
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Lembrando das bactérias:

P
) SN YAy \ .
W = (MG (MENY EyP %(\Nﬁ/ ¥
Go(E, N @ 2 Y ExP )Y EL( M\} f[;(g_,x\}&
M
(eqg. 104.1)
De novo a fungao “inicial” é fixada por: \

A\
M) o . 5
G- (P N)=-> (-ﬁ—; FO(N) ! V\\ ( j(f(\((’\\\
X+
O (ME=MNY = G (M) = =X+ 9 (O™
G250y O

(eq. 100.2)

Agora podemos ver as consequéncias da eq. CS. De uma forma geral, qualquer funcao de
Green, quando expandida perturbativamente, vai depender de duas grandezas:

N 4a—p Constante de acoplamento
L
RV (’ (’, 4—yp Grandeza adimensional que mede a“distancia”entrepe M
M” onde A = A(M)

Para que a perturbacao faca sentido precisamos que A seja pequeno, mas também temos

que evitar que L
( ‘1\3>> A
M

As solugbes que encontramos organizam a dependéncia nestes dois parametros (A e o loga-
ritmo de p) em uma funcao do acoplamento (G,) e uma exponencial que leva em conta a “distancia”
para o ponto de referéncia M. Quando esta “distancia” é zero (estamos fazendo um espalhamento
com momento da ordem da escala M) vemos que G™ = G, mas se nos afastamos deste regime o
que as solugdes 98.3 e 100.1 nos dizem é que devemos substituir A por uma acoplamento mais apro-
priado para aquela escala: &, o que reforca a idéia de que este novo acomplamento é justamente o
acoplamento efetivo que obtivemos quando pensando no grupo de renormalizacao. Esta identifica-
cao fica bem clara na equagao 100.2 - ja que a funcao de quatro pontos sera diretamente proporcio-
nal a A.
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O fator exponencial da conta de acumular todos os re-scalings do campo entre M e a escala
de momento k (ou P). Cada mudanca destas vira um fator que multiplica a funcao e Green e em cada
escala levamos em conta o acoplamento correto para a escala. O nimero que multiplica a integral
é o numero de linhas externas (2 no caso de 98.3 e 4 para 100.1), como era de se esperar.

Para verificar estas afirmacdes, vamos obter X no caso da teoria A¢*

(91.1) =7 ﬁb\\— L 3 =1 4 \OL/\B T(Q)%\=7
[

_—

T\:ﬁ(;\—s —7 _A\_&\: ED/\A

_—

)
EGAY x[u( Q/M (ay

PYCATRINCRY
J\ \ 4_ (L'f\l ‘L]:LNCQ/\‘X
‘*\ £7C 25 ()

()

>

—

3_
(4T

| - 3A L .J(.g&\
CLAY M
Note que, expandindo em A:

— 3 Y . N _ _ ,). y _1_ N
Aﬁg\_jk+§§L(%:+qXA)A>\.éFL(b\+®(w
N~

0 = LM

(eq.101.1)

gue é exatamente o que obtivemos na pg 85 usando o fluxo do grupo de renormalizacao. Temos
também o fato que para k muito pequeno o denominador fica enorme e o acoplamento desaparece,
o que confirma nossa expectativa de que funcao B positiva significa uma teoria com acoplamento
fraco para baixos momentos.

Levando a frente a expanséo em A, temos:

/\(VL X\ A+ C >\ LN(SIZ/M\ » C )\ Ln (92/(\,\\-\_
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ni1 no»
AN

O que nos mostra que a expansao perturbativa vai ter problemas para k muito longe de M.
Para o caso em que o acoplamento efetivo é pequeno (caso contrério a expansio perturbativa realmente falha)
equacao de CS nos dd um meio de evitar este problema, ja que a expressao 101.1 representa a soma
de todos estes logaritmos e sua inclusdo direto na contante de acoplamento. Desta forma, qualquer
problema que possa vir do tamanho dos logs sera traduzido no tamanho do acoplamento efetivo, e
assim s6 temos que nos preocupar se este parametro é pequeno.

Aplicacao para QED

Vamos pensar na QED a curtissimas distancias (altos momentos para o féton) quando pode-
mos ignorar massa do elétron. Se seguirmos a mesma légica que usamos para deduzir as equagoes
de CS (pgs 88 e 89), podemos obter uma equacgao analoga para o potencial elétrico. Como o
potencial entre cargas estaticas é observavel, sua normalizacao é fixada e portanto nao temos a fun-
¢ao y (como tinhamos nas fungdes de Green). Podemos entao escrever a seguinte equacao de Callan-
Symanzik (para a transformada de Fourier do potencial):

[M 3{—\ -HS(@«\ %—e-r:\} \/((‘J (Y\)e'\\: O

\’V—/

o podemos fazer o mesmo que na pag. 96 e trocar a deri-
vada em M por derivadas em q

[‘\ 531— — (@ 3% +a [y mey= 0

Lembrando que:

(eq. 96.1) :V[ +X - Bé —;\6\} (x\

I=
\/ e W= ) )
C”(‘-\(ﬂ() ,\3=_EG&( A (Q} /\\ \ £ >r &x&[LN(ﬂXl Q[:l\ (Q,X\a
E=m (eq. 202.3)

i (e thes)

i
(\ (eq. 102.1)

\_D ?(“\ ;(’,/t\) =

\/(13/'\)&133

;e =PR(BY  |e(med=cn

J
I (R
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Sabemos que, em primeira ordem:

U= & a=p (=T 4 OET)

—
SNy e C (4,
Cll

Usando a funcao 3 da QED (pg. 94), \3(@3 =

, temos:

AT

) Fpeny= B o L Js ot duadu)
N INEAN h“x e am

N
__/\’L Lou(q/m\_,_c D (= 6|
Nl AT T =en C’Q

Tlamz) O

Er\(\\ -

II B ( Ql_‘\ LM-( q/(\l\\ (eqg. 103.1)

O que é muito similar a expressao 7.96 do Peskin, e fica idéntica se escolhermos M da ordem
da massa do elétron M? = Am? e, =eeA=e?,

Evolucao (running) das Constantes de Acoplamento

De uma forma bem geral, a evolucao das constantes de acoplamento de teorias renormaliza-
veis no limite de massa zero sera dado por:

— N 9 X =p(R)
A (p) =P J[—LW [ VMX] P

Na regiao perturbativa, temos basicamente trés comportamentos possiveis:

L .O. T L_ 7

B(N>0O R(AY=0 BlANY<O




Teoria Quantica de Campos Il

[5()\>0 p— O =v Y= O

La teoria preditiva a baixas energias (ou grandes distancias)

Teoria fica ndo perturbativa para curtas distancias, altos momentos.

ﬁ ( 7‘\ = 0| = A constante de acoplamento efetiva €, de fato, constante (nao depende do mo-
mento). A constante renormalizada é igual a nua e portanto os Unicos infinitos
possiveis na teoria estao em contribuicao para a field strength (Z), que somem
de qualquer elemento de matriz S. Sao chamadas de QFTs finitas.

[S (A< O | = Suponha que o sinal da funcao 3 da QED fosse invertido:

3 — — e‘
p=-LCe =p ()=
> 1 + C e° LH( P/{«\B

p—o oo €' —7 & Liberdade assintétical

J—a teoria preditiva a altas energias (ou curtas distancias)

Todas as divergéncias que aparecem para momentos grandes de alguma forma se somam para
dar um resultado inécuo, a teoria é bem comportada para energias arbitrariamente grandes.

Fica nao perturbativa para grandes distancias, pequenos momentos.

Os resultados acima indicam que tanto para 3 positivo quando negativo, temos uma escala fini-
ta em que os acomplamentos divergem. Mas antes de chegar nesta divergéncia o acomplamento fica
grande demais para que a expansao perturbativa faca sentido. O que acontece se sairmos da regidao
perturbativa? Neste caso nao temos como calcular a fungao B, mas as equagdes do grupo de renorm.
continuam valendo e podemos usa-las para uma discussao qualitativa.

Conforme nos aproximamos desta regiao de acoplamento forte temos que levar em conta mais
termos na expansao de 3, estes termos podem ter todos 0 mesmo sinal inicial, mas suponha que a
contribuicao deles seja de sinal oposto. Neste caso poderiamos obter fungdes 3 da sequinte forma:

a B pontofixo &, A PN //

—

\ no X P
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Quando A chega perto deste ponto A*, B vai para zero e a constante de acoplamento péra de
evoluir. Temos um novo ponto fixo, e:

P——D?vo \X-—z)/\‘{r

0

teorias com ponto fixo no ultravioleta ou infravermelho
(infrared stable e ultraviolet stable fixed points)

Perto deste ponto fixo (assumindo o caso B(A~0) > 0, com regiao nao perturbativa no UV):

P
R?DPN_BO\_’\*B B>D

_ _ B
J Y = =B ’—WS = APd= Mu C(?>
‘)l:“"(‘o%«)l /

K= -3 (L[Loo((‘//w\]\/\—/
(x - %)
Loe( X = 3F) = =B Lo (R + C
b
Nox= (R

r—o =9 \S e a velocidade é determinada
N P Ay pela inclinacao local de 3

Vejamos o que acontece com a funcao de 2 pontos de um campo escalar neste caso. De 98.2
temos:

(1=f
Glp ) = Cgfi)c NP N ) B &S{L"(%} $es) A]

\

P=mMm
para p grande a integral sera dominada -4 (= 02> Mpodemos desprzar s
por A ~ A*

parte da integral

2y

(m = 0™
Clpwmy & (5 (1) e §2 I Em C ()
\A

pe

g3 LIET Y
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Perto deste ponto fixo a funcao de dois pontos volta a se comportar como uma simples po-
téncia de p?, s6 que é a poténcia errada (do ponto de vista de analise dimensional). Chamamos y(A*)
de dimensao anémala do campo (de fato a fungao y acabou “pegando” este nome mesmo quando
nao ha ponto fixo na teoria)

Renormalizacao de operadores locais

Suponha que queiramos obter o comportamento de um operador local obtido como o pro-
duto de dois ou mais campos conforme renormalizamos a teoria.

@(\Q = operador composto de campos escalares

Da mesma forma que fizemos para o campo, podemos definir um processo de renormaliza-
cao para este operador, re-escrevendo a Lagrangeana de forma a obter um contra termo:

S 06

que garante o operador renormalizado \OM =Z ) (’“X \00 satisfaca as condicdes de normali-
zacao em uma escala M. A funcao de green em que estamos interessados é:

@ﬁﬂmwmﬂq=<wmmmm®ﬂﬁ>wW3)
. G

4 =
Escrevendo-a em funcao dos campos nus, temos: funcdo de Green com n cam-
pos e m operadores locais

GO (o n 312 20m) B (M) LD B Qlay >

Repetindo a deducao da equacao de CS, temos:

N
E{V\ J + ,3(/\3 J~4—nﬁ()\ + 1\0(’\\& G-(“ =0
Jr IA L,\

(eq. 106.1)

\[\ (\\ Mm 9 L ):Z@(r\\}

Em muitas teorias temos mais de um operador com os mesmos numeros quanticos e a mes-
ma dimensao, e neste caso podemos ter misturas entre estes operadores (as correcdes quanticas de
um deles vai gerar contribui¢cdes aos outros). Por exemplo:

@[f” P’ Vﬂl\\)
Ol: FN)\ Fv)\

Neste caso temos que definir um conjunto de operadores {@”?S de forma que:
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° < }&
A
OF = Z3 (™ Un
o que também transforma a dimensao anémala y em uma matriz:

SN EHOYIPRENE
aMm

Para obter uma expressao para v, calculemos a funcao de green com m campos escalares e o
operador:

-1
GIR 2Pl Py O, (v

estou permitindo que o operador “injete” momento
A
o\ S\
A Y4

Usando a mesma ldgica das paginas 92 a 94, se esta funcao de Green obedece as equagdes
de CS (eq106.1), entao:

> numero de linhas externas escalares

%D( )\= " %\ (—3\9 + é\ga\

(eq. 107.1)

Um exemplo seria analizar o operador ¢?, para evitar confusdo entre a massa introduzida por
este operador e a massa do campo escalar (que esta sendo renormalizada para zero) vamos olhar uma

funcao de green onde este operador carrega um momento diferente de zero, e definir sua normaliza-
¢ao por:

L

) . -
= OADPY doy>S =2 Xy
1 g
Sz N Py
\;:(\ :02- - _(v\u.
A primeiro loop a contribuir para esta funcdo de Green é (de novo, estamos falando de A¢?):
Tk
fern T= —':; = MM LAy L _
p 1 (>33 N (e +m)



Teoria Quantica de Campos Il

A~ B Y v A
- = '“—E S Fc‘i_:,i\ D=0 00K = AlF=1<k -1 )=/

Em -M? este loop deve ser cancelado por:

y DGa-3) A (> Lo (M) )
S =2 mhe N > _ Loe(m) +. ..
NNCTS (y\’\; ’ (eq. 108.1) NEINS

Como em A¢* ndo temos contribuicao de ordem A para 8z, entao:
(eq. 107.1 com %\62\ ~ O

(

B — N\
= M é _«5 = L _l‘ K\l -
qu J—fT\( ¢> A ALY L M V y QT (eq. 108.2)

Evolucao dos parametros de massa
(Peskin 12.5)

Podemos usar a evolugao de operadores acima para estudar a evolugao da massa na teoria.
Para tanto introduziremos a massa como uma pequena perturbacao na teoria sem massa, esta aproxi-
macao é boa desde que a massa fisica seja comparavel aos momentos tipicos (fica ruim para momen-
tos menores que a massa).

\Lm <— lagrangeana sem massas, renormalizada na escala M

14))
w n,D "; ) 3 n, ! “
CDE \= G—( 3+ Y'\l C} 1 ( \ G(. o 'f'(w\’“x C,—( Q)

A generalizacao de 210.1 para varias inser¢des do operador é bastante 6bvia:

S\
3 4 ey D m&wuﬂe“=o
N < + ~—+n
[ PO
\ 
aparece da mesma forma que o \,\f\ C)\

Se escrevemos: (y\\ ~/ 5 L “ -‘Q ) (pgs 88-89), sé que com o nimero de
CJ, = 2 Gﬂ\ C_ insercdes do operador (}) ao invés do nu-

mero de operadores do campo escalar (n)

(eq. 108.3)
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2. CV\\ — Q (»n 9\\ '
Entao: Voo d C _ Z L () &

dw

~~

de forma que a seguinte equacao garante 108.3 para cada ordem de m*

J 9 N+ \.Wl,_& ) A AR RN
[mé_{v:ﬂ—,%@\\c)/\w\ﬁ( \Qb Yo G U?k ) \—O

(eq. 109.1)

B__v"_\’*= AP T(()) — =
Lo | ey ™ RO e [0

=
O running da massa vai depender essencialmente da dimensdo anémala do operador ¢ na
teoria em questao. Este argumento vale para qualquer operador que eu adicione perturbativamente:

L(6) darS 0
* C

—>» dimensao depende da dimensao do operador

) ) — d A\ N —
[("\ :)R + ,3(,\3 cﬁ+n~8()\+2:..i\i(>\\C~ 3?36_ ({,Q”}SN\)X‘{’CL&—_O

(eq. 109.2)

: . . K
Podemos escrever isso de forma mais conveniente: A; = D |: O ,l

Y N
C,;,E SD,'\ (\/\\1_ )

INGATR SN IR vaisﬂ:o

\\j estamos introduzindo uma dependéncia em M
esta nova dependéncia é compensada por p;
Com isso 109.2 fica:

E\ :)AR + ’3()\(;—);4—“60\4-2_ @\'»O\S%\:’;—q P“%{;AG(“\@V; S S (V\)}\‘ﬂ‘) ;K\:_O

Q

o ———

R y-Jx
Cm) 4y-1< — 1_ O .
(antes a dep. em Z—D M '3)7\,\& ﬁ/\/\ \ ( JA> r'\ P~

M estava s6 aqui) cancelamento

@;—“IB J’,-\JAJ)AKLM;"J;\ ~ m“"“'




Teoria Quantica de Campos Il
Pi= (d -+ 80 ]x

E\ j% - PO\C)‘—);mﬁOMZ_ j‘); %ﬁ\(gﬂ\(ﬁ;};r‘/\)x\{y ‘K\‘*Q

Perceba que agora todos os acoplamentos (adimensionais) p, aparecem com a mesma forma
de L. Podemos voltar as nossas bactérias para resolver o problema, sé que agora elas fluem num es-
paco multidimensional com velocidades 3 e 3;. O resultado vai depender de constante de acoplamen-
to efetivas que evoluem segundo equacoes:

A
M Lee (W)

(eg. 110.1)

Pr = Pal5,5)

(eq. 110.2)

Em suma, temos:

(7&_/: %c}r,gbbrﬂ —%!¢1¢contra—termos+zp \ 4 PC/\)

+ P MM@XM = [r e P .+

No limite em que todas as corre¢ées sao muito pequenas (perto da teoria livre), podemos
ignorar as contribuicdes de vy; para ; (v, depende de p. ou ), portanto y,p.~O(pert?) ); neste caso:

L__pelLE .
AN -/“”L/—_pﬁ;\(]b'ﬂ: (Jx — ) Po + 62 P

o ~
)3,;=)>z(

)i -1 ~
=) °

O que nos fornece o comportamento que esperavamos depois da analise pelo método do
Wilson: operadores com dimensao maior que 4 (nao-renormalizaveis em quatro dimensoes) tem aco-
plamentos que diminuem para momentos pequenos.

Em d dimensdes, temos que tomar cuidado com o termo A¢*, que fica com acoplamento di-
mensional. Fazemos entao:

pin[d]= 452 Dinle7] - S S
Lo T = L-phmy) = - d

\
y—d
>\ —D /\ M (definindo um novo A adimensional)
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Loy
_ no caso do operador de mas-
D{MECZS;\]: - v /7/" M Ct)r\ - )7‘“ (b("\ sa, nada muda)

L=do=2pmidn - gam’ ‘9!

=N
> (B
para outros operadores basta trocar: /\/\ /Y\ L,_,Vdimenséo doo
perador

Também precisamos calcular os contratermos em d dimensoes. O calculo que fizemos para
&bl muda da seguinte forma, para d préximo a 4:

r‘(; - J:x\ 3_0\1 ) )_ _ Lo@(’“\ (c) \'\\ Ln\-(N\B \‘\L%-("\L\] +;: T LO[@"‘\X]
()~ "‘

indep
deM
Vom(a-4) { . x
Mm = ) _ o)+ = Lo (M) + 0 3-4)
o ) (¢4
()
)
J P(a—/‘\ o ._;\+®(()—‘1\
2 =%
C) " (N\\ o que tinhamos antes (em d =4, eqs. 108.1 e 108.2)

QA

R
) i _ R i} e D
aw\‘(} -0l \'ﬂ - [M‘ T \9[%(3 \13] S,
‘3.\:(4‘._}) F P — g}w\ -—{1—@ —‘l+‘|\\—‘&‘;:\t— ®D(J-ﬂlkﬁ\=2(’—;+ﬁ‘g\ D) Hc)[)(b-ﬂ\)% F.

/\(6"‘\\-\'0 L‘D -\
POy~ F‘”‘ 14_19‘;’ \ﬁ'\ T (eq. 111)

N
Algo similar ocorre com as outras fungdes: ﬁ)\ :EC)"‘ -+ K\; _] Y‘;\ + ..

\<\q5l —

No caso da funcao B temos um contribuicao da dimensao de massa de A:

___C_woque tinhamos antes (em d = 4)

)’} =(Q-O\+ W O(N) =

_ TR L R0-N~0
= Q\.‘ﬂ & + )3 0\3 (eq.111.2) < 0-\90‘\ =Pm(“ = (-1) )w(q +@.1)L«,(»y‘..)®%>~‘\

S Y. )
(‘) ‘1‘) [M,_ +[3 qé\f—b s\?(j)\(‘)-()ﬁf"\ b;P/V;‘ +®(ﬂ=o
\———\’_/

o que ha napg 91 introduziu a ordem 1 (que antes era nula)

modificando
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Usando o resultado 91.1: J} = 3N 4 9y )

qTY

temos:

= — ) >\+3)
JB O \ Cy

J21 =2 p>0 S Ao /p O

/ D/\ T (-

0 que é o comportamento que previmos nas pags 104-105, com um ponto fixo em A*

Py

<4 = P

Conexao com os expoentes criticos

Usando o resultado 111.1, podemos obter a evolucao do parametro de massa em A¢*:

L N S NG AR RN Y

L
ﬂ(,'wx (eq.108.2)
\ i ()\ _V\ = —) A(L&G(Q\X] =) F _ f) (mxl
A=0 =D 5 e AP (eq.112.1)
Lembrando que )DM = Y"_l ) ?M - ﬁ (o que apenas nos diz que quando p ~ m o termo de mas-

PJ- sa se torna importante, e € pouco importante para p >> m)

Pensando em um sistema de mecanica estatistica, lembremos que o comprimento de corre-
lacao desepenha o papel da massa deste campo escalar. Levando em conta a evolucao desta massa
podemos definir:

N AN O B

—V um momento especifico (ndo confundir com a componente zero do momento)

\r"\1 N b >
P (0)>1= ‘(ZI:T_q)ﬁ::w\ —p L. :Yw/v\

y
3

1
. _/"J_ _1
~ ( /\/\ Fw\ 5 (como esperado, nada demais aqui)
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Usando o mesmo critério para definir & perto do ponto fixo A*, obtemos:

) N NEND

[Lo@(r’//“g} ( 4 J—KP(J\*)\ for = F - P. ( %

(eq.113.1)

vemos que va\ é que desempenha o papel do parametro que mede a distancia para a temperatura
critica, e v mede como o comprimento de correlagao cresce conforme nos aproximamos desta tem-
peratura:

=N
)DNN<T'T(,\ —=) g ~CT_
A ~ 1
\) — v ~ — (de acordo com o modelo de Landau )
x-1(4 —<0+\<)[:(1-Jsj
\/
L*’ contruindo uma teoria escalar com simetria O(N) é possivel mostrar que:
—1
\\7 = x — N+ (_\1 - 53 AJ com N campos escalares
N+

O que nos permite descrever o comportamento perto do ponto critico de diferentes mate-
riais magnéticos:

N =< ) —=p com eixo preferencial de magnetizacio
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N = > = com plano preferencial de magnetizacdo

N =3 =) isotropicos

N 1 S S

E os valores previstos concordam bem com experimentos (d = 3): \2;,50,( Q, ¢ DJGB 0,65

Curiosamente, o comportamento critico pode ser estudado para uma grande variedade de
sistemas (fluidos, ligas binarias, superfluidos, ...). E um fato experimental que os expoentes perto do
ponto critico dependem apenas da dimensao da variavel que flutua e ndao dos detalhes microscépi-
cos. Isso pode parecer um milagre, mas do ponto de vista da teoria quantica de campos, é um fato
natural, uma consequéncia direta do grupo de renormalizacao. Quando o sistema passa a ser domi-
nado pela dinamica de grandes distancias restam apenas alguns operadores relevantes, e tudo fica
muito simples. Esta idéia, levada para as teorias relativisticas, nos explica porque as teorias interessan-
tes para fisica de particulas sao renormalizaveis. Isto indica apenas que estamos longe do cut-off des-
tas teorias.

Exponent Landau QFT  Lattice  Experiment

N =1 Systems:
"r 1.0 1.241 (2) 1.239 (3) 1.240 (7) binary liguid
1.22 (3)  liquid-gas
1.24 {(2)  [(-brass

v 0.5 0.630(2) 0.631{3) 0.625{3) binary liquid
0.65 (2)  S-brass

o 0.0 01105y 0.103 {8) 0.113 {5) binary liguid
012 (2) liquid-gas

a 0.5 0.325 (2) 0.329 (9) .325 (5) binary liquid
0.34 (1) liquid-gas

7 0.0  0.032(3) 0.027(5)  0.016 (7) binary liquid

0.04 (2}  [J-brass

N = 2 Syatema:

¥ 1.0 1.316 (3) 1.32 (1)
f (1.5 0,670 (3) 0674 (6) 0.672 (1) superfluid 4He
r 0.0 =0.007 (6) 0.01 (3) 0.013 {3)  superfluid *He

N = 3 Systems:

¥ 1.0 1.386 {4) 1.40(3) 1.40 (3)  Eu0, Eus
1.33 (3) i
1.40 {3) RbMnFj
" 0.5 0705 (3) 0.711(8) 070 (2)  Eud, Eus

0.724 (8] RbMnFy
0.0 <0115 (9) -0.09 {6) =011 (2] M
0.365 (3) 037 (5) 0.37 (2) EuQ, Eus
0.348 (5) Mi
.316 (8) HbMnFy

W R
=
=]

] 0.0 0.033 (4) 0.041 [14)




