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Teoria Quantica de Campos

(escopo do curso e um pouco de historia)

(Weinberg cap 1, Peskin 2.1, Nastase 1)

Objetivo: uma teoria Quantica e Relativistica (no sentido restrito)

Mecanica Quantica

> @uéntica Rel@

Funciona?

Em se tratando de particulas(-onda):

\f

Relatividade Restrita

Mecanica Classica: “estado” definido por um conjunto de coordenadas candnicas i“ X (7;\} e aevo-
lucao temporal deste estado é dado pela Hamiltoniana do sistema.

Quantizar é essencialmente transformar estas coordenadas em operadores, impondo:
AA N AN l _ 6 . Convencao! k=1
EQ\AJ TBX =LP jrﬁx =0 (;1'“ ) F?} A ”% unidades naturais: C = 1

e os estados passam a ser determinados por vetores no espaco de Hilbert, onde agem estes operado-
res. Representando estes vetores em termos de fungdes de onda ﬂ)(ﬁ lt\ os operadores sao:

—

/p 3|\ 73* WV
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(é importante notar que o tempo nao é um operador, ndo é um observavel, e sim um parametro. Logo ha uma grande

assimetria no tratamento do espaco e do tempo)

Podemos entao obter a equacao de Schrodinger para uma particula livre:

Classicamente: Versao quantizada:
'
= \ .
M= H%) JL\\p :pn&p@)q_,vwm

Am (eq. 1.1)
N X

Primeira derivada no tempo, segundas derivadas no espaco, mau sinal <
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Lembrando que a interpretacao probabilistica no diz que:

(esta é uma equagao

P(f)ts - / \P(x t\l (eq. 1.1) M _1_5"‘%(;9;(_\ -0 de continuidade)

(densidade de probabilidade ) A&

—gmﬂ e D;r SR W*}

%0
p é conservada e positivo definida!

Poderiamos fazer a mesma coisa com a Hamiltoniana relativistica? (Klein, Gordon e

Schroédinger tentaram:) /\/7——|> segundas derivadas para ambos

fﬁ
j’ﬁ\\)(\({—\ — -V‘P +\mﬁ)

K C=1 [——D (Dl_|_\mk> \P =0 (eq. 2.1)

H= P+ —

Equacao de Klein-Gordon
Al —WET e
- &_\ - N C> SO ugac; . § .
\P(‘L‘ (com E* =P 4+n) (eq. 22) U = _5’_ _V
)t

A segunda derivada no tempo, deixa a equacao de continuidade na forma:

—L\\J* (O + L\Q (3.1 \* =

yc[(“f R Y| - T T WMK

(essencialmente a mesma de
antes)

No entanto:

Energia e densidade de probabilidades nega-

(eq. 2.2) —V E = * (P_’;-l—m‘s s :
tivas!

O Dirac encontrou outra solucao, envolvendo apenas primeiras derivadas:
A A —_—
‘_{k\?: {?J._’_ V"\L\\\) buscamos H\\) :(K'FfPMX\Q
‘Y
1= o+ oy mfg %t
+ (< p+ )‘5%\?& m R T
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i‘xA)*:) EBBE m;;g (.\6\0\@:1)\6\1 \‘\ 3 \6\

Lg" Y=o
~ NP o {ET = ey
(/t \K\N(Bﬂ — ‘/V\) \\) = O| (eq.31) - )3%“> %G B =0 zlge;radécnfz}rd

Equacao de Dirac {E j@ i _

- U L_DS ¢ Spinores que descrevem uma particula de spin 1/2
- () (neste “approach”isto é um fortuito acidente)

S
P = \\P\ V" Probabilidades estdo bem definidas

WAV E> O

M= M
N —p E < () Osestados de energia negativa ainda estao
e presentes, o que leva ao famoso mar de Dirac

(solucao ruim para os férmions e inutil para Bésons)

Além disso a teoria assim obtida tem problemas de causalidade, o que pode ser visto se cal-

cularmos:
»\H -t %"m‘ —

U(‘Q:(l«?)f ¥ o>=<\?[€ {“n =
A= pre g‘)}_? \(T><f’\
+ \ O%Y
= A AT AP E-S)
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(Gradshteyn 6" ed., eq 3.914(6) )
1 /\/\—,\
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Poderimos também aproximar esta integral usando a Saddle point aproximation:

\ Y A
W, yc»cu\=0 — (c0= ?%(:0) +“—';—°3 ()“")+_‘.

(@ f,‘(*ﬂ
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A idéia é que para qualquer ponto W, %o
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Rigorosamente eu teria que rodar isso para o eixo real (em x,,) e depois voltar

mas existe um equivalente para exponenciais complexas, o método da fase
- estacionaria -
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Ignorando esta parte,
ja que o comportamento é
dominado pela exponencial
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Estes problemas estao intrinsicamente ligados ao fato des estarmos partindo de uma descri-
cao quantica de UMA particula e entao introduzindo a relatividade. Esta teoria, que tem um numero
bem definido de particulas (UMA) ndo da conta da possibilidade de que o nimero de particulas pode
mudar dinamicamente, o que é um fato experimental uma vez que cheguemos em energias compa-
raveis com as massas destas particulas (o regime relativistico). Olhando o problema deste ponto de
vista, problemas eram mesmo esperados.

Uma forma encontrada para “concertar” estas teorias ficou conhecida como Segunda Quanti-
zacao (muito cuidado com este nome):

(D )Py =0 (A\K‘”bﬂ ym)(\\))(iﬁ_\: o

~ PEstas funcdes sdo re-interpretadas.

Nao mais como fung¢des de onda de 1 particula livre,
mas como campos definidos em todo espaco e cuja
amplitude esta ligada ao numero de particulas.

Para determinar o estado deste sistema (classico!) em um dado momento, preciso dizer o va-
lor do campo em todos os pontos e seu momento canénicamente conjugado:
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Quantizar este sistema (a tal sequnda quantizacao) consiste em transformar estas novas co-
ordenadas candnicas em operadores, impondo:

L\()m)ﬁcﬂl = RSBQ‘Z'”@

De forma que agora temos que especificar um estado (0’7 e o valor esperado do campo
naquele estado é um “observavel”: “
. < )W) G >

Assim como antes, a evolucao temporal deste sistema vai ser especificada pelo Hamiltoniano do cam-
po, que pode ser obtido com um pouco de engenharia reversa a partir das equagdes de movimento.

Note que a posicao “x” que aparece em w(x,t) foi “rebaixada” para o mesmo status que o
tempo tinha na MQ, é apenas um indice (continuo) para o campo. Ela nao é mais uma coordenada
candnica do sistema e ndao ha mais operador posicao do campo. Faz tanto sentido querer medir a
“posicao do campo” quanto faria querer medir 0 “tempo do campo”. Isto € bem mais promissor do
ponto de vista de quem estad querendo fazer uma teoria relativistica.

Com esta re-interpretacao passamos de fato a trabalhar com uma Teoria de Campos Relativis-
tica e Quantizada que, como veremos (ao longo do semestre), nao tem problemas nem com energias
e probabilidades negativas e nao viola causalidade. Fomos forcados, no entanto, a abandonar a des-
cricao da mecanica para uma descricao de campos.

Qual é problema com o nome Segunda Quantizacao? Note o caminho que fizemos:

Mecanica Mec. Quantica g D Teoria de Campos
Relativisica LA b Relativisica TD (Quant. & Relativ.)
09,P1= SRR
A A
Parametros: | Operadores: 9 P Operadores: \Q(\c )+>

Parametros: t

Estados: \p(“-D ou l“\>ﬁu l¢7
o A Estados:
Observaveis: ‘\LEX )f’(&} Observaveis: < “P‘ cf(k\\\pj SXVeremos

Observavei

_—— < Q| e®|P> .
Dinamica: H:W (1) Dinamica: kel (\\\P Dinamica: J/[kPJ\P)

e | =t (D) WLy = 04— 3 (4,4
e d Je " G 7
fﬁ =0 ~__V (A\‘\Nb/’ -—‘/"\> \l‘)(ﬁ&)t\: OZ

Estados: ECO[ ] fﬂg

Parametros: "‘C )\(,

(Veremos)
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No passo (1) o que estamos fazendo é quantizar (transformar em operadores) uma fungao
definida em todo espaco (um campo) e cuja equacdo de movimento CLASSICA é de Dirac ou
Klein-Gordon. Uma vez obtidas estas equacdes e abandonada a interpretacao de y como amplitude
de probabilidade, os operadores de posicao e momento perdem todo significado. O que estamos
realmente fazendo é pegar uma teoria classica (relativistica) de campos e a quantizando UMA VEZ.
O nome segunda quantizagao portanto se refere mais ao fato de que ela veio depois historicamente
do que ao fato que estamos quantizando de novo o mesmo sistema (ndo estamos).

De fato, parece que a Unica funcao da “primeira” quantizacao foi nos fornecer as equacoes
de Dirac e Klein-Gordon no passo (2) , existe alguma outra forma de obter estas equagdes?

A resposta é sim. Uma vez que aceitemos que o objeto basico da teoria deve ser um campo,
podemos obter equagdes de movimento para estes campos baseado somente nas simetrias que o
sistema deve ter. A primeira delas é a invariancia por mudanca entre referenciais inerciais, e de fato
as equacoes de Dirac e Klein-Gordon podem ser obtidas se buscarmos todos os campos que tem
uma transformacao bem definida sob estas transformagdes (campos que pertencem a representa-
cao do grupo definido por estas transformacoes, o grupo de Poincaré). Ai basta quantizar esta teoria.
Esta visao, que decorre mais diretamente de primeiros principios, tem ainda a vantagem de nos for-
necer outras equacoes classicas, como por exemplo aquela para particulas de spin 1. E este caminho
que faremos ao longo deste curso.

A obtencao destas equacdes de movimento é o dominio da teoria classica de campos, sob a
qual faremos agora uma (rapida) revisao, notando que estamos interessados sempre em teorias rela-
tivisticas:

N-Relativistico Relativistico .
Revisao
Classico T~eoria c!e Campos Teoria Classica J
(A-relativ) de Campos
s Teoria Quantica Teoria Quantica ———xq
Quantico de Campos (A-relativ) | de Campos Resto do curso
Teoria Classica de Campos
(Ramond 1.1-1.7)
Em mecanica classica:
t.
S = X% ,_,(1;,&\} Cf;(‘\\ (eq.7.1)
) T L\
g/ B | D Coordenadas
Acio Lagrangeana
>L__ S S (eq. 7.2)
_ L _
ES =0 => } - r T = 0O Equagdes de Lagrange
C\ ~ € R (equacgdes do movimento)
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Também podemos mudar para o formalismo Hamiltoniano:

(eq. 8.1)
S X I {7_&5 SL
H(Py3) = 2 Fx 94 "L(‘\uq],v\ ﬂ

(transformada de Legendre)

Neste caso as equagdes de movimento sao as Equacdes de Hamilton:

. N (eq. 8.2)
H _a - g

_— —_—

I i M

[

A passagem para a teoria de campos pode ser feita imaginando um conjunto de infinitos °1,;
gue agora nao mais representam coordenadas de um particula mas servem de indices para o campo
(e no limite do continuo trocamos ‘\L — ¢ )

Froy = JaEy D@
p

. N

b 6 6, 9 | 7

Estamos interessados em teorias locais, nas quais a Lagrangeana pode ser escrita como:
—D
HOE E Yo (% ©)

L/‘I;/Densidade Lagrangeana (mas que chamaremos de

Lagrangeana)

0 que equivale a dizer (no limite discretizado) que a dinamica de um dos pontos nao depende de
pontos distantes deste. Também queremos teorias relativisticas, para tanto a densidade Lagrangeana
serd uma funcao invariante relativistica, construida a partir de campos (e suas derivadas) com trans-
formacdes bem determinadas:

LAY =L (0,0, 0@

E a acao (considerando que temos varios campos ¢,):

S :SLé%z VY &(@»ﬂﬂ%ﬁ

(eqg. 8.3)

As equac¢des de movimento para os campos sao completamente analogas:
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éé\: — 63).) AS\, =0 -
J P, 3 3pbe)

Como ja comentamos, construiremos estas Lagrangeanas com campos com transformacoes
relativisticas bem determinadas:

[ ‘ — P (Coordenadas antes e depois da transformacgao

¥ N
W' ANV K
\\_‘Ej—o Transformacgao de Lorentz

< g% O
. > acoordenada foi transformada, mas a propria forma funcional do campo
pode ter mudado

A
Por definicao, para um campo escalar: \(< = /\

Gy = OO
Podemos, por exemplo, usar este campo para escrever uma Lagrangiana invariante:
0[,—_ /J~ aﬂb 3F¢ -1 Y"\lgbl* \/Cﬁm =
2 2
N
= 272G - L gt N
2

Convenc¢ao!

A
~

O
{Z _ 1 g g S As notas do professor Nastase usam o sinal
PV — g - O oposto, lembre-se disso quando for comparar
00q -1 resultados
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O momento candnicamente conjugado ao campo é (ndo confundir com o momento de uma
particula):

ORI >3 S(gbrpy = Tree) %

(eqg. 10.1)
Teey= 28

IR

Densidade de momento conjugado (mas que chamaremos
de momento conjugado)

A Hamiltoniana:

H=2 PNy - L —p \ P | e Yeed - O&]ES?? A

~ : Densidade Hamiltoniana
%(\LB =l (%) (}b(\c S - o[, (advinhe como vamos chamar) (€% 10-2)

Note a importancia da suposicao de localidade aqui também (quando trocamos p por
), essencialmente ela permite que trabalhemos s6 com estas densidades em cada ponto, sem efeitos
correlacionando pontos distantes.

Teorema de Noether

Outra importante consequéncia das simetrias impostas a Lagrangiana € a conservacgao de
grandezas fisicas. Segundo o Teorema de Noether:

“Para cada simetria continua do sistema, ha uma quantidade conservada ao longo do tempo”

Alguns exemplos:
Simetria 4

v”Carga” Conservada (em geral s6 usamos a palavra carga para simetrias in-
ternas do sistema - como as que geram a carga elétrica ou a carga de cor da
QCD - mas isso é puramente convencional)

Translagao Temporal < v Energia E

T2t +w

Translacao Espacial 4

% Momento F"
= o
- X+~

—
Rotagao 4 % Momento Angular | _
oy Gy Xy .
Mudanca de Fase U(1) 4—— Carga Elétrica ¢

by — 0 poeay
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Uma forma conveniente de expressar essa conservagao € em termos de correntes conserva-
das e equagodes de continuidade do tipo:

5/«3{'_' —D 50 SO i {7‘078) =0
L corrente Conservada
J( P i - -%E.*”
A\ EA
\_/V/

Podemos obter a corrente conservada a partir da Lagrangeana. Suponha uma transformacao
que deixe a acao invariante (uma simetria):

Doy — Py = Sb(i)w\-b@&(j)

M versao infinitesimal de uma transforma-
A Lagrangeana muda no maximo de cio continua

uma derivada total

[~’\—/\
& —9 Q& +c.< =L+ < AL (g

S=SY»¢& —0 S +.,S Y 3,3
- —

_ 5 &Gj/) jﬁ -0 se considerarmos que J

A acao fica invariante

é zero nas bordas de todo
0 espaco tempo

Considerando que é = Q{ (@J)@B podemos escrever a variacao de CL na forma:

« DL = 3L (<nPYy+ iﬁ «n(d ) =
o T80 Sy EER ey - a (s

= o (a(é,}dz\ (()\ [5‘& \5 s(am\xﬁ

= EuIer Lagrange)

Poroutro lado (eq 11.1):  =<AL = o« {, Tp

!
Q

P S P S A> o> (8
ﬂ(é(dﬂb\ b = PW@ AP =5

W_/

N

0
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Temos entao a corrente conservada:

-

=L A - S
VA ()(C)T'(D (eq.12.1)

No caso de um campo com varias componentes, se a transformacao for linear em ¢, podemos
escrever:

(NAQB%\. =& (TN X @k

N G ‘)S\ B 'K
De formaque [ se J =0O\: = il
( B % é(‘)ﬂq)\ t CP (eq.12.2)

Um exemplo: \(f EERVITING o <<

Cp(kB_U (ZS(*L -l—‘-k.} = (/)(K.\-lf“\) (S/_,(,)(\L\

G ).5\ ;)(b
)A\) (()rl(b) \5}%“/

= T N; (Tensor energia momento)

Aol o 6 QL (5L

Representacdes do Grupo de Lorentz

O grupo de Lorentz é uma generalizacao das rotagdes para o espac¢o 4-dimensional de
Minkowski, e € um SO(1,3) (determinante 1, ortogonal e 1,3 indica uma coordenada tipo tempo e 3 tipo espaco)

A representacao fundamental é dada por:

AY(_\" = /\N \ (\‘Lv
(S

Matrizes da representacao ? obtidas pela propriedade

Vo= Din {1448 = N y Al =

Q

-+
O que é uma generalizacao da ortogonalidade: /\ N\ = 4

. . I
que poderia ser escrita: /\'\ N = 1 ougeneralizada para: AN (6/\T = (8
&

= S0P, 9)




Teoria Quantica de Campos | @

As matrizes da representacao satizfazem as propriedades do grupo, em particular

N= NN
c /\G \y
G G &
Podemos encontrar uma representacao agindo no espaco dos campos (neste caso um cam-

0 com componentes ¢?): -
P P ¥ /_,7 (,\)‘L— =1, .y ™\ (note que R ndo ¢ em geral

4x4, mesmo que estejamos

(P“*u‘\ = (((_(\\‘\r CP%(Q em 4D)

\(\‘:]\ y\L

Pensando em uma transformacao infinitesimal parametrizada por 3, podemos representar
os elementos do grupo como exponenciais:

R(py=e™ i, = 1onp el

Geradores da Algebra de Lie (muitas vezes nos referimos a eles
como geradores do grupo de Lie)

Q) () . © Ry
Algebra de Lie L& ) S 3_ : PmL T
-

I/V Constantes de Estrutura

Podemos encontrar algumas representagdes que satisfazem as propriedades acima:

Representacoes Bosonicas: se transformam como tensores com um numero arbitrario de indices co-
variantes ou contravariantes:

1 Ve Ve < . AN N i M,._‘}
B f")"*r“).”& (/\‘L\:(/\F« /\r& '"']\yjk\(z\v )’«/\ Py wl\k?’t\ B . (\"‘\

=4 TR Y

As duas mais Obvias (e uteis):
Escalares: Sb\(\\ Y= (p(’“\
Vetores: /\\,1 (n)= /\’\ K la‘q (‘“\
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Representacoes Fermidnicas: é possivel mostrar que existem representacdes impossiveis de se obter
através do simples produto de A’s. Em especial o objeto:

Sﬂ\’ = % EBN\\@V] (eq.14.1)
LA

Matrizes de Dirac
satizfaz a algebra de Lie do grupo de Lorentz, e portanto temos uma representacao do grupo de Lo-
rentzem: : NV
- ‘\/:. 'er'v 5

\
/V\V= C < S, e <" séoantissimétricos\

Vale: /J\APU\\ \@p /V\V(}\\: ]\Nv\é\p
Assim, se definirmos um campo tal que: \(j)(\(\s = /\{\VC/\\\PCWB

N i ) P N
O objeto X ();4\{) sera covariante (\g Jr) \\)\(\C\ - /\{\D U\>\6 JNK\)(W\\

O que quer dizer que a equacao de Dirac sera também covariante e a Lagrangeana que leva a ela
é invariante. Veremos isso com mais detalhes mais adiante. Os interessados podem estudar o material adicional:
https://professores.ift.unesp.br/ricardo.matheus/files/courses/2015tqc1/V_Kaplunovsky_Dirac.pdf

Note que, assim como as transformacodes Lorentz sao generalizacdes das rotacdes de vetores
e escalares em 3D, a transformacao dos Spinores é uma generalizacao da rotacao de spins, e de fato
o campo spinorial descrevera particulas de spin 1/2.

ANN

Quantizacao por Integrais de Trajetoria:

Integral de Trajetéria de Feynman
(Ryder 5.1)

Uma quantidade que frequentemente queremos saber é, dado que uma particula estava em
uma posicao g em um tempo t, qual é a probabilidade de a encontrarmos na posi¢cao g’ no tempo t'.
Em uma linguagem mais “quantica” dada a funcao de onda:

N6

Gostariamos de conhecer o propagador F, definido por:
\
\P(T)Q - g F(G\\t ]C\t\ \?((\;{\ A({ (eq. 14.2)

é distribuicao de probabilidades para g’ no tempo t; independente do que aconte-

‘ \P ( (1‘) J;B\L ceuantesde t’
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A equacao 14.2 é uma simples expressao da causalidade, considerando que a particula pode ter co-
mecado em qualquer lugar. Claramente F é a amplitude de probabilidade de transicdao entre a funcao
em (g,t) eaem (qit’) e:

R =3 AT 'h\ - . - -
f(‘\ JC } c\-{:\ o K_ (C\ t : 1 é a probabilidade de transicao
Vejamos como podemos expressar F em termos de grandezas familiares:

\\—) (C\ \{-\ = C‘&“PQ:\>J Quadro de Schrodinger (estados evoluem no tempo, operadores nao)
5

A

Y = e N)>H

Quadro de Heisenberg
(operadores evoluem no tempo, estados ndo)

A N A
Tlaw2 = 1WI9O% 9= @

n

c 0 LRE It it
Definamos o vetor: a4 RIS e Iy =€
A
<Ht (/V . A
™ J

]ﬁ"k,?_l = €N | ‘](’5>§ (Moving Frame)

—_ i€
\y(‘hﬂ -<qul e | V> = H<°1)tl+>ﬂ
Dado: <°|\)t\f‘{’>‘_\ = S<oi)t\lq;£> <ﬁ¢)\l‘)7|4 ,)(‘

%:S ,‘1{-34‘\'\;\31

V(Y = g <= ﬁ\t\quﬁ> \p(\f‘\ 31

— \ \ SHE «
Que, comparada com 14.2, nos da: - (C\\{—,‘]ﬂ = <q){‘ lq&> = <‘\l e ¢ 3 14>

Vejamos agora como expressar esta grandeza em termos da integral de trajetéria:

Primeiramente, dividimos o tempo em (n+1) pequenos intervalos «:

=1
Ty T e {a a1 T
co % — b -t €
= - T \—’ﬂ/\/ \ ,
\\*“/) W intermediérios -ﬁ -E\
wil —
‘{t.‘)‘tl‘-“)_\.nk

Notando que o tempo é s6 um indice e para qualquer tempo fixo temos a relacdo de completeza:
A
( AN \% . > autoestado de 9 No tempo €L

com autovalor Q\'\M_——— ﬂ/\.

s6 para simplificar a notagdo, o mais rigoroso é q;(t;)

¥t, = 5311(h\|<‘;‘&><a\¢&\ =4
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F 9,94 = 53 N < 40T < > 24 R Ll g D

* 39, (k). gc,,\ (4. (eq. 16.1)

Se esquecermos as integrais por um instante, percebemos que os elementos de matriz
estao descrevendo um caminho:

1T =

|

\

|

1 j f D _E
t 4

— € \

J 9
Este caminho, no entanto, é bastante diferente do caminho classico. Mesmo que facamos

¢ — 0, a diferenca g,,, - g, nao é forcada a zero e acabamos com um caminho arbitrariamente

descontinuo. De fato a expressdo 16.1 indica que estamos levando em conta uma infinidade destas
trajetorias:

T h=2
T {‘ T Rg%gg(fl

A esta operacao daremos o nome de “integral sobre todas as trajetorias” ou “integral de traje-
toria”, e definimos o simbolo:

(e ET_TSM«\

A=

Ditny= | T 36}("

(eq.16.2) (eqg.16.3)

Podemos também obter uma expressao no espaco dos momentos:

IL(’"

L ~pY
géﬁ Q.A f :)TFSU:.(\\

7> = %)_P P> =P1g>

A~ \
JpB :531 \c|><<\|(>> S‘)«lgi_""l 18> <Ply><91P> = gi_';|e‘>4?%(e-r‘):\v>
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)
(1

. ien
Lm,‘c (<\ At _,> < quc N e Ij(ec'\zzg é"if“\<(t(é;\\fi({-;\><ﬂ({;\\€ ! |<‘(e&_‘\>
9\_‘4 ARl

E preciso ter cuidado com Hamiltonianas que tenham produtos entre os operadores p e g,
neste caso é preciso “Weyl-ordenar” o Hamiltoniano antes de prosseguir - isto significa usar as rela-
¢bes de comutacio até que tenhamos todos os operadores p a esquerda dos operadores g 9 (ver Peskin
g 281). Assumindo que isto ja foi f\GItO e lembrando que, para € pequeno, nao precisamos Nos preocu-
par com termos quadraticos em H, vale:

A
<F(f\\ |<‘( D> =<PE)| 1 -%€ H(?,Q)Iﬂ(h\_.w =

é)\é H[P(-(:Q,ﬁ(k&-dﬂ

P

- <PE)1 - € H (e ¢ | N> = < Pl (1({&-.1\> -

e HlPu, (S ] <A p &) (*e-1)
c e

[l

~
ARl

_ RCTALS CA K ., o () 9 (4.
:: Lﬂklkl(q;-\ ]t;-1>: gé"({&\ Cl\q E—_’_Ae H[p(( B,T‘I(h ﬂ e ¥ q( 4?

— e

_ S s (€ ek{’(h\[c’&k\ - ‘](hJ\\} . GH["(*O,W(Q‘A\'—_{

Com isso, a eq. 16.1 fica:
S

[}
a

F(G\\ {'\1 19 = W‘i(é‘s\<u‘“”ﬁm\<‘“ A S TR N
A —

Pm—’\ F\

" W€ G PG [alka) - AN+ PER) [t - 1ED)X
- héq(é \\< > c e o

DRI

eI
L e e e

x @

0

FLM(E—:?\
LSO
g)c‘ © Dplo Exﬁg g 3t [ P 4 — HIPCey, ﬁtkﬂk

te

(eq. 17.1)
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A equacao 17.1 é bastante geral, mas é possivel encontrar uma expressao mais simples (e
mais Util) no caso de hamiltonianas que tenham a forma:

H(f>?)—_(>_+\/(<1\ [mery (e 181

N

t
Neste caso temos: = (c\ ¢ 9 &) = S?c‘ ® Dol WPE g 5 P (o) 0\(&\ P(’c\ \/ﬁcqj} }
t

(eqg. 18.2)

E podemos fazer a integral em p(t) como uma Gaussiana generalizada, para ver o que isso quer dizer
facamos um interlidio de matematica.

\\  Gaussianas N —

A gaussiana que conhecemos é:

FOR
T e 0
—_ 6 A’L - L
o
—-0

Elevando isto ao quadrado podemos obter:

+OR D qr QY
2 el
I:gghé?)@ 4-75\= angnARCNR:E
—=0 oo o 0

Com n integrais multiplicadas (e trocando o por a,,/2):

0, - &, Exe _%E"( 1 W 3 (QU\A
% - —ﬂ— ~

oly

podemos organizar 0s a’s em uma matriz, suponha: A = -, Q

O

z :(\(‘\‘\Llsa-c)\{“\

Entao o produto escalar:
e N
(4, ATY = WA= 2 St R N S |
N

Logo, podemos re-escrever a integral:

. Ay

,"&‘i;A v Y
8"‘\( e 4 ‘\\ t :( [DE-,-AS (eq. 18.3)

que de fato vale para qualquer matriz (real) A que seja diagonalizavel.
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Podemos ainda considerar os casos em que o “quadrado nao esta completo™

§ = " A o7

X

Pensemos nele como uma agao (o que de fato sera, quando voltarmos a fisica). A solucao classica
dada pelo princicio da extrema agao seria (mesmo sem pensar nisso como acéo, estamos buscando o minimo de S):

N -0 _5_(”1( AMQ y s m\: 19 P\;\‘L‘h-r'—\;hp‘“\\s*“k-\— Yy, =0

LA S *

Aph: A'N‘—:D "_(__"(.’2-/D\~ L—

Podemos entao escrever:
— —_ T V —
S=A (¥-C) A(T-C Y - LT
l ~

equacao da parabola com minimo em {L

S (W)
~(1 a2 +I-T.'i> *S()(‘-) _'l)_(‘?"‘rcgr'lq'({.'-‘a,\ Vy) 4 %VT'A:1LV
gr)‘w_ ¢ - %A‘\\L ¢ = ()T\ (DE-,-/\\ ¢
(eq. 19.1)
AN N\ —_—

Voltando a fisica, podemos fazer a integral destacada abaixo:

1

_t

F(q'¢, 1% =S?<\ ©® WP?__ ag ) Vﬁcﬂ}’ %”me W(’g . g ¥ [ {EL R ‘P—(}‘]}

t

g__\/ )
T_":ﬁ(i~\5x(’é~ e[r@\q(t\ RN{CAY \5

AN

‘
A

com: Wi = p (_fk\ = -rC q(eu\ (/\_4 A_B

), =
. . “A “y
AA'\: 1\65;/6

podemos usar 19.1 diretamente, obtendo:
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t v, ‘\n/l . L3 .
frovmed G oo f = o (B ]
t

xul
_VY-L k\ \ X
N >

N

Com isso, nossa amplitude de transicao fica em uma forma bastante reveladora:

(eq. 20.1)

1

_t

F(q€,99=N ?mweg ai‘B%[f\@L*Vﬁ“ﬂ)% =N ?wmfg &SB‘C L (1,9)

ST
FOge 9=\ P e

(eq. 20.2)

Paremos aqui um momento para notar duas coisas:

(1) As equacgdes 17.1 e 20.2 nos dao formas bastante curiosas de calcular um objeto essencialmente
guantico: a amplitude de probabilidade de transicao. Curiosas porque, no lado direito da equacao
temos as fungdes Langrangeana e Hamiltoniana classicas do sistema (notem que trocamos os opera-
dores g e p por seus valores esperados no meio da deducédo). O comportamento quantico vem do fa-
to de estarmos integrando sobre todas as trajetdrias possiveis para q(t) e p(t) (a exponencial complexa

também desempenha um papel)

(2) Na equacao 20.2 fica claro que a soma sobre trajetérias é ponderada pela exponencial da acao, e
diferentes trajetdrias vao ter interferéncias construtivas ou destrutivas dependendo de diferenca entre

suas agoes.

Temos entdao uma forma alternativa de quantizar um sistema, especialmente util quando esta-
mos falando de amplitudes de transicao. Ao invés de definir operadores e relacbes de comutacao, usa-
mos as integrais de trajetoria. Note que os dois métodos sao completamente equivalentes, acima usa-
mos a evolucao temporal que se obtem como solucao da equacao de Schrodinger para chegar nas in-
tegrais de trajetdria. Feynman fez o oposto, ele partiu de expressao 20.2 e mostrou que as fungdes de
onda em 14.2 satizfazem a equacao de Schrodinger (o que s6 vale para Hamiltonianas do tipo 18.1).

Funcdes de Correlacao

Podemos também usar o método acima para obter outros observaveis, o mais simples sendo
a funcao de um ponto:
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4c\\le'\{‘\@\\‘1,t> t <t <t\

E facil imaginar como tratar este objeto no procedimento anterior. Discretizamos o tempo da
mesma forma mas, assumindo que a discretizacdo é “fina” o bastante, podemos identificar t com um

dos t; intermediarios:
1, B 4 Aa s

| € (€] wev | ees € I
1 1 ’ \ | ‘ v
t t t
Em meio aos diversos <-4i, %1 [ i1 1€ > que apareceram antes, vai haver um bracket
diferente: N
- A !
Z_4+4 ,JC& +1 ] C‘ L’cs ( c{”t;§ = Sl (_{3 Z_ i1 "c;u_,, \ (h]t;> isto é exatamente o que tinha-
mos antes. Entao a conta proce-
L nao é mais um operador de normalmente, lembrando

apenas que temos este q(t)
dentro das integrais.

- St
G2, q@lg s s\ e o ()

A funcao de dois (ou mais) pontos é similar, mas ha uma sutileza:

i /\ — A — —_ -
< (\\, €9 (&) ‘\LJH\“’\: > 5 sésabemostratarissosedefato: £t < v, = t, < £

SE

%?1 4(\\'(‘“““&“<<\N“H”)%u‘*\lo‘%‘f?§> - “<‘\m‘f;\m\%(ﬂ\1o\L\fﬁ>'\_<1“{1\% N

\ — A — «SCC\—]
Ac\\,ﬁ \(I‘\(Q ‘\Lt1\\<1,t>: D‘I (G C\(E\‘HEB (eq. 21.1)

/\

Por outro lado, poderiamos ter calculado: \&4 note que sdo fungdes e co-
mutam

SLY T
43‘, ﬂ@@,\ Q\Lti\\ﬁ, t> = Spﬂ e oL q(’taﬁ(iu\ (eq.21.2)

desde que, b LJ‘:4 £, 4@
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Logo vemos que, tentando escrever 21.1 e 21.2 como uma Unica expressao, temos:

Vy GXS Cﬂt\(ﬁ\ )= < (\\, ﬁ\[_gq (&) %Lﬂ\}\m £
(eq. 221)
onde aparece o Produto Temporalmente Ordenado:
T3i@4EN = IENTEY +— T =K,
i = 5eE

Tanto 22.1 e 22.2 sao generalizados de forma direta para um numero maior de operadores:

Tﬁ@@.u /‘\\@\1& S 8\(’;«\ — L, ... <,
§>¥/ofdenados temporalmente

_ N SLy) _
G\@)thl4\,e‘\(—§q(qy..<\uh\§w,t>= Ve g qE

Func¢ao de n-pontos ou Func¢ao de Correlacao (de n pontos) ou Correlator. (eq.223)

Em breve veremos em que contexto estes correlatores aparecem e porque estamos interessa-
dos neles. Definamos um outro objeto que nos sera util, lembrando que para qualquer conjunto {C\“\}
podemos definir a funcao geradora F(x):

\:QL\ = Z g\,“ W

2 —_
tal que: AL = _é‘_ \_ ()CB (conhecer esta funcdo nos permiter obter qualquer elemento do conjunto,
(\_\(,\ bastando fazer o nimero apropriado de derivacoes)
X

=0

O equivalente para o conjunto de todos os correlatores { ( .E seria o funcional gerador:

A L O TR e

NZO [ \ (eq. 22.4)

\\d) convencional i

A diferenca é que os elementos do conjunto em questao sao fungdes (de varios t's) e por isso a varidvel em que derivaremos
deve ser também uma funcao (os J’s) e o gerador vira um funcional.
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Podemos escrever ele em uma forma mais conveniente substituindo G, de 22.3:

N SCq)
(3= (e (S ety g8
N>O \ j 2
Sbh S ) G ) gah DEARIAY

_ ?c\ . SEﬂ%;B [gﬁ L9 3(01 gp‘\ ekwﬁ
S[%Sl

NS
Z 5] =S?1 e L.

Para ver como podemos obter qualquer G,, basta fazer as derivadas funcionais:

(eq. 23.1)

S xS
Z5)) - ¢ £, (4D = G [y
(6. 353 i g (C0- {0 = Gl )

3=0

(eq. 23.2)

Para um tratamento um pouco mais longo de derivacao funcional, chequem o material adicional [d] no site do curso
( http://professores.ift.unesp.br/ricardo.matheus/files/courses/2016tqc2/func%20deriv.pdf), e as referéncias la citadas.

Para os nossos fins basta saber que:

§!L <QC\<— S§<Q(*\\ _ EU’B\ %
S 5(9 Rl e

De forma que:

S r\‘\ gfﬂjt ot I
DI D S ) SD L ) -
LS O(E) RS R) BRCYARIN
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_ S_Dc\ g\ ?ve‘,\[SCﬂl + SH ﬂ(‘%\f&(ﬂ L ((Sfﬂ N gé{ ﬁ(f\j(t}i} .

*93(6)

— S,Pgl S [Sfﬁh 5§ (\L\J(J SAJ( c\@ (€ —tl\i

) s + (g <SI435
-’%DWWBQ;Eﬁgye[ S Jif % ﬂ&QWGDG’ \

/3:0
| < - 809
.- zﬂl — o
N =

Com este conjunto de idéias e ferramentas podemos atacar um sistema bem conhecido:
o oscilador harménico.

O Oscilador Harmonico
(Ramond cap2, Nastase 2)

Dada a Lagrangeana de um oscilador harménico (com m = 1):

s Lof R e gy

— B: __(‘i = %(Pli—“\\lf)

E conveniente definir:

= 1
W(wc\‘ }V(DB (eq. 24.1)

A
Hwd

-
Il

o=

(w944
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AR R

(eq. 25.1)

(d\+o\+5

A
"

_/ ~ S\ oW r
H_i (,_,’U;)CC\‘CQ—B —(——ﬁ (“\*C’\‘\—B \ m<0\0\-\_0\'0\ (eq. 25.2)
pY

AN

poderiamos juntar isso pois ain-

) . da ndao quantizamos
Definimos os Brackets de Poison como: 9

=PlP1Y -,
o (R B

~ — /0P d4x P 30\ S
MR Zk_\(g%ﬂ\?i A ac\k\ "
Yoo T
E;\k. &‘ﬁ:%,\kﬂ

(eq. 25.3)

Podemos escrever as equacgdes de Hamilton na forma:

_ 3 RN . oK
°\ ()(jk 2 1. )ng, L( Ac\oL A@z \
)H o AH

é( ’H}Hs Z—~ ﬁ%ﬂ(m{ M;c ac\k\

Quantizacao Canoénica do Oscilador Harmoénico

(eq. 25.4)

O que chamamos de quantizacao canodnica consiste em transformar g e p em operadores
N . . .
g e p, substituindo os Brackets de Poison por comutadores:
A

W g i)igmﬂf@i[d

N = 1
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. \ -
"Ux flgﬁiﬁ :‘B‘A% — = Dg« ﬂ'@ . 5“%

E_F)('\ S oA
A ~ y
PV N
(eq.25.1)—l> Eé\)ﬁ% ' )15 (eq. 26.1)
AT e w N ot / a\ C‘)\J _
[0 = [T, == (5

-2 A S ALHEL =
Ay
[2‘)0\ ]: L (eq. 26.2)

Podemos usar a mesma substituicao nas equagdes de Hamilton (5.4) para obter a evolugao
destes operadores no quadro de Heisenberg:

2\;51;)\4}% - étL -+ L0
S N R o
éf'\)H}eg TPC [F l (eq. 26.3)

E o hamiltoniano pode ser obtido de (5.2)

A n A
H = w q N ko [ Ne+d
~ = N (eq. 26.4)
T 200
| + o « se tivéssemos acompanhado os h’s corretamente

Os autoestados deste hamiltoniano sao definidos em termos de um nimero de ocupagao n e
os operadores a' e a sdo operadores de criacdo e aniquilacio:

o\+[v\>: /%“ Inya™> ‘)‘ G )n> = P\i lv\_'\> (eq. 26.5)
= S

-

» normalizacées

o alwy=NIn> = nin> (eq. 26.6)

Operador Numero
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No estado fundamental, ou vacuo, defindopor &[> = O
a energia é:
A A ,\ A [
—_ 0> = = -
H:w(l\hs H 1o Eolneo>
Energia de ponto zero ou do vacuo

Eo:s—{
=N

Podemos definir um hamiltoniano sem esta energia de ponto zero, definindo o ordenamento normal:

od‘c,\-l-cCO\Jrkox-*ofof

« + T+ 1,
lRArad 1 AG+RN Q=
—
Coloca todos os a'’s a esquerda dos a's

& ©
T

[

vejamos agora um caso um pouco mais complicado (o oscilador forcado), no qual aplicaremos a inte-
gral de trajetoria.

O oscilador Harménico forcado
( Nastase 7 e 8, Ramond 2.3)

Quando definimos o gerador funcional (egs. 22.4 e 23.1):

\STy;3) ST + 254 §OT )
=[5)=\n ¢ "SWG

a partir do qual obtemos os correlatores (16.2):

e (f BN 3 =0T
Y ey S s

A

Nao discutimos os significado da func¢ao J(t), que nao passava de um artificio matematico, in-
troduzida apenas para definir o funcional gerador e igualada a zero assim que possivel. No entanto
podemos nos perguntar o que acontece se nao fizemos J(t) = 0. A acao definida com a inclusao do ter-

mo com J é;

SLyT)= ST+ Sc& BIGRLS
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que, pelo principio da extrema acao: % S D| V0 ] B SS [‘\1 (¢
— - —Y— & )

Se L(c)\: _g_\(“‘)-__ufch =, -\M).<\ B (\ +§/(§:0

Oscilador Harménico Forcado \l

=0

(eq. 28.1)

Note que J(t) é uma forca externa ao sistema descrito por esta eq. de movimento, no sen-
tido de que sua dinamica nao é influenciada pelo valor de g(t) (ou suas derivadas). Todo o com-
portamento desta “Fonte” é estabelecido a priori por fatores externos e o que resolvemos é a
resposta do oscilador a isto. Neste sentido vemos que os correlatores da teoria descrevem o
comportamento do sistema isolado, na auséncia de fontes.

‘,)— ) bY l\
SIyS) =L =-wq)+ , » .

PR é quadratica em g e portanto podemos fazer a integral
de trajetéria usando o resultado da pg 19.1 para integrais gaussianas. Ha, no entanto, um sutil proble-

ma ligado as condicées de contorno de q(t), vamos primeiro fingir que nao notamos este problema
(ou de fato ser honestos a respeito):

5@11783&£%(%)3€L—%+31158 E’)qu +)<‘\X
gt At Mx gﬁ

O que leva a integral de trajetoria:

=[7)- %—DT EXP% [/) qA1+~T-1\X\ A_t L(éﬁ_;;-w‘

= gbt 3('6 ‘1(,‘5\

A acao

Comparando com 19.1:

\_>

(ATas b 4 AFA'T = X3
g,}“\(. € = ()W\ (DET/\\1 ¢ :D %— 1 (
N

A zas
( por enquanto usaremos este resultado, mas cuidado!
/‘ Veja eq 31.2 para a versao correta )

1
( T A"\ *  (nao depende de J)

W
M
¢
J

I
A
"



Teoria Quantica de Campos |

TAD = %&ggt S AEDTED

ANSATE "/ A

!

. —~PL€ €) . -t
NNk = & [3 +w} 8&6 _ \de —Q\_C

U N\

= S le-€)

—.p E~€¢)

Q(t(’\— NSE\LE €

AT P 7w eq 20)

Lv No entanto temos uma singularidade aqui, que seria evitada esco-
Ihendo caminhos apropriados no plano complexo (o que veremos
mais adiante).

Esta singularidade invalida a inversao que fizemos de A'? A pergunta sé pode ser respondida
pensando em que espaco de funcdes A esta agindo, pois neste caso podemos pensar no operador
como uma matriz e ver que, se existem funcdes que satisfacam:

—-1_ -rwl‘i (=0
(eq. 29.2)

isto significaria que o operador tem autovalores iguais a zero e é singular, nao pode ser invertido! Para
piorar, estes modos de autovalor zero sao justamente as solugdes classicas do oscilador livre.

{ it
(H=Cse

Para consequir inverter A, portanto, precisamos excluir estas solucdes do espaco em que A’
esta agindo, o que quer dizer que precisamos que elas nao sejam varidas pela integral de trajetoria.
Lembre-se que para definir a intregral de trajetéria, temos que também escolher os pontos inicial e
final da trajetdria, que estéo fixos. Note ainda que a equagéo sé tem solugbes (&) ) t e[+, ’t?\x
nao triviais se:

j(Ve0 0w Ephro

RO .
TOEE L O e el e
qo ('E‘,\\“O_/ (C+ C 4—(/ - \"'O Codl bty ++:2) | cos
I oy ) (¢ +c [.Ll‘} [.L\BI 0
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Vamos entao fazer uma mudanca de variavel e escrever:

(eq. 30.1)

~ ~ ~
109 @+96 = [ =T -0
Q .
L Trajetoria classica, com condi¢des de contorno nao triviais

Do ponto de vista da integral de trajetéria, mudar a integracao de 9 para Q é o mesmo que

uma mudanca de varidvel dada pela adicao de uma constante em uma integral usual, estamos apenas
somando um caminho fixo. Entao:

'S Pl o iSEYa®4 3
891 LTI :g’m ¢ !

De fato, isto decorre da definicao da integral de trajetéria de um modo trivial:
_— —_ Q  ~ T7
T dq = 1T+ T = (145

A

L numero

Lembrando que (pg 19), se acharmos um extremo q, de S[q,J], podemos escrever:

justamente a acao paraJ=0
—

— 4 3 /\/\/_\)_ R
SC2 1 = SAT +99 = ST + 1 ACE- =S]1.;3) 15l
I\I g—‘)
E%E“)._)}/ :O J é 4potencia|quadréticoemtornodesteminimo

valor de S no minimo q

L)

1=1.

Acontece que ‘1& é justamente um extremo da acao, de forma que:

~J

]
<(9,3) = SF1a,3] *SFy-1a ;01 = L9, 3 ) = SF1, 3 +5L; 00

(eqg. 30.2)

= ZL3s)

. ! ) ~ o )

——

esta integral agora esta bem definida, mas ndo interessa o seu resultado pois ela independe de J e
pode ser absorvida na constante que acompanha Z. O importante é que a A que vai parar no deter-
minante € obtida invertendo o operador A" numa base em que ndo ha modos com autovalor zero

(eq. 30.3)

| ZL3)) - )\(C'“S[h"ﬂ

(eq. 304)
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E a equacao de movimento para 9, é

J‘h(“ﬁﬂ =3

(eq. 31.1)

E a solucao:
1&(%;3\2 ﬂdtf;O\ -l—k(&.j)(&\

[ : -1
A (‘uz_ L‘f} O\ = (O ( estassao as funcdes problematicas que satisfazem
aeq. 29.2, posso inverter A porque ele agora age em
Ju.(e;3), 0 segundo termo acima conserta o problema)

Note que:
Sms[u;ﬂ: |8 ) Seen | S8l
¢ ( b
o SE S, BIW eS
1o

_El'—L S [(1"\ ) K _
Sreee S

\,\/—\’_//
)
STIul®; 3) = S Lqulod: 01+wo\ %RéiﬁjlfrrZSSttﬁ

\_/—\/_\/ 3— s .
é uma integral
ConsT em t (por isso
Sm(e;ohtéx,}@ imi

F\_/ suprimi as dep.
em t)
v 130
. dlj. =3 ]
250 NSy |

N
(eqg. 304) - /

Ainda resta saber qual é a forma deste A e quais condi¢des de contorno usamos para Cl&(t ; 3)
naeq.31.1

3 4.L_C10_(0\."S

(eq. 31.2)

Uma opc¢do que temos para evitar os polos em 29.1 é tird-los do eixo real, faremos isto segun-
do a prescricao:

1 RS

(eq. 31.3)
—p LE~€) o ReLPILEED T pa (et
Q (t f\ = A (X_E < — = =~ .é_&\ ¢ €
Sa\l P -Wirie w (pro-n©) (P76
’—\/\_/
g/\%/_/ X QL
polos em: P - u))— + ;"&ié, - \%

P = i(l.o— ,\E\
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L ¢ > o= Pl :pAF(t,f\x _1¢

oW
Voltemos entao a equacgao 31.1:

Fica facil deduzir que: Q‘@Lt\‘j\ =\ JF AF({’*{'\S (’c\

. T ‘?‘\ | ,
i — algum nudmero
Assumindo que ) (fc) — O /{ —v T o2 = gc)JC - SJE ﬁr?ito pois fora
-T desta regiao

- . J)=0
—L‘N{' . A(IU \ w-t
< _ =<\ - £ e 3 k\ = -*
Entao: £ 22 =» J(E,3DV= ¢ t\J — t Ae

const.

T \

. T

v -2 — Caye e alor &SU‘\ = [} e
© =7 7U~ ! A\

-1

Vemos que a prescricao 31.3 (chamada de prescricao de Feynman) é equivalente a resolver
31.1 com as condic¢des de contorno:

_~Awt
Jalt==3= A ¢

q\& (_(“9-’0,—5\‘- B e)wfﬁ

(atente para os sinais, que serdao importantes mais adiante)

(eqg. 32.1)
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e estas condicdes exigem que J(t) seja limitado no tempo. Além disso, como estas condi¢coes nao per-
mitem solu¢des nao triviais da equacgao 29.2, vemos que a integral de trajetdria original em q(t) esta
bem definida (com a trajetéria classica satisfazendo 32.1 e a quantica satisfazendo 30.1).

Espaco de Fase Harmonico

Vejamos agora como podemos tratar este oscilador forcado de forma mais rigorosa. Comecan-
do com o oscilador livre, temos:

A
N 3 8H= — CQ&\"- C\(e\l
Hp, 9y = %:-kgt;_ — 107 &
i Pley = —*@ [atey — SO
a(e) = 1\_\ [wi-*p) = N()N S
Aw
IR
Yy = A gy g = K €
W\E ({""\fl (eq. 33.1)

J (quantizando)

H@,& = 0o ds L&) =1

(PEYSN
Espaco de Fock: ("D = @(_":\-} o>

Até aqui, nada de novo, mas podemos também definir um outro conjunto de estados os esta-
dos coerentes:

A+ ~
“lo> =Z:‘—)C~c‘\\ |o™>

"> o0

]x><_>__j €’<

(eq. 33.2)

A
Estas combinacdes lineares dos estados no espaco de Fock sao autoestados de o_:

l\+ /\4 ~t
& Je> = QN0 e ckIO>=|_~c13e'““Jlo>
\/V-— ot
T MONTNASPERINY B n(w)
. D(O\ w1 At — A "+ 1_%
SV D F (T R ETES @ s m
»\>1 g
[2,M=0 ) ey L
NS — ‘*
(- 1\'( B le -1):
W24 W2
A
A )e> = < [=<>|(eq. 333)
3 A
Da mesma forma: I<°g‘, _<ole”
A¥
— | N o | (eq. 334)
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Note que: L
**& < < o
o> = <0} € l=>= ¢ :O/\:4/> = C (eq. 34.1)

<ol & +\&
5 v

E temos a identidade (provar que isto é a identidade vai para lista de exercicios):

dot 2 f_“"‘*

[o<><°‘<f'l
AT A
Usemos agora estes estados para calcular a amplitude de transicao entre estados:
\ 0 < -&ﬁ -
F(‘X’Ftidlﬂz R [ F> - e | € | >
J
Mudando para o oscilador forcado:
+ a — AT J
H_P_+w’j‘_q3~wack“q\[3a+3_e\1 \6\(6’\3_3}\
oo O
AT A + N 24
H( Ny ) ’Q = W &_}CL - 8T _:§(€\Q\ (eq. 34.2)

LJ dependem ou nao do tempo de acordo com o quadro, neste caso nao pois estamos no q. de
Schrodinger

Vale que:
*

- AT A =
=T H(R) R O IP> = B O IR> = v )p ) € (eq. 34.3)

Agora seguimos o procedimento usual para transformar a transicao F em uma integral de trajetéria,
dividindo o tempo entre t e t'em n+1 intervalos de tamanho «:

€ = '-< ‘é‘(.‘,:‘ﬁ : < ,_‘:«w"){")t\:fﬂ“\s
N+ 1

das n identidades inseridas

A

/Nf\
* -~
|~ (D(* f < .Q\ S [(JM(_{‘A )°<- (,'tu) . C(' )*(t~j<§<qs(-€” C—-rsf:H o (AT

x < ot | R < L1, D R AN IS ced o (£

como:

eH _~E H("‘*(tm\ (W5 *’i\ o (1) o (£a)
<<, (<= =€ €
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(aqui esta a vantagem dos estados coerentes, se tentassemos fazer o mesmo no espaco de Fock apareceriam problemas pois
o termo com fontes mistura niveis de Fock diferentes)

B (o(*f . _().k\ S | [JM({-»\ 9= (‘h] ExP [ Ze}.{ o (301) <1y 13:} g

xEXP 2_’ <)< (s \} EXF[Zf%"ChH) %(t}

"0

Ex P[Q‘&\ e ()= o (E)<(E) + wc“(f“\ (b = L () = LLEN ()1 T ) x(t\}
— .. _ \’

“orfao”
No limite € — 0O c =< Ct; < (£n) < (b — A\Z &*(E\N[‘CS
¢ *
Flor € w6 =\ Pu D B é; gbz [ °<L‘Z5 () - ;-(] %(*MN&\E
< (eq.35.1)

Para resolver esta integral precisamos pensar um pouco sobre as condicdes de contorno. E
tentador dizer que a* e o estao ambos fixos nas “bordas” (t’ e t), mas temos um problema, pois estes
sao autovalores de operadores diferentes (4 e d respectivamente) e estes dois operadores ndao comu-

tam. Sabemos que, em mecanica quantica, a nossa capacidade de especificar autovalores em um
mesmo estado estd limitada por:

0; Q\g = i );:, ZW) E;\\)\’\}) ]\YD ] (Griffiths de Mec. Quant., sec 3.4)
~ D)
AL Al R
L%‘—_ AM(S _UN) s = Iy > - <91 D>
0= <@ Gly >

[qif)=k — Gy > B

Como estamos no quadro de Schroédinger e os estados evoluem no tempo, nao podemos especificar
o @ oL a0 mesmo tempo no estado inicial e nem no final, mas podemos fazer:

-E ¥ < (Y= =< ol (1) élivre <V= =a> . .
«Q D este objeto vai aparecer

\ * * exponenciado em todas as
'E ¥ =< () = =< < () élivre ((7; = -o) integrais da trajet. p/ Fou Z

,Si«x | J‘l
¢

e portanto podemos usar o principio da extrema a¢ao para achar a equacao de movimento para as

Note que a equacao 35.1 esta na forma: [: = M—DJ
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solugdes classicas do sistema. Podemos re—escrever a acao de duas formas:

S 3z [ ey

t‘
ol () = %Az *a.l M 2 (7Y - H] o =Ry ey (E)
w

As equacgoes de movimento obtidas (no interior do intervalo [t,t']) sao: + )L
S »@( \ 4%‘-\*‘@3 N g
§ =(B) 5 3=\
s _ M _
A Je<(®
BN )M _
< BNQ('A\
(2 om0 -
| )
\ K o D (3\/ =Q
T MW T »§=0 com as condigées: T=¢
) / -0
Stk K W= — =0 (eq. 36.1) g=t

Que tem como solucao:

=
Lw(E-T Lwils=18Y

b(&(z>: Y 4+~ A g e \(\(Q ‘\S Note que:

() = =<

€

\

z..@) t Aw(@-S)— x W\ _ 1
e () = o ekmc t g ¢ Y\ &S Sl
S

(eq. 36.2)

Usando estas solucdes (ou as equagdes de movimento), da para mostrar que (exercicio):
' £
+
gg Y4 [*:i” ol - H(-S, ,M\] 4 od(Byeg(t) = (Bl + 4 g 37 3@ <& =
LV
%

£
_lw(E- 1) t w eSSy _ AW (s-1)
SRS +J\S‘)S[°“ T =Lt ‘6\(3534—
t

. ﬁ_ g-{ ASS JS «C(S\‘Q(S\B —A-NIS 5]
=N

(eq. 36.3)
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Compare 36.3 com 31.2: mais uma vez temos um termo indepente das fontes (que em 31.2 foi absorvido na
normalizacao) um termo linear na fonte e um termo quadratico, de onde podemos obter o propagador.
Vamos usar o mesmo método que antes, fazendo:

o (B = o2 LY + <)
Ty = oL (B + <7

De novo, podemos mostrar que:

s l}((a J"j‘&\)) G\J?l - SE“‘L&\) og ) ) \@.?Xﬁ's [;2(@5,;2*&\ 50»03
e obter, de forma analoga a 30.4, que:

i = /‘( QLEI}{‘R SBL*&fﬁjl

Para relacionar este resultado com o anterior, temos que escolher os estados iniciais e finais como o

vacuo:

+
|<> = eﬁd\ 0> — =0 = |x>=[0>

\

E entdo tomamosjz—t, —p —cQ

€_ —v + D
De 36.3 obtemos: o
-LUJ(.{\_t\) { /_Z ) . _4
- * aw 16S) _ . AW(-t)
Zz[5) = «0,-2[0,-% > ZNt\N’gwxc ] xga& QTR Ll e (33}+
D s T . Y 5, 4

(funcional gerador das transicdes vacuo-vacuo)

\ t - —e wls' - _ —
1 8* ASS 1 LT e 5-3] =)\( Exf [—4_* ARNANE ‘5}
> T

e o

Note que: /\(= <0O,R| 0, =

(eq. 37.1)

(eq. 37.2)

;J (eq. 37.3)

Que é o mesmo resultado obtido na pg 32. Note também que a condi¢ao de contorno:

— o0 , .~
i —3) s6temos a parte de criacdo no passado

o) =©

2 (8) ¢ autovalor de O\_\_
(R livre
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-+ o0 . T
t;’ —) sétemos a parte de aniquilagao no futuro
ol =0
() < () éautovalorde & .
< (&) livre o eM,:’t

ey
/;<Q}_¢q| QICQfOl —o» > = \ﬁT\B
como 3ty A=z T ] "
omo T @\ A \1)<0}+=n|61\&)(o,+w> - =y ¢
QL

verificamos que isto € o mesmo que as condicoes 32.1.

O que ganhamos fazendo de novo este caminho? Para comecar ele é mais limpo, nao houve
0 uso prescricao alguma. Adicionalmente vimos que o resultado final s6 pode ser obtido escolhendo
os estados inicial e final como o vacuo, este passo nao ficou explicito no caso anterior. De fato a proje-
¢ao no vacuo estava escondida no unico lugar em que poderia, na prescricao de Feynman que, como
ja veremos, esta intrinsecamente ligada a projecao no vacuo assintético (para tempos grandes) da
teoria.

Rotacao de Wick para o tempo Euclideano

Até agora viemos fazendo integrais que tipicamente envolviam exponenciais do tipo:
+ P
. 2
IR

Je €

— oD

que exige que o, ou x sejam tomados ligeiramente complexos para que a integral convirja, ou seja, es-
tas integrais s estao definidas via sua continuagao analitica. Este tipo de integral aparece com fre-
quéncia em teoria de campos, pois em geral podemos expandir as integrais da acao em torno da so-
lucao classica usando a Saddle Point Approximation:

S =50 + %\81* Smgc\}f' \()(Sf\

se a acao ja é quadratica em g (e.g. no caso livre)
este termo é zero e o resultado da SPA é exato.

Uma outra forma de olhar a continuacao analitica é fazendo uma rotacao para o Espaco Eucli-
deano, este procedimento é também bastante instrutivo pois revela paralelos interessantes entre a
Mecanica Quantica e a Mecanica Estatistica. Pois bem, analisemos o seguinte caso:

« —
H (N> = Ewin™>

—_—

E.>0

;\_\Z In><n|

Uma amplitude de transi¢ao seria escrita como:



- ~£( £-€)

Yo ~
g e m=qle ly

—_—

:E<j‘ IN><nly> €

R

=0 S5 <qinmenie F

m

t_
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4\

—_—

-4
[><Zim|q ==

- A EJ‘ (ﬁl —{\

— B

%\ﬂw\

-Z_\P@\Ww& =

|
Que é uma fungao analitica em Nt= & —'t\ e portanto admite a continuagao:

Rotacao de Wick
(eq. 39.1)

AJC = “}\ts

A razao pela qual “rodamos” nesta direcao é a seguinte, considere o operador de evolugao
“para o futuro” (estamos especializando para o caso At > 0):

A

i

VY= = -2¢
L/E;r/opaga(;é]o p/ futuro

- E?nrmﬂ E*n:c.“[m]

e [w><Ln|
e g
(At>0)  E.>o0

J~0t) >0
Tt <O

= 1

<1

O que acontece se fizermos a continuag¢ao analitica para o plano complexo em At? - Usé é li-

mitado para valores negativos de Im[t]:

DT - -l
> X x X XX %X
Y problemas!

X X X & S

ok!

Com esta rotacao temos:

e[ - Tl

>
sy = 2 UL

_tE-

[

Note que: 31 /6 |<,QB

.

note que o estado inicial
e final sdo iguais e estamos integrando

sobre eles também

é a funcao de particao candnica do sistema para uma temperatura ﬂ(T 2= 2
K3

Q

C <P(P>

<

NG

<Y\ UT\) [¥>

Q[oE) + Tnl k)= Tinte)-2 Relx)

(eqg. 39.2)

Euclideano (vou usar t quando os pontos inicial e final forem iguais)

> 3 Tm{e‘%“wg -2 (&)

g% [P =

também temos k = 1 em unidades

naturais
(eq. 39.3)

G =Rp

/
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Ou seja, a funcao de particao do sistema é obtida integrando sobre um ponto de uma trajetéria fecha-
da (1‘ H <|( )= ’1(0\ =q ) e de“comprimento”t = h3 no tempo Euclideano.

Vejamos como fica a integral de trajetdria para esta mesma transicao. A lagrangiana é:
pe
| =4 ( AN — ()
2\t

4p el 4leN-0 §0t)=ge (ke
O exponente na integral de trajetéria fica:  ——
\ 0t

. )\5“ 478N (D] < w\ (Rt | A lﬁ\r\l,w\ =S
sBﬂ:”g t {T(M" B (1_} ﬁ R BN b(-'ntg\\ T\ = elg]
t 0

Ot 3y
@t 2t -+ —_Dg X 9Q te= ~t JKS[”]B: ‘SEI——(}E}

Z = Lot =Kp

Rp ’
Selie = | xt, [« (485 0| =\t Lol
> —

‘—0 T-;-\/ (Hamiltoniana Classica)

Para obter entao a fungao de particao, basta entao exigir que os extremos da trajetéria sejam
0 mesmo ponto (trajetéria fechada) e incluir a integral sobre este ponto em D‘1 . Na pratica estamos
integrando sobre todos os caminhos fechados de comprimento hf.

= () -Tef "1 =\, '

1(&.5-1-6):1(153 (eq. 40.1)

Formula de Feynman-Kac

Podemos tirar qualquer quantidade de interesse da funcdo de particao, uma vez que ela tem
toda informacao relevante do sistema. De fato a mecanica estatistica de uma particula quantica em
contato com um banho térmico em temperatura T é dada pela matriz de densidade:

L _
= e
ﬁg = R = = fator de Boltzman
Np -
normalizacao *P Er
que contém as probabilidades de encontrar a particula nos estados de energiaE,: — ¢

2

A condicao de normalizacao indentifica Z como a funcao de particao:

Te[f) =1 e 2 = Te[oelpin)
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O valor esperado de qualquer observavel O é dado por:

A _ o 4\
<O>f5 - \Q(Fz‘\()) (eq.41.1)

A matriz de densidade é proporcional ao préprio operador de evolucao no espaco Euclideano:

A _z %F
_AHt ‘ - < \'\ ‘F‘ﬁ —6:9(?

U= e ® —w O =¢ * =¢

kT

AN 2z = Te[OL0)
z

Vemos que a“evolucao” de um sistema neste “tempo imaginario” serve para descrever as
propriedades deste mesmo sistema em equilibrio com um banho térmico.

— Recapitulando:

Particula (quantica) em eq. —b y ( 6 ) = 0 [Q \
2
com banho de temperatura T
I K isto)é tudo que preciso saber,

e posso obté-lo daqw

Particula (quantica) isolada Q\_/
— \)( ")

em tempo imaginario

(41.2)

Além disso, a métrica agora é de um espaco Euclideano:

N I :<2;:§§>
co0qQ -1

\\7%‘—-~'JCE

- () 31 = ‘(5 JC; + 5315 ’:‘_D distancia Euclideana em |Rn+1

e portanto, t; é uma variavel tipo espaco. Vejamos o que acontece se pensamos na variavel de integra-
¢ao t como uma distancia, além disso, consideraremos um sistema simples (oscilador harmonico):

C .
w —
E

@)
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Discretizando o “tempo Euclideano”:
© c

.= N E
)lill\l\\‘l\l\l\\\\\\\\Dz)\ tfb ?f

te, Z tfu TE(,tf,b\ = C[»G

tXFP) -

Isso é exatamente a funcdo de particdo de um sistema classico em temperatura Tg

—_— 194 -\ > q
Z = \HK EXP -1_ Z ‘C/E(c{ 81\4-{):“\)(\})
K A Yy

w L_'\/

“soma” todas as configuracoes 1

L9 B

energia total

acoplamento entre vizinhos energia potencial

de um oscilador classico

Na pratica temos um sistema de “osciladores” (notem que nao temos mais tempo):

. VL e
§\\§\§/ : \§/‘P\§/ X % i@)% D (:JEQT

O termo de acoplamento entre vizinhos favorece “alinhamento”
j—%’—v G arge

®

1 Oscilador Quantico
(em tempo imaginario)

—> Cadeia de “osciladores” classicos acoplados

/

p  Futuagdes térmicas

T E temperatura do Sistema de
V N S objetos classicos

Futuagdes quanticas

"

o> O
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numero grande graus de liberdade classicos

1 grau deliberdade v

Lembrando ainda que uma particula quantica em tempo imaginario pode ser interpretada como
uma particula quantica em contato com um banho T

Temperatura (Comprimento da Cadeia)_
1.=r A 7 z_,\
R kg T ,

- periodo

temperatura de um banho térmico com o qual um oscilador Quantico estd em contato

— Recapitulando (de novo):

—p H
Particula (quantica)emeq. —b 5?3 ( 6 2‘ ]QCQ l
com banho de temperatura T

I KWO saber,

€ posso obté- Io daqw

DU(~Z3*‘/

72 =Ta((J(-23))

- integral de trajetoria sobre
configuracdes periddicas

Particula (quantica) isolada
em tempo imaginario

E também a funcédo de particdo de um sistema cléssico (de fato de muitos objetos

classicos acoplados aos “primeiros vizinhos”) —> Macanica Estatistica

(43.1)

Até agora vimos a relacao entre o operador de evolucao e a funcdo de particao. E os obser-
vaveis?

Al e < Ap TR Ag)e B AC(@]

quanticaemT

B= a _ T e Al
T [0 (=)

40.1

” - '\—SEC— )
—TQLUE (13] = SDc[E < !

~

A 180> =P @ >

( inh i6dicos)
:\__S_ [Clcj/“/\ em caminhos periédicos

Te Ve (@ IF\\(@} = \ W3 e " A (e o)

P
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1 ¢ [9.) Note que qualquer
p (_; £ e fator multiplicativo indeterminado
15 A(‘(c(@\\ vindo da integral de trajetoria
# (tal como o volume do espaco)

vai ser cancelado

- '\— Set“\e-)
Dy, < ©
S ([E (eq. 44.1)

P

Notem que, pensando em D, Y como a soma sobre as configuracdes de uma cadeia clas-

sica, esta mesma definicao da o valor esperado em Mecanica Estatistica para observaveis de um siste-
ma de temperatura TS: LN ™. - Y

3 <k

O que acontece quando fazemos TZQ——D O 7

C v =0
A - &=
N
Te LUl = 2 e 7
_ZC —CE - % E,
"é—oao:Det6>>@Fq>>e?

Seleciono a configuragcao de menor energia

— A - G E
]Q[UE C‘L,~b.b\l= <O((>_ =90

<t

T”( LUE(«ZB A(‘Ia\l = <O /gv(k\\ o= e‘_ =

AO\/"\\(%E\|O§ = <A >)}~D=o

Mandar a temperatura para zero projeta os operadores no vacuo da teoria. Com isso pode-
mos entender outra forma de obter as fungdes de Green de interesse (a funcao de dois pontos abaixo
€ um exemplo dos chamados Propagadores de Feynman cuja relevancia veremos mais adiante):

Alz('é,,—'t,_\ = < O]T‘g/él (.{\\ él\ (,fL\\S[o>
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I~
A

~€l :63- 5 b’\zf [_f3

Fff(;op o z\ | /’3
[ :ﬁ)s

Gs
6T . *;“:Se
Podemos obter primeiro o valor < C?E (@) C{E N> = ’D% c ({ECQ\?E ()

P-%
(Z.< T, =0t et o f

e entdo voltar ao tempo real fazendo: & LN £
1 A
] ) <<L (£ 9 () >g
T) y VA t L
Se tivéssemos calculado a mesma coisa com T, < (¢ 4, (note que na integral de trajetoria nao

ha diferenca), teriamos voltado para: ~ N
< <\ (;Q’\\ Q\Lé)_\>>[;
ou seja, voltamos sempre no produto temporalmente ordenado:
—c A
<\ & (£ 9 (k. 1&
(\ D q( ) >B

Para projetar no vacuo basta tomar temperatura zero
—D — i
PP\ _, <o 'écrtfa‘kcm\\g\o>
T —o0
Podemos também obter uma expressao para o propagador/correlator livre em temperaturas

&Tilee (e T O P

considerando a equacgao de movimento (Oscilador Harménico):

[w*“]& (te, 1) = 3Ca—ta)

b)

—_——

finitas:

(eq. 45.1)

(ja podemos voltar
para unidades natu-

t N
dtﬂ rais)
Lembrando que, como o espaco Euclideano é ciclico de periodo T —= /3 vale:

AF!I?F (h‘ '—"PB: AHEE ( {FS
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A eq. 45.1 tem somente uma solugao para (tzr '(EL\E; \:0 |l31 :

-wt wi;
AFdE‘E(tE\: ;:ICJ [(’\ () e Tl nWe ]

(eq. 46.1)
onde:
n(w) = !
%]
QP — 4 (eq. 46.2)
é a distribuicao de Bose-Einstein. E no limite de temperatura zero:
=0 Y]((AA —2 Q0 jc_
P 2 ) -\ te = «W
/A Free —v A F (J(E) - € C (compare com 37.3)
AW

}K voltando para Minkowski
O oscilador Harménico forcado (de novo)

Vejamos como fica o oscilador no espaco Euclideano. Partindo da acao:

1SC1\:1\83‘7£%(%3€ -l ”«\1

Wolt = -ate RO : dg \"
K [§ley= 4= elte) (dt (-A\( Ac—\
\)(ﬂ = 3 (- )= &)

e (o [ (2 )

Suprimindo todos os indices “E” para simplificar a notacao, obtemos a seguinte funcao de particao:

Ze (3)= gv\ txf é Ji SAJ{@%}M} a‘;} +%é{ I E 1&3&

A vantagem agora é que estamos fazendo esta integral em trajetérias fechadas, por isso nao ha pro-
blema com bordas quando integramos por partes (compare com a pg 28):

Ze [_3] - S—D(\ T:xPé,_,_ Tgt)it [C) \ +m}1 +_§§+ RYES <\Ur§~& =

NEX”é g SAS BYA ae(s <) SCS\\E

(eq.46.2)

Ty -° -
_51-4F-1 - Q/-v ?

463) T(OFO 1< 1«T




note que este A é a funcao de Green que soluciona o problema classico:

Jx -1 \ AE t-—-* EE(S_S\B
D9 = (- w680 = S aa
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- ii" Fw <]¢: RIGY
3?

4D
100 :SAE DNeleTE )

(eq.47.1)

. , R N N\ —x E(s-9)
(_J_ H;\ De (5,8 = g e (-(’”Eﬂ +‘">t_/,—\ =3 -
s X

=] 2
€E+w

Note que a integral feita da primeira para a segunda linha de 46.3 é uma Gaussiana tradicio-
nal (nenhuma exponencial complexa por ali). Além disso o propagador Euclideano em 47.1 nao tem
polos para E, real e portanto ndo precisamos falar nada sobre o caminho de integracao. Os polos fo-
ram movidos para o eixo complexo pela rotacao de Wick:

polosde Ng: E. = AW

Queremos, finalmente, voltar para o espaco de Minkowski. J4 sabemos que "{ - te
mas como rodamos E; ? Primeiramente exigimos que Et=E, t;, entao:

) - |
x E‘e = (7\\‘:53(”"_t53: Eg tg

S
[ [E ~ C EE

(o que é arbitrario, mas vai garantir que ondas planas se propagem na mesma direcao espacial com t ou tg crescente quando

passarmos para mais dimensoes, uma vez que :

N . = -‘vv—u " -t_
e-\(’ﬂ\(. o /\(t-t P ‘C\: e (EE t

—_—

L

-

) Além disso, para que a extensao analitica seja valida, nao podemos cruzar os polos, portanto nao po-

demos rodar totalmente para E; = -i E mas sim parar antes de chegar no polo:

‘AIW\LEEB
NESION o
o ‘\E;e E=¢ i. = KB -2 €)
D (L[Et‘} ou _-(E—C—) X
L RN JUEN
Com esta rotacao temos:
A — EsiE _LEt
(eq.47.1) =/ Qg(te='“{>: EE c —= LJE € = AFU—\
AW E -wth€

ST Bl ew j

. w2 § . \/‘\{7/—/
Ee = (i re€)| = —(+se 1O )

compare com o fim da pg 31

(lembrando que la p = p0 =E)

De forma que, mais uma vez, somos levados a prescricao de Feynman.

\\
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Quantizacao Candnica do Campo Escalar

( Peskin 2.3, Nastase 3)

Queremos agora fazer a quantizacao do campos mais “simples” a disposicao, o campo escalar.
A lagrangeana mais geral, invariante de lorentz, para um campo escalar real é:

QL _ % ()N({)J’JQ{) __V;T"@l ~\/(¢)éﬂ‘|)> (eq. 48.1)

Para generalizar a quantizagao para o caso dos campos precisamos primeiro obter os Brackets
de Poison da teoria. Uma vez que sabemos como fazer isto no caso de particulas (pontos), discretiza-
remos o espaco, definindo:

3‘ /?(\(A)
Loy = Tav " Puldy = Jov ¢+ Al

L = AOT S = Ta0 e, € |
K-—-——-,_!/ ,“

YC

A IR e | S CPER, TR,

A\I 34)“(,(\ ™ discretizacao o S C;b ({C‘.{)) )

1

AN @ #<—> 334

Com isso transformamos o espaco em um conjunto de coordenadas discretas, com o seguin-

te Bracket de Poison: J 1)y +
md> [ CRE
e -3 3\ o2 mi )
CoN'F ‘vﬁ\/

L &y l
N0 ‘mr S’T’ S
SED P

3 — ’ YR
{f}]({)ﬁ) T\'(:C\J*&} =|dy /28D S——”WJ?H ~9 = Fee-wh
) 3. gq)(:g DT <a)+3

2t -2 - D\ e — relacbes para
{(}](\L’ ) )Lﬁ (‘L’%} np. {’IT OL)JC) ) I (t,ﬂ} N O tempos iguais



Teoria Quantica de Campos |

A partir destas relacdes, fica facil fazer a quantizacao canénica do campo escalar:

ii}ﬁ% 7 _'ﬂi‘[;X

{c}](&’c TR Q} L ST

- -2 ~ B (eq. 49.1)
E(P (\M ) cp(liﬁ‘l = L]\ (\)J‘) )T(‘L ) ’fgl =0 relagdes de comutagao para tempos

iguais

Note que, no caso em que \/ ( (b ) 5"«“ =0 aequacao de movimento para o campo
dado pela eq. 48.1 é a equacao de Klein-Gordon:

V()0 = | L= FI0RE-FH- Lo 1@ -0

L L CAMPOESCALAR LIVRE
o 8&‘5"[6¢ =0 = _vﬁcb+4¢(:_5”<\>]=o
N

Equacao de Klein-Gordon
[aﬁc)ﬂ_’_h\x)d)zo quag

-

(eq. 49.2)
S > D) (UW@H& - (eq.2.1)
0= LT =0 o :
Se passarmos para o espaco dos momentos:
N
(s
3 AN o T =\ C—;N'ml' <)
M= (L& ¢ TEo — NI =N |
avs
+
note que, para o campo real: (B:(V“)t_) =(\)(_\()'(7\ s6 é verdade se: $<f|{§= (l)(_()%
Tt (e T, ey=TTC-P,6)

Eq K-G (49.2): |

P
(A _'\7 +V,,\\S‘E-E ¢ (i‘(';llk\ =0

)
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-
Ny )
AP

_\p
[ (we o L \
Pr. 3 F 1P+ %) = O
S ¢ x g(ﬂ& B(bf’)

K-G no espaco dos momentos

,,
o)
)

-
wl
poll
il

"

(eq. 50.1)

Esta equacao tem como solucao:

Trwt
(ﬁ(f’ €)= F(FBQ a (Lgmm Q}uG‘e:_-']\

&/V(K;Aw§+—ﬁ+45f%F3=o W= Wy =i

que é justamente o comportamento de um oscilador harménico simples. Ou seja, pelo menos na ver-
sao em que o “potencial” V é zero, cada modo do campo satisfaz uma equacao de oscilador com

frequéncia:
wr =\ FDP' -+ Y\\A
(eq. 50.2)

E claro que o caso com potencial é mais complicado, mas vamos usar esta informacao e defi-
nir operadores em analogia com o oscilador harménico:

NCESERE Wwa+§1n&ﬂ
+ 4 ¥, s ~T s
NS \5 R T R G

- (P W (eq. 50.3)

Notando que: Wg= W[ 1E1)

owr
BT 4y = E\zﬁ & (P4 @ —\— Q(? e J

@y l“’
U]
AE o:r e kﬁa?\ ,-g—-i@( 8 (-7 QQ;PK }f’_ﬁ_od[(_?{xy(?\?
Vo e T m B

v TS
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temos:

57
o g( ey W ! [wy’%’u C(_F’ﬂj

e o-(22, ([ F) SNEREA)
\l

Colocando estas expressoes em 49.1, obtemos as relacdes de comutagao para os d’s:

[o(®6y, <(F | = Y SCP-7)

(eq. 51.1)

[olF 6y a(F' 8y ) = (4@ 6y U(F 0 ) =0

(eq. 51.2)

Checando: [(b(?,f}}?(i”\} 633 _

N F"‘)
- N V)

= 5 ~ W P T, > tr 3° ("\}J( "\(?‘? ;?‘( B
S v ;r\%(* \gg(x{uw,h)q( e8|+ [aEFe, o \lj M T
L o7

N N

) =\

. AF\? — AP\ . 3_\, AN
:Aggip %:i_ e ¢ - SR

Usando estas defini¢des, vamos calcular o operador Hamiltoniano:

4= §ow [redpess -d)

Y Tt
MO “ 5d>< <P¢ \ ST

R W -
A S| +A(vzb\+v”;\(p

[J( :SX)’L Sff\ %(\{i\%il\(ﬂ\\ waTF [a( B - (- P'QM&(FQ o« (- p,é)} .
~\> é\
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4 34\ (L(l'\wp\ [ aFE)+ &Y—P,k\][ a(Fit)+ 03(—?,4;\](6 5 M>(ﬁ> {:F \7'>

- =
Fefyv

\¥]

12 [M[’t5+ NE Y>,£\][O\,({>f§+ oIl - Y’){:\}

(a

(P £y
H tg SM Ie e e,
(AN (WY T

/L/ﬁ

¢ 3 oo [«ﬁex—@(—aﬂ[w‘,a-ofc—?l ’c\}
\1

IR [&(ﬁé\m((’ ﬂ[w I k\]
U wp Wy

\J

@

A
T

;—”_*)\ ~ }_‘ . N
Séan e'(P AN LTS O (P gﬁ_{%wp‘_ﬂ)_%g
=

. 3\ P/ 1 pY
fazemos a integral gdP — (—)v)__ _F’ UJP
o ] —‘ll\ aa
—8-F I““ _ W
k(\]\u‘,\uf,\‘ H we .

F’\’ suprimi t sé para encurtar a notacao

Q M GO EN AN NS &(mo\u\ w[F) @) LR B F () CF)
@[ (7,6 + B [al-7,9+ <K@ t))\: a(P) al-F) 4o [P K@) LEA AR F LY

OHD) = 2P T F AR
%

j posso fazer p — -p na integral

= A \pp T/ & ot e’ 0:.\-“’
H Sgﬁ 2 [qcp,ww, Y (P éf,ﬂ

(eq. 52.1)

E aqui fica bem claro que estamos somando sobre um conjunto infinito (e continuo) de oscila-
dores harmonicos. Podemos obter as dependéncias temporais dos operadores a:
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3
[t = ad@ - addo = s = (-(0Y F(@E-pH+ ad ™) -
= ') \ 4 o\ N
[::\_ 00:_((;\5 :}Qt\‘-\*- -1—(: (3“?6(?—9 5 "\(\r\k_:c\\.ﬁw.\-
) <
(O

\ +

[o )= ad™d -2 =/any -+ dha]d —dT s
= QG FE- 7))+ T - Xy

b —u) '\1\)' 3 =y —
N ,)_o%?,ﬂ: SM Wl A o (P E) (WY (P >= Wp & (P, £

(eq. 53.1)

AWt

(l“\} & Py Lue 6
- = 3 O F'K.: OW’O - fo VL
[_!’ = "'>° +oen T Wy 4 Q)
AP + y P
b=\ Sf A et )
(_).\T\s lEp .
f=Ee| (eq. 533)

Discretizacao

Para ter uma imagem fisica mais clara do que sistema que estamos lidando aqui, vamos ima-
ginar uma sistuacao onde o campo esteja restrito a um volume finito V. O efeito disto é discretizar o
momento, ja que em uma direcao z de comprimento L,, somente existirao modos com:

Jo A
8 L
— 3 4 \
e ai fazemos: Ségﬂt —v ’\//L Z B(k*EB \-b\/SiZ A
g
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definimos também: O\o'{ — \H)\W\E o

de forma que: [G:Q) QE‘X = (a\\\\3 63(9_; —a: B — \)@Wf[x;]u%}:@\\”\/ SEQ\

(eq. 54.1)

(eq. 54.2)
=) hz
253
— 1
P\p; = W (NI{’ + 13 Hamiltoniano de um oscilador de frequéncia (")E'
» — wioe Operador Numero para o modo Y
N"L = SRR (eq 543)
Consideremos os autoestados deste operador: l\jiz [ve™>= g ) ng >
Vale toda a analise usual para osciladores harménicos:
+ u" ” h N “ d 3
o<y operador“levantamento 52 € 1INy numero de ocupagao
o¢p operador “abaixamento”
/ N\
o<;]r\;;>:\gh\g‘\h@-;~1> l"\g?: \_P (<g) [0™>
|
+ M
gz | N> thz+1‘]Y\i“,.+1> “
<h];lh""> = S\m
Re Ing>= ‘U)z(ﬁzl——g-\) I\ > “ ~
i) jo>=0 | [0 O (eq. 54.4)

No contexto da teoria quantica de campos, usamos a terminologia:

u{} o  operadores de criacao e aniquilagao
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;2 numero de particulas

pois veremos que cada um destes modos de excita¢cao do campo corresponde a uma particula (de
momento k)

Espaco de Fock

O espaco de Hilbert construido com os autoestados do operador nimero é conhecido como
Espaco de Fock, a representacao do espacgo de Fock para um unico oscilador é dada por:

Iz

Como o Hamiltoniano total é dado pela soma dos Hamiltonianos de cada modo, o espaco
de Hilbert é o produto direto dos espacos de cada modo:

> € @, ey

iy =TT [e= = TT L, 657 o>

[, mesmo vacuo para todos os modos

Ordenamento Normal

Assim como no caso do oscilador harménico temos uma energia de modo zero para cada um
dos modos permitidos:

2ol hplo> — FwWg
2

No caso do campo, mesmo dentro de um volume finito, a energia total dada pela soma de to-
dos estes modos zero é infinita:

Wi
c=Z -
+

O que nao pode ser um observavel. Portanto definiremos a energia acima desta como a energia
observavel fisica do sistema e o estado em que todos os modos estao no estado fundamental fica
definido como E = 0. Uma forma de operacionalizar esta redefinicao da energia é usando Ordenamen-
to Normal definido na pg 27: M s

— ST\ ~_ ~ ‘

. 2 ) W

Hr = Lkﬁs(\;f(@ "'°<\;u°<“v8 = H-) = o 2_ = /\J‘Z‘U
(compare com 54.2) L\_A

\_o infinito subtraido
<o['H:lo> =0

No6s vamos generalizar este procedimento, dizendo que somente operadores normalmente
ordenados sao observaveis: "
=020 >
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Notamos, finalmente, que:

-ApPx F P
13 ~J (Q?C + (L+"," c . >

Onda plana se propagando na direcao T
com frequéncia

G

M=t w>0

e
Er:+m>0 -

¥ tf—(-:
1—
No entanto o segundo termo tem o “sinal errado” em frente a evolucao temporal: (L? C
por isso € comum a seguinte denominacao:
LR -
;*f‘(__o\--e‘> o MEt 3 . . .
0\‘—,1: C = %9 aq—yp Solucao de frequéncia (ou energia) positiva
APt P +“'Er’t . A : ,
QIF, ¢ =ap € e q—yp solucdo de frequéncia (ou energia) negativa

Gy
Ng ™

s tem autovalores maiores ou iguais a zero. Portanto nao ha mais o problema de energia negativa
(ndo ha nenhum estado com energia menor que zero).

— A + g
Note, no entanto, que o operador hamilténiano: H = l“)é" /\J,ZL" _Dg gibﬂb V\).;g Q (‘E’S Q(QS
”

Interpretacao de Particula

Lembrando que a quantidade conservada quando fazemos translacdes espago-temporais € o tensor

energia momento: T"\) - :&_\ 3\)4) —OCY\)
J0 » 6

E que podemos pensar nas componentes conservadas so por translacdes espaciais ou temporais:

T H=\T%0- g(’w&\d;(*\ -§) & S’% e

]

_—

e p &T“ Pe = XTMWP e P - ,%M\b P

E: —%fl"?ﬁf(b P = S re VAW

3
(>0 (eq. 56.1)

Isto nos mostra que o operador cC; age no vacuo para criar um estado com momento F
. D2 a . . Ve
eenergia [ :*'W por isso interpretaremos estes estados como particulas de massa m

Note que definimos o momento total do estado em termos da carga conservada pela invarian-
cia sob translacoes, e nao como o0 momento candnicamente conjugado.
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Estatistica de Bose-Einstein

Uma vez que: Yc\k W ] Q) temos que:

92 = > P, ) % < l05= D W“w ) g <
tes b e b I 3
H g_/qoll E’ SJ\J
—u — + L
> Y, E) < < [0

Ezﬂ )(Z\

osz ’ﬂ-‘l‘

Estado qualquer definido pela funcao de onda KPCP_J) 0?,\

;s . sy e N .
Vemos que este estado é simétrico sobreatroca %, +—> %, portanto, se interpretarmos cada
criacao como uma particula (e neste caso sao todas idénticas) de momento k, estas estarao satizfazen-

do uma estatistica de Bose-Einstein:
92.4 ) \> kp(p(*\.) 3

\\

Propagador do Campo Escalar Livre

(Peskin 2.3-2.4, Nastase 4)
Vamos nos preocupar agora em achar expressoes relativisticamente invariantes para as solu-
coes da equacao de Klein-Gordon e entao abordar a questao da causalidade.

Vimos que, na versao discretizada, os estados sao normalizados da seguinte forma (eq 54.3)
"W
Ihg™> = —4—— (o<;—;-\ \03 = [lm> = SW\V\
&Y\k\, ‘
Lembrando que a relacao entre G &— \/(ﬂ\: =<p
o discreto e o continuo é: J ¥
153(2 1Y\ Vg

N =1 1z = ‘f>= o (6>

— N> <>
Normalizacdo no continuo: C(?le, = =@\l\ NGRS 3

nao é invariante
Considere um boost na dire¢ao 3:

Py =X (Ps +RE)
E}:Hw}m
3= W (ky # P B

(QO@ - ()(Xo\ =

EuY\

\f (%))

=N

t—unidades naturais
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AR Gt e 2r WO (A S

fr, <X

1 Y\ = TP A . -

S k= Se )/L\ m \S_,D =k r=Ep= E
u Apk/,?c'c

., LI \ E o\
SF-EY = SO (e g
dPB Q_E_—_\'\_\-;" :_F_S\
E VRN

— _"\ _U) II‘: — \\\
NGEER R R P,
E° )

N
~
~

-~ -

—_— 3w\ —0 ) \
8(?—’43: (- E
Fica 6bvio entdao que o objeto: E &3 (¢ by 3 = E\ 83(?\ - @:‘3
é invariante. Por isso usaremos a normalizacao relativistica a sequir:

<FIT> = 2E, G & (7~

(eq. 58.1)

Que, para um numero arbitrario de excita¢oes, fica:

< I H{é§7 :Z _r\_ AW (Y Sg(l:: - ‘T;(-.&B (eq. 582)
T ~ D

S ’

v permutacdes de {‘T,&k

Se colocarmos um fator adicional de { AW nanormalizacao do estado, obtemos as rela-
¢bes acima:

redefino A N "?
g>= A Ly o> N> = (g =<} |o>
ey >=T) L [Bug=<}) o>
, w \n!
Que passando para o continuo:

= T 1 wl -~ 1 3 . -
{2y > lwx W(W p) 10> e R‘, (\K\ms‘ J(imzb

— +
7> = \S) Er Lp|O>

Temos também que tomar cuidado em mudar esta normalizagao em todos os lugares:
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//; X e P> < P
(m\‘ JEe
r\DUN(TF\’fCH\
. ~~ NELA TS =5
Transformagéo de Lorentz: | N\ p > = \)(I\\ lp =™ v> =<9

Importante: note que agora que quantizamos o campo (transformando o mesmo em um operador)
o requisito para que ele seja ESCALAR muda:
¢ equivaléncia

hioc =pey = ROV Qe =P (o TR 2P Ih e >
13 I ) I

B o (1) 42 <) 1INNGR U Y 7

veuey
INE>=N2E,, &z lo> = VAN g Qo> UMYy = 0>

UIAY o3 URY = | Ene

Ep (eq. 59.1)

Outro objeto que gostariamos de ter em uma forma explicitamente relativistica é a expansao
do campo escalar:

[ s
b6y = (4 AN W‘/ e AN (pape P‘*r ™)
(;l( F F . (Ll(ﬁ 2 N—/ o =
P =, —\ U\\W g?e U\ ’

ﬁara que: b e y= UG V(M este pedaco deve ser invariante

De fato:

e 4 — (g o dp-md |

-~ % _
(s =Fe (Y N f 650
s6 tenho invariantes

S(pe- ey A LSE-E0)

\?V"’)

0 que mostra que esta é uma integral no tri-momento invariante de Lorentz, de forma que:

Q(P\ Lorcemi‘D (U’\ ) gé}‘ﬂ_& ﬁf—: — géi_\ﬂs ;ﬂ{_i}

(A—‘T\ () LEr (4) redundante

pois € garant,

Podemos enfim escrever: PN
pela 3(‘9_1»«:)

%}(\@)E C{)(»?fjf\; ap (ﬂ\g (""\\/ (&EP(LF C_kv :— )/

(TB F>o

"l (eq. 59.2)




Finalmente consideremos:
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AN A
.= =9 Qp)Hl—;UUV 0\()
—AP’(

- A A A A AT A 1
#(\Q’O> S——E A [P7 | Ase = Sp (A-g0) Hm = Q7+ +Ef)
¥ t e ” 5 At
Gy 2 H o= G [A-Ep) SEENSENCRLEN
operador na representagéo de Schédinger, basta partir A k:(e -\Gpt
Hé +J‘it

de 59.2 e usar (b(” ¢ g e lembrando que:

E uma superposicao de varios estados de uma particula (cada um deles com momento bem definido),
muito similar aos auto-estados da posicao em MQ (a diferenca vem do fator 1/E,). De fato:

3 0 +4P2 A PR
<o[p®dp>=2e L e HMNF> =g
= 3 E, e T (-3

PR

Da mesma forma que na MQ tinhamos £%° |p > ~ €
Por isso podemos interpretar esta funcao como a funcao de onda no espaco das posicoes da particula
criada com momento p, e dizemos que ¢(x) cria uma particula na posi¢ao x.

Campo Escalar Complexo

Para entender melhor a propagacao (a evolucao temporal) destes estados, nés passaremos
a quatizacao do campo escalar complexo:

L=, 009" - 9" — U(1er)
Esta Lagrangeana é simétrica sobre: (b — (]5 Cw‘i}
NUME O

que é uma simetria U(1) Global. Ha varias formas de falar sobre ¢: dizemos que ¢ é “carregado sobre
III

U(1) Global”, “tem carga de U(1) global” ou se “transforma sobre U(1) global”.

Notem que temos um fator 1/2 faltando ai: gf)’l ¢) AN([) R—7 c)/ ﬂé )" (P*‘

Isso porque um campo complexo tem dois graus de liberdade e trataremos ¢ e $* como campos in-
dependentes (poderiamos usar G-ple(d e gD:lT (), mas é mais simples trabalhar com ¢ e ¢*)

EOM  farc (j): (JN \(v\)(b _____

¥ - - c\\.)
For ¢ (Jy &) Y

Seguimos um procedimento analogo ao do campo real, s6 que agora com o dobro dos graus de li-

berdade:
")

Popy = (de L [ fozy T ;?z")
o =9 T [ e™. o
O, ) (% Naw f FO-i0e (eq.60.1)

~

»f

A = x —=
by = & e [T s ol
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. -_;\,(7'\2’ - &?\ZD]
W t 5 — >
T 4y = Sm? ( \S 2 >[q (p7, )¢ O, (P, €

Podemos repetir todo o procedimento do campo real para mostrar que L}Jf =4 m
que a dependéncia temporal é a mesma e que:

[[o (74, 0k+ (¢9) = (Y g(—p )

( qualquer outro comutador é zero)

(eq. 61.1)

A carga conservada pela simetria U(1) é (exercicio):

N\ e T o -
Nﬁ: N_E

o/ L— Numero de particulas com carga negativa

l—” Numero de particulas com carga positiva

4 4 _
G, —7 criacarga+ W_ — criacarga-
Qk+ — aniquila carga + & _ — aniquila carga -
C() — aniquila carga+e cria carga - (de qualquer forma ele diminue a cargaem 1)

<b‘l‘ — aniquila carga - e cria carga + (de qualquer forma ele aumenta a cargaem 1)

Temos dois estados distintos de uma particula: | P)-}B ~ (ﬂ; (O™>
P, -» ~ «Clo>

ambos tem fun¢des de onda de uma particula, de mesma massa m e cargas opostas. Assim introdu-
zimos o conceito de antiparticula e vemos que o mesmo campo complexo descreve tanto a parti-
cula quanto a antiparticula, de forma indissociavel (pense quao mais elegante isto é do que a histo-
ria do mar de Dirac). Ademais, para este campo:

=4 L;uv kD\'Z N 1 - SM %D*—": ' [\J‘Q

De forma que o momento e a energia (que é positiva) se comportam como esperariamos de dois
conjuntos de particulas (s6 a carga é subtraida). O campo real pode ser visto como um caso particu-
lar, onde as particulas sao a prépria antiparticula (ja que tem carga zero).

Consideremos agora o objeto:
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t Qm
40|¢(‘\(b%\\0> — <<\‘;{'\ l gt >
T tad QFT
Crla um estado emy A
N —
aniquila um estado em x (‘M\ (c\ '{’\
—v N _ b 3 £
N: (t\b\‘ﬁx‘_—o )'(- ”({&)X’\ o . LHU_t)
Note que: <(\)+ ( <\,{>=<(\ \€ |c\>
Note que esta é a funcao de dois pontos (Pg 15) \17
da teoria (compare com a pg 21 - aqui os estados | O que é o mesmo objeto que calculamos napg3: | o B \(_,b
“fixos” |g> e |q"> sdo o vacuo da teoria em um tempo h= W 1= Y
nao especificado - que mais tarde veremos ser LLGV\ é , C , VO > 4 ( v—f £ =0
infinito passado e infinito futuro)

E que mostramos ter problemas com probabilidade nao nula para propa-
gacao fora do cone de luz.

Voltemos por um instante para o campo real: 5{;“( < = 4)&\

533 =7 Cb({'}@\ - le / L;RPK_\_G:-? C’(Lh\/
(;u P

=Epr

N ¢ P —A 4N
4o|c{>m¢%\\o>«) 40[(0\?6 +J—§€ )((ie ‘\74-(;\+—\\»C c\3310>

T

<olar=0 alO= =0

-LPU«?‘X
= <o|<x—“ glo>e
L_,_)

+

+

L, O\(\ = w‘\’ A N
ay SF-T)

L

> 3 X —APLTL‘
40|¢(\\¢(%\\0> = 3_'9\_3 A\ ) 5 N (7 S;(F__AB ; Y

(1) DT:‘, (A W T . )

(?"(‘) — Ep = —,)

A P = 16
3> “pn- \)
D)= Lold ddupio> = ) s AT

t @AY 2E,

[al € (eq. 62.1)

Vamos ver o que acontece com este objeto sobre transformacgdes de Lorentz. Temos que anali-
sar dois casos:

(1) (x-y) é tipo-tempo —~ (\( "b\ > O dentrodo cone de luz

(2) (x-y) é tipo-espaco —; (w - L‘Q \ ¢ (O forado cone deluz
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st oz

No caso (1) (tipo-tempo), podemos escolher um referencial em que: ){ L= J(X —T“é % %g
) %4

T —Td’ = O o
E fazer a integral, usando: ()3() = (\R PIBP p -\ -n2
P SRR A— ’—'D&P_éﬁ_\: = = 4 — - 3E
CBF PL ,prv\L (’ +m™ (7 "—W\l
- Ef’b a LEL -
' ! G- -+
(;\l 2, T\ t0
v método da fase estacionaria
\mv (ver material adicional)

.le / . ;. ~ . g . ~ ,
A probabilidade é oscilatéria (ndo vai a zero), mas como estamos olhando X'=7, isto nao é um proble-
ma.

No caso (2) (tipo-espaco), podemos escolher um referencial em que tq = tY
T" %D = /-:(17
Neste caso: %‘)P - !
3 n A APR 7S
VC(—“G\ -\ s — ¢ =0 f’_a” =\ Ywb) ©
(Y 2E, 2Ce (AT
O —
Py ¢ o —
2 Apr g v Apn
=\ e ¢ ¢ A o S
= X! _ = p ‘0 _
A, (TN ~PR (XY I A\
—=0

A 3
A 4
7
AV}
~
(1‘
o
b
N4

—mI ‘ —mn -

1 K im\ € =A™ @
pee- VQ\ | ((ma\( \ e Toe® €

(muito fora do cone de luz)

Opa! Parece que temos (qualitativamente) o mesmo problema que antes! Acontece que ain-
da nao definimos apropriadamente os observaveis desta teoria de campos. Sera que este problema
afeta quantidades observaveis? Veremos em breve que o que realmente importa sao comutadores
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do tipo: E(f) 0 4)(\6\) @

(outra forma de pensar é a de que estamos construindo uma teoria quantica e ainda nao definimos bem qual tipo de experiéncia
ou observavel queremos descrever. Entao, por enquanto, estamos apenas verificando quais objetos na teoria violam causalidade
ou nao, e depois passaremos ao trabalho de mostrar quais destes objetos que aparecem nas grandezas observaveis)

Notemos entao que:

Cheydepd=(e A (T L [rap €70 M g FMre Hm)l

(l\l\ HLEN | Gy {hﬁ\l
\_/_\/_—’—\_/\—'

- +4aPX -y
a X[W 07| +¢ “chr,o‘i’&

= S—QE J‘—: (éim—“a\_ «“’QS 0> = le- “63 W?) m\

Note que o comutador de dois campos (operadores) é uma funcao, porisso: &< o) (_d)(l\)(b(vb\ —Ll oy = <?j_37£¢(\t\l (b {‘b\]
A

Note também que é a primeira vez que estamos falando em comutadores para tempos diferentes, veja a eq. 49.1

Veja que, para separagoes tipo-espaco: (1 (O YC - B e podemos fazer uma rota-
cao ¥ = D —(x—%) que éuma transformacao Lorentz Acontece que D é um invariante por
transformacdes de Lorentz e portanto:

(o — P = Py Ers

Ak cone de luz)
: I
o
Not ok! (cruza o

| @ (e ,Cﬁ L‘%\l = O (forado cone de luz)

Por outro lado, para separages tipo-tempo temos: J (¢ — ~2)\ = (t4-t db \O \

%—w\: (gj—tM 0)

e nao ha transformacao de Lorentz que leve um vetor no outro (de fato seria necessaria uma transfor-
macao discreta, a inversao temporal), logo:

g >0 = P+ Py
[d)(\»\)qﬁhb\] # ()  (dentro do cone de luz)

Esse resultado é importantissimo. Ele mostra que, nestes comutadores, a contribuicao que
causaria violagdes de causalidade na transicao de x* — y* é cancelada por uma outra transicao
na direcao oposta y* — x* (inclusive no eixo temporal). Note também que fizemos esta conta para um
campo escalar real, cujas particulas (excitagdes) sao a propria anti-particula, e que a contribuicao
gue caminha na direcao contraria tambem poderia ser lida como uma solucao de frequéncia negativa,
andando na direcao certa x* — y*.
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Para deixar isto mais claro, vamos olhar estes comutadores com mais cuidado.

Propagador de Klein-Gordon
Considere o nimero complexo: J:CP (0‘ (PK‘BQ = <o E(}(ﬁ\,@(”hﬁ]l 0> =

é\_& e’*““‘“b\ JHP(K ‘b\] SJ:E‘ _/L é«PU'67 N L e-AP(l"Z)\
(TS SEp w (s L 2 .. ke
°=Cp = = -E¢ x—\/—citf [~ -2e
7= —f é \/\mf’\/
ﬁ y AP (*“h\ Z‘Nw'b\ Transicdes na mesma direcao no tempo
SR IR |

(em ambos temos: €

E possivel reescrever isto em termos de uma integral em p°:

35 r)Po 4 _ ((1—2\
o Q - (‘(\ W) | = /ﬁ\ a (s
>f = DOy Vs
C'\ o\' — i -
L“(’OLOS‘- (P\ f :\:O
. -t
T %) !
A Pe =*tp
—O
1 M(f_nb\ Im(P\;O .
a curva esta no sentido horario *;\P(("j\ . (z-\
Ao 1 s p X B\ J, 1 ¢ EL(’ )
v ¢ ( Res (B + Res (- tr\) Y
MR P = g T
¢ L (- B - e

.y
,) P ()
- — e
PN L =V

A Cf ) V ? & .
'S {'=tf’

. Py

et = Log ’
aEp v -[p

P I
(o .
L P se calculada para x° < y° da zero. Isto porque seremos

Esta mesma integral (
Ca
forcados a fechar o contorno por cima, sem pegar nenhum polo.
/
S _aplt=m\ _aP (@ \ -1 (4 -\ ) I"‘V’3>O
ce«pta : WP (% -3 M\ﬁ A O
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Assim, definiremos o propagador retardado:

De ey = ©0-3 <0l TP, by 110> e Sc) FLé*P(“'%\
/ (A:T\c:;\('\. P

0/ (eq.66.1)

igualdade garantida pela funcao 6

e (L )
PP =N @

<y (eq.66.2)

Fazendo uma transformada de Fourier, temos:

- \
= (22 TV sy o D=
(LT P =

Y Y
Considere o operador de Klein-Gordon: kgke(d: ( 0+ \ = ( J AN +m \
. —'3 bj' — 2 RS
mostramos que (eq 50.1) no espago dos (tri-)momentos: ngf tﬂ’ = ( A”c: + P +‘“‘>

de forma andloga, poderiamos mostrar que: ®k£ P = (Pl B NLB

Vemos entao que: @k£ ) De (P = A

(eq.66.3)
Voltando para as posicoes: _ple- \ -<ple-
Jo &7 VO @ Py = ~(Ye 0
Ty ﬂw—_/
: dln “63

M (quer sejam derivadas em x ou y, o resultado
((),1 cyj'f Y‘\ly Dn(‘t—b\:-;\g(m—%\ é 0 mesmo)

(eq.66.4)

O que mostra que este propagador retardado € uma funcao de Green do operador de KG.
De forma totalmente analoga, poderiamos definir o propagador avancado usando um contorno que
passasse abaixo de ambos os polos. Este seria zero para x° > y° e seria também uma funcao de Green
do operador de KG.

Propagador de Feynman

Consideremos agora uma forma diferente de definir o caminho no plano complexo. Ao invés
de deformar o caminho no eixo real de p° deslocamos um pouco os polos. Além disso passaramos
“por cima” (eixo imaginario positivo) de um deles e “por baixo” do outro.
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T~ G T~ (%)

C_4 equivalentes C.,, —Ep+i€

- > \-v > : > : N
Ee fZ(f‘) i i ‘Zm

6)1P ,\ é»JLP(* 'B\
CUAN + N>

(eq. 67.1)

2 L a informacao da posicao dos polos em relagao ao caminho esta aqui

o caminho para integracao em pQ é simplesmente o eixo real

pL—\m‘ JLE = (P"\‘—E”\—m‘ 446 = (P74 Ep- *g\((a— Ef+%§\

Er

Assim como no caso anterior, ao fazer a integral em p° temos que decidir como fechar o ca-
minho de integracao.

eteny T -5 Tw(f)e —=0
Ve >"g —=p € 0 ~ @ \6

= ()  Fechamos por baixo (C)

ety TN OO Tn(f) 0
wc“<~h —p e (R 0

= (O  Fechamos por cima (C,)

BRACENY ;F’(‘c-%\

- LPCe-y) -C;:‘/'D\}

D (x B\— wil % A e ) _ chf\ e _
(ﬂﬁ AEp+:e e IS 2Ee o

P= =-tr
—I)_P _F
-9 @D =
ye A ?E‘”B - FEN ¥ a D(
T\ GTY 2k : = \Gre 26 = V)
(3N P G oot
e

; RUCERY) \
PF(t-b\: NN 33/(7: __i_e / - D(»c—z}\ (eq.62.1)
Y e R E ek,
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s D (x —t()x e (f—B"KOI ¢M<{Jtu()\\0> + (g -C)= Ol bpdeyz>

importante notar que o propagador de Feynman nao
é causal (ele é muito util, mas nao estara diretamente

ligado aos observaveis da teoria), isto € uma correlagao e
nao uma propagacao de informacao.

L. (x —B\ =<0 Tiq)m di‘ﬁ\\j 10>

31? A —x Pl 'B\ Je (& (-(’14—”\% ~x Pl -"()\
R y ¢ "\ ¢
(9 \5 G5 Py it I —

(&3t [ ( ==k S (x-p)

(eq. 68.2)

E o campo escalar complexo? Muitas das expressdes acima sao diretamente generalizaveis e
nao adicionam nada de novo. A questao da causalidade, no entanto, é interessante. No caso do cam-
po complexo:

c() — aniquila carga + e cria carga -

<ol GO &"b\ o> 367\\\<
~<o| qmo\ by 10> ——

)
Os comutadores de interesse serdo: ¢ (x), qﬁ\%\\jﬁ ¥

<b‘f — aniquila carga - e cria carga +

O resultado é que teremos um termo representando uma particula de carga positiva fazendo a transi-
¢ao de y* — x* menos um outro representando uma carga negativa na direcao oposta x* — y*

(que também pode ser interpretada como uma carga positiva e frequéncia negativa andando na dire-
cao certa y* — x*). Estas duas contribuicdes se cancelam exatamente fora do cone de luz, mas nao
dentro dele. Isto deixa bem claro que a teoria precisa de antiparticulas com a mesma massa e carga
oposta (na verdade todos os numeros quénticos) para ser causal.

O préximo passo é tratar o campo escalar na presenca de um potencial, 0 campo escalar inte-
ragente, mas antes vamos ver como obtemos observaveis desta teoria.

N\
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Secdes de Choque e Matriz S

(Nastase 19; Peskin 4.5)
Chegamos em fim ao ponto em que formalizaremos a conexao entre as fungdes de n-pontos
das teorias de campos com espalhamentos envolvendo estados assintéticos com n particulas. Come-
cemos com a idéia por tras do que esperamos observar em experimentos envolvendo particulas ou
quasi-particulas:

Secao de Choque

A situacao que temos em mente é um espalhamento entre dois “amontoados” de particulas
(ou quasi-particulas, enfim, excitacdes do campo), quer seja um projétil atirado em um alvo ou a coli-
sao de dois objetos (0 que é o mesmo, dependendo de referencial). Cada um destes grupos tem um
numero grande de particulas e dimensdes finitas:

Grupo A

Pa | — densidade numéricas
A - dreadeimpacto

La ,L3 = comprimento ao longo da diregdo
do impacto

Assumindo que ambos os grupos sao rarefeitos e que as interacdes internas sao despreziveis,
é razodavel dizer que o numero total de colises (eventos) é proporcional a todas as grandezas defini-
das acima:

#?E\/ENTOS oL f/\ La Fﬁ LB A

A esta “constante” de proporcionalidade damos o nome de secao de choque:

= 2 EVENTOS,
PA LA)’B LB A (eq. 69.1)

Que tem dimensao de area: EG’] = f/\\q - Ll
2L L L
E pode ser interpretada como o “tamanho de interacao” da particula, ou seja, a area em torno do “alvo”
na qual um “projétil” seria espalhado (note, no entanto, que isto depende também do projétil). Outra
forma de ver como devemos definir a secao de choque é pensando em um modelo classico, o espalha-
mento por um potencial V(= ze’
Tt

Neste caso temos apenas um alvo, pontual, produzindo o potencial. Se temos um feixe de par-
ticulas sendo lancado neste alvo o nimero de espalhamentos por unidade de tempo é proporcional

ao fluxo: # particulas incidentes

/—\1

qs _ ANN unidade. de tempo /XNEV<——> # particulas espalhadas
Fluxow” [o At (eventos)
R

unidade. de area
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t
< b
At
E a proporcionalidade entre os dois vai ser, de novo, a secao de choque:

o= OlNe/pt DN AN

Cbo % e (eq.70.1)

7y, densidade por area

(unidades de area, consistentemente)

velocidade relativa
volume incidente em um tempo At

Também podemos escrever: qﬁo = A_N”_ - R ('\TAJC\ A - |> N
A-OF A AT ¥

Podemos entao considerar o caso de N alvos independentes onde N = FA La A entio asecio
de choque por alvo (e essa é a definicao de secao de choque) é:

G = ﬁ[\[ev _ QNEV B &(\[ev

- - como vimos antes

O N Rty futs A R Ly Pala A

N —
L3

A secao do choque definida acima é chamada de Secao de Choque Total, pois mede a inten-
sidade do espalhamento sem colocar condi¢des sobre a energia das particulas espalhadas nem o seu
momento (o0 que inclue a direcao em que foram espalhadas). Tipicamente tanto a energia quanto o
momento (ou no minimo a direcao) sao medidos em experimentos e muita informacao fisica pode ser
tirada dai sobre a interacao que esta gerando os espalhamentos. Para um dado modelo estamos inte-
ressados em saber por exemplo, qual é a taxa de espalhamentos em uma certa direcao, ou para esta-
dos finais com energia e momento acima de um certo valor. A grandeza que nos permite obter estas
distribuicoes é a Secao de Choque Diferencial:

A
£e o &

momentos dos estados finais

O exemplo mais Util é o espalhamento 2 — 2 (duas particulas iniciais e duas finais, elastico ou
inelastico). Nesse caso temos dois estados finais, logo dois tri-momentos'. Tenho quatro deltas de
Dirac (da conservacao total de momento e energia), 0 que me deixa com duas variaveis independen-
tes, que posso escolher como sendo dois angulos 0 (de 0 a m em relagdao ao momento inicial / direcao
do feixe) e ¢ (azimutal, vai de 0 a 2t em torno do momento inicial). Estes dois angulo definem um an-

gulo sélido Q, e € comum definir: {5~

dJ/L

'Estd embutida a suposicao (razoavel) de que os estados finais estdo “on-shell” (vale a relacao relativistica entre momento e ener-
gia), de forma que a energia nao é livre uma vez que conhecamos o momento. Ainda precisamos provar que os estados assinto-
ticos na teoria interagente tém essa propriedade.

Taxa de Decaimento

Outro exemplo de interesse é o de processos 1 — n, onde comegamos com uma particula
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instavel que dacai em um numero maior de outras particulas. Dada uma amostra de particulas deste
tipo, 0 numero de dacaimentos por unidade de tempo vai ser proporcional ao numero de particulas
Na amostra: (mais uma vez assumindo que a amostra seja rarefeita ou com pouca interacdo, para evitar reacées em cadeia)

#’ DE’CAH‘;‘E NIOS

- PacTicdas
At
Definimos entdo:
£ Decarrt mias cU\l Taxa (ou Largura) de Decaimento
AIMEN

g At H#PacTicdas ) N \t

(eqg. 71.1)

Uma mesma particula pode ter varios decaimentos possiveis, como larguras diferentes em ca-
da um destes canais. A vida média da particula, neste caso, é dada por:

A
)

(D (eq. 71.2)

G =

soma sobre os canais

Sabemos que estados atdbmicos ou nucleares instaveis (ressonancias) aparecem, seqgundo a
MQ nao relativistica, como distribuicées de Breit-Wigner no espalhamento, cuja amplitude é:

_ 1
J(EY = —

/ Distribuicao de Breit-Wigner
e (densidade de) probabilidade: O = _

=

Pico da distribuicao Largura

(eq. 71.3)

energia do espalhamento no centro de massa

Indium isotopes

1000(); a - 1151\{95.??%}

— F 113
'a |.(3-Lh C t Tw f4.25%)

a
ba

al It 2

t Ia+b

Tw 0.1 1 10 \/
neutron energy eV

N\
Y

=
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Em espalhamentos relativisticos o mesmo ocorre, as particulas iniciais podem se combinar pa-
ra formar estados instaveis, que entao decaem em outros, por exemplo:

G_ %Nw<j'a\ l?ﬁv: 1.7 &y
Jracund 5 TR

e = y \W\Q\;(,E\/
Lo (me= 8 6oV, M35 Gev ) o0

ww<k? 1 00? (r\/
9.9

Na amplitude de espalhamento isso vai aparecer como uma generalizacao relativistica da dis-
tribuicao de Breit-Wigner, lembrando que uma particula em movimento relativistico vai ter uma taxa
de decaimento (por conta da dilatacao temporal): ™ [

Ee ]
1 — d
Povs + A N K QE, (1°-E, + S
£Ep ">
L >
/ P - distrib d
PONEp Istribuigao perto do pico

A matriz S

Comegamos o calculo do espalhamento definindo os estados inicial e final.
Estados iniciais: consideramos um numero finito de pacotes que, em t = -«, estao isolados en-
tre si. Estes estados, definidos na representacao de Heisenberg, sao chamados de in-states:

limite em que sao estreitos em p

> —

I{QQKB superposicao de estados de ‘ i P}- )I>m
W

Para tempos finitos -T < t < +T, estes pacotes de onda vao se sobrepor e interagir (elastica ou
inelasticamente) dando origem a um outro conjunto de pacotes de onda que se afastam e acabam
por ficar mutuamente isolados. Definiremos estes estados em t = 4+, € 0s chamamos de out-states:

02, —— RS

O conjunto de autoestados de momento in (out) é completo:

/ 14EYS P =) Wk, g0l -

Mas sao autoestados do operador momento em pontos diferentes do tempo (uma vez
que este evolui, portanto a projecao de um no outro nao é trivial.

ovT
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Vamos entao, definir os pacotes de onda. O caso de uma particula é trivial, pois ela esta sem-
pre isolada, entao:

<bd> =1
é>=\%_ 1 o> b1

— 3
(XY \‘SD.E},_ Y |¢(Q(1:1
(Y

(P>, = 17> = (7> = Jsetafio>

ouT

\—-D teoria livre apenas

(kR
A
E podemos escolher a distribuicao de momentos, por ex.: #D (&)= ¢

No caso de duas particulas temos que tomar cuidado com a possibilidade de que, mesmo que

elas “colidam” (interajam), os centros das duas distribuicdes espaciais nunca tenham se encontrado.

. L -
dods = (BB 6@OEY 0 T >

W
(TY ) (TY \3E, %E,;

. , - —v
L>para deixar a possivel separacao b entre
’ . T v . ~
os pacotes explicita. b, transverso a direcao
do impacto, é o parametro de impacto

(eq. 73.1)

Os estados finais sao definidos da forma usual:

kS
o§¢4,¢1\---\=w ‘\Pfa CPLEPF\ =0
{k (B\“\ W (eq. 73.2)

O que queremos saber é (duas particulas iniciais, n finais):

7Y 50 ) - : el | T — _ _
_WHT “HT o
P h e L, >
g<4/(>1)' {e } "| I?J
: AHT
S /2N L B Y RO
T (eq. 73.3)

(podemos tomar T como o tempo em que os dois quadros sao iguais)

Com isso, definimos a matriz S:

<HLHE G > s LR B

(eq. 734)

Os elementos da matriz S serao dados por: S“ = </B°u1_ < >
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As equacoes 73.3 e 73.4 mostram que S é um operador de evolucao, portanto devemos exigir:
+ +
Ss =S 5=

Mas em S estd também contida a possibilidade das particulas iniciais nao interagirem, de forma que

os estado final seja igual ao inicial, ou seja S contém a identidade. Para separar esses eventos dos es-
palhamentos propriamente ditos, definimos:

S = /]‘1—_1&]“ (eq. 74.1)

La puramente convencional

Além disso, sabemos que o momento e a energia totais se conservam, o que € implementado
por meio de uma delta de Dirac. Definimos entao o Elemento de Matriz Invariante:

_"__,

c bt AT e kg (wHB(ﬂ+m iz%>> NLZ%ﬁPB

(eq. 74.2)

Formula de Redugao de LSZ

A formula que relaciona os elementos da matriz S (o que queremos calcular) com as funcdes
de Green da teoria (0 que sabemos calcular) é chamada de Férmula de Reducao de LSZ. Ela sera pro-
vada em TQCII, aqui nos limitaremos a enuncia-la. Dada a funcao de Green no espaco dos momentos:

G_hm el 't\\ g )11 S I g“ g}h?kﬂ(ﬂﬁz Bou).. 93((“\@})«\ ! V«\KJQB

Li';fatparnculas iniciais 2\
#= particulas finais

temos:

0 |N\ (ot h ] /2-‘"\ AE
N R mm.ﬂ I U TN
ﬂa”“m \“’T—‘__J

(eq. 74.3)

veremos que as fungdes de Green no espago dos momentos tém um propagador
para cada linha externa. Estes serao cancelados por entre parénteses, que
nada mais sao que os inversos dos propagadores (no espaco dos momentos). Essencialmente vemos
que o elemento da matriz S se trata do residuo da funcao de Green quando todos os momentos das
particulas espalhadas (estados assintoticos) estao em seus polos.

Note que esta expressao é para a funcao de Green completa, da teoria interagente e nao da
livre, em TQCIl veremos que este fator Z que aparece ai esta ligado as correcdes ao propagador
livre. As massas também nao sao as mesmas que aparecem na teoria livre e sim as massas corrigidas
pela interacao do campo (massas fisicas). A funcao de Green completa de 2 pontos, préximo ao polo,
tem a forma: =

CE P = ga‘* LT [0, 0N 1>~ T

P’— m* +AC
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Em contraste com o propagador da teoria livre:

G (P =

f - w\ NS
»massa “nua” (a que aparece na Lagrangeana, e que é fisica na teoria livre)

O que significa que, em primeira aproximacao: ,Yz -1
(nivel arvore, que explicaremos adiante) R

Com esta formula conseguimos obter os elementos M_a partir das funcdes de Green. Resta sa-
ber como obtemos . A probablllde de, dado um estado inicial | <]5 ¢;~> , produzirmos n particulas
com momentos no intervalo & - N €

BfL
Y <0 0.0, A¢>
P(Ap— 12 . n\= (F@T\ AE(L\ Jour ) b

’/—u normalizacao

Suponha que tenhamos apenas uma particula A (alvo) e um monte de particulas B, com ng
particulas por unidade de 4rea transversa, e diferentes parametros de impacto b. O nimero de parti-
culas espalhadas é:

_ — 2 e
Wev =5 2= (VenPEY - jcu» P(E)
i = particulas B
incidentes udistribuigéo uniforme
Entao, de 70.1, temos:
g = Alev _ gmrl‘(c'\
T

Lv porque estamos considerando a versdo infinitesimal

(eq. 75.1)

o < {P{LX“PA %34 {PtL“(PA (Pbg
AT = |3 ( @Y E\ | x4, i3 = PR

=\ Pri b)) (P 6 (M (ks -1
$i \ )
F (9:"\ oF L;T\ (3E." LI‘('\ \Y? %

(eq. 73.1) X <{P1¢‘g]{kﬁg AN {P{;‘S]{kﬁ&)

(eq. 75.2)

H

Podemos fazer a integral no parametro de impacto:
. S e N, L
(sbe -8 oy 50 -0
L & ot
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E usar a definicdo dos elementos de matriz:

é {Pps ]{k,}g)m = A M (Q(,.\\h“’ "[ P{L}\ (Jf\T\\I SM(Z!L:A - P(;\

s6 queremos a parte nao trivial (£ 1)

SIS = -5 MR = LN ) SR - T Py

A mtegral nos k, fica (levando em conta as deltas vindo da integracio no parametro de impacto e do elemento de matriz)

i, g&%— RN G ANC I ST S S

CNIPAEETS
LP/Q(_ i} (\2 921_ ()\ 0(? 8(1\(2 ,’—(;\ ‘ZF{L\ (/O(A 4 ng Zfﬁ\ S +f<? 26 )B(EA+E° ZER\

= gm} W NG (e -2 S -2 ) YEB2R) -
~¥x  (imposto pela outra delta,
de < {PIeXD, = Sk T 0y )

=\ 0 O §(K-E- 26)Memze) = (4 S (-2 5 -

A R
Bt
R — o o B=Z-1F
R I -y >
= = — 1z
Jz  Ex o B g K
Q‘;:Z’f—ki
-1 - 1
S(tA + LB ‘Ztﬂ-\ “)t hf\ -I—EB\ - Ao — Ri
ez E, =y
A Es - =
EarE;=2E — — _ Er§=2E
y U, Oy
_ Eot €5 =0FL
- Jet= e

Lembrando que em todo resto do integrando temos que impor as trés condicdes obtidas

(NerS=2a NE=F  C\ig-=¢-12
E que ainda temos outra delta de Dirac:

SM[ZM\ZQ\ - M@ \f[m I, ~Z 7 )YELEs -Z2p)
G

)
vemos que de fato (unindo gsl‘condigées (1) a(3) com adelta aama)
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CNH (=P )2 + 42 = E+E:p (N BZ = 02 + 42 — )T

Ux,;_(s} = £, +¢, = E +Ep (2 ()
[
Y a 2 - = — > N, a 2
NIk (T g AR s
1~ 3™ ~
P o N R

. . z =
ue obviamente tem como solucao =
Q o h =2

z
(se tentar isolar oﬁL acaba encontrando outra solucdo, mas esta é “estranha”, ndo é solucao da equacao com
LY

radicais) —
' = 2
o @A"_ ’QLA' (+)

A=\l = 05 E.=Ca E;=E5|n

Voltando a do:

- Ph. Jql&(@:)\l 1 5 >
AT = (F@T\ &E\] g(;“(‘\ SE. /\T—vgl}M(Q”% é%\

VA

G S hi 2 1)

(eq. 77.1)

Especializando para o caso em que as distribuicbes de momento sao estreitas:
S
4 U?)\L NG (E-0
Vo (2T~ (AN Sk -1

temos:

AT =

(na verdade uma distribuicao estreita, mas de largura finita)

4
LB 28 [ — 3 ( L (gjn\ \F

(1\\\ S(@A—(’B -2 fg\

\}M AJP ‘*é%\

Note que a razao pela qual essa ultima expressao é util consiste no fato de que, experimental-
mente, tanto os estados que preparamos para a colisao quanto aqueles que medimos, se parecem
muito com estados de momento bem determinado, mas nao sao ondas planas. Isso ocorre porque
tanto na producao quanto na medida temos uma certa precisao FINITA na determinagao do momento.
Isso significa que sobra uma pequena incerteza no momento e o pacote nao fica totalmente delocali-
zado. “Estreito” na definicao acima quer dizer “menor que a precisao experimental”.

(eq. 77.2)

Das grandezas em 77.2, todas abaixo sao invariantes de Lorentz (desde que integremos nos

momentos): )
(& EoaT F ) E MESod) o (T -2
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De fato chamamos:

JI. = ST e
S ( Hsm\ AE\(“\ e =2 1)

de Espaco de Fase Invariante para n corpos. No entanto temos um fator que muda sobre boosts:

(eq. 78.1)

! 4 : A
— - - = = = -
Eafs lon-931  IBET BTN T ever|
D (area transversa a z, e se transforma como

tal. Invariante a boosts na direcao z)

—_ —
Se P, // % (referencial do centro de massa ou do laboratério, que de fato é o que assumimos até agora, por

exemplo na integral em b) podemos escrever:

4 —

Enks [Da— D3l [: Fator de fluxo invariante de Mgller

F= (RRY =y = ]EA(T,,'—EBEF"IEY—U

O que nos fornece uma expressao invariante de Lorentz para a secao de choque total (note
que a secao de choque diferencial ndo é invariante em geral, embora possamos definir algumas que sdo, a chamada rapidity é um

exemplo):

AT H»F'(g t Y AE\}M ot
PUD Y 3E

e
iRy - s
ﬁ; esta integral exige cuidado quando temos particulas idénticas no estado final,
para que nao contemos multiplas vezes o mesmo espalhamento temos que dividir por 1/n! (onde n é o # de particulas ident.)

Um caso especifico bastante relevante é o espalhamento 2 — 2, no referencial do centro de

Gy S@m; =2 1)

(eq. 78.2)

massa (o = F,"+ R=0), 0 espaco de fase fica: E
(@
g OP, ~0 3 o .
Sjﬂ’l: YAOR WY Sl <> r’z\ D(E T BE) =
(7Y 9, Ea R
())’P,‘ = I P} 5Q
__gm Py OR § (e — En-Ex) _(deer ! _
W EE, > — OJITEE, |l B -
T et > 1o el e
- Eq+Ey = Cem
g ASL 1
K”\T Eem (eq. 78.3)
>~
[i@j) _ |7 [ M0 =, P )
().Q_ C DEREBIW}A- Q’g\ '](sTrL Ec,m (eq. 784)
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Se todas as particulas tiverem massas idénticas, entao:

B, =G~ Coyy  IRI=1R) =10 = (7= |P)

( C\GV> l /"Kll Espalhamento com quatro estados de massa idéntica

- _ /, ? YV\’\—_ ("2
T EX NS T _

I e 1T Eca (eq. 79.1) S 14,4

L5 ~—

Decaimento

Também podemos especializar as contas acima para o caso de uma particula inicial decaindo
(0 caso 1 — n), basta voltar na eq. 75.2 e remover todas as integrais em kg e k; (além do pardmetro
de impacto) e incluir um fator 1/T que vem da eq. 71.1 (temos em mente que #decaimentos/#particulas também
é a chance de uma particula decair, e portando o dP aqui): C}\P = _i_(__f

P (T Pl MTB T 4l
P (oS T Vo M 00
\

de s, Y N6 -1 ) S (B -ZE) WY VP, R ) S(Er ~ZED
em termos de o, temos aqui ( \ %(pd %} 3 L/\g\/

ﬁ—; E: :DEA'—:EA(C\

oy v = SE 28N = o0V N(E-Z B =1L E 2 &)

Esse “fator de tempo” cancela com o da definicao da largura e dlscutlremos ele abaixo. Note que tam-
bém nao temos o fator de fluxo F Assumindo de novo que o estado inicial € um pacote estreito e indo
para o referencial do centro de massa (que neste caso coincide com o referencial de repouso da parti-
cula inicial, que é onde definimos I" de qualquer forma):

i (Wﬁﬁ— = (X T N (P - Z )
£ @Y SE¢ A Lt

Aonde cabe a ressalva de que, uma vez que nao é possivel pensar em uma particula INSTAVEL
no passado infinito, o que estamos assumindo aqui é que o tempo da vida 7, é tal que:

m
'D‘ A (eq. 79.2)

< >> 0T
b )
ANE =~ A s> 1L

NT G
tempo da Interacao lembrando que estas duas grandezas estao ligadas
energia total envolvida (neste caso ~ massa) \ pelo principio da incerteza

ou seja, quando a largura é pequena em relacao a massa (estado estreito) ou de vida longa. Neste
caso podemos pensar que nada ocorre por um longo tempo (estado livre) e toda a interacao esta

contida em um “intervalo de tempo” finito, em torno do momento em que a particula decai, o que
faz sentido perturbativamente. N
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Quadro de Interacao e o Teorema de Wick

(Nastase 5, Peskin 4.2 e 4.3, Sterman Appendix A)

Os“quadros”da MQ:

letra a diferenciar \b_ de k&

no que segue estou forcando minha>
it Ak

Dado um elemento de matrizz <<W| A | ¢>
L A=A

a evolugdo temporal é dada por: |« A% <V ;\ \ d>> = <¥ | A, II—\Q J<b >
th vE/calculado emt
(eq.80.1)

A equacao 80.1 tem toda a informacdo sobre a evolucao, mas gostariamos de separar a evolucao dos
operadores e estados, definindo:

A A ) ¢ »l N
Né\f_\.__ A A& > = NJw> -\ 4V[_N¢LQ\
/‘R+:/"\ I:I+=t\l

LA <y A > =~

d=y] /Z\\H)) 4+ <=V ié\Cb?Jr <V A (Q \¢>>
dc 1 S de &

S <y NAIG> L <IfA A 18>+ <P)a NId> =

N'=N
2 <\ |Q9\)IQ)]I<D> s <V RG> = v (1A RO

L/\ A A
N +™ =

A A
Um “quadro” consiste em uma escolha de M e N:

(eq. 80.2)

4 Q> = HIRE>

A .
dro de Schrodinger: =0 AN
Quadro de Schrodinger n: ’ K d,’c')
N = H &_C):'_,asﬁ\=o
at
A A
(t, - -~ A (eq. 80.3)
-()—A \: é‘—l = —D As((:\ = A6
0k N L HE
nao dependem )P > = e [ N% (a) 7>

explicitamente do tempo
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Quadro de Heisenberg: A A\ . &L A (d=TA, A
= HB & An ( [_‘_AH&\JHI
N=0 D Xip,e»>=0
At
oA (eq. 81.1)
AHUC 'to\)/\ _;q I:I‘({__tn
A“(Q\ - @ A(_{o\ G

WD >=]pitd>

Para o tempo fixo t, os dois quadros coincidem:

A A A
)LPS(Q)\ > = IKPH(&O\ 7 = \\-l)(,""o\> A(J,(h’\ = /'\s (QO\ = /’\“03 (eq. 81.2)

Podemos mudar entre os dois quadros fazendo uma transformacao unitaria:

Y,>=WIY> W=

A A a4 A T N A9
AW = W/A\W = WF\W
Definindo W como a transformacao “Q. Schrédinger” — “Q. Heinsenberg’, vemos que:

k£ A SR G o) A LAG td
Al

AL = ty € v W= C

O que também poderia ter sido obtido de:

A -
. A~ i HE-WY
[P > = W [Ws(Y> = | Ry =w LYY = €/IW [\ ™
\N—/
P (£0) v( 803)05@,%\
eq. 80.

A

W = \)-;(4‘)'to> =g (o)) (eq. 81.3)

De onde vemos que esta transformacgao é quase o préprio operador evolugao (o seu inverso).
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Quadro de Interacao (ou de Dirac):
Suponha que tenhamos um hamiltoniano do tipo:
i =1, +
——j Lu parte interagente (poténcias maiores)

parte livre (Quadratica nos campos)

o quadro interagao equivale a escolha:

/\X=Q|o (Q)lH/\

A " A ~
FAAD | CAG H) A ge> = H, RO
d t (eq. 82.1) £ (eq. 82.2)

Mais uma vez, todos os quadros sao iguais em t,:
Al = Aglb) = Au(E) =AG) P8 > =B > =, (V> = [Py

A evolucao dos operadores se da como no quadro de Heisenberg da teoria livre:

S C}—E\" =0 F:[\oz(&\’ ﬁosuc\ =
s

SAAD A “ CHo(h -t A Ml G-y
ﬁ‘( - [AL0, ) AlD= € OIS

E o préprio hamilténiano de interacao depende do tempo:

' A A N L\A_‘a(t ‘b“\ \-( & -1
“%:EHMHO-} H,= Hiz &) = ¢ HL’CQ\Q \

A evolucao dos estados é um pouco mais complicada:

ey >= Ol 0 e ey

quero encontrar U, que satisfaga: £,

u(t,f‘SGLG,t o) = C)Llc,’co)

(eq. 82.3)
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Substituindo isto em 82.2

O A O 148> = Hy Ut 192ty
&’c

A Sl\_ \'J\IUC,-U\ = qu_(’t} OI_(EI\_"\

‘H: (eq. 83.1)
ma solucao simpl r a0 €:
Uma solugao simples para esta equagao e,\ D QS - hamiltoniano completo (H = ﬁo + ﬁ1) no quadro
- . de Schrodinger
A AHD(E ‘to\ —AHs(&"tl’S / g
I/Q_/
U UT,'ta\ = C € (eq. 83.2)
r (vou suprimir os simbolos de operador daqui para frente)

WHo (€ -ta)  —aH (k-T o (k —te B -

Gy =

) ‘,\Ho (E *to\ — (&- To . )'lk H.Ct _t"\ -)\HS(Q 't‘h
- -rC (H H‘ \e : = ~A HAI_ (..v\e/_/
A bt
\'11;=H4Lt\ Pzt

, ~ .. ~aHat . . . .
Gostariamos de uma solucao similara e , mas isso requer mais cuidado pois H, na
eqg. 83.1 depende do tempo. Notemos que a expressao:
pNOTE

t 1 IR

<
UIUT,-tO =1 + (-—'Q dta |"|4IU°13 + (- k\lS Jte \ dt. H,\.r_('é"\ H\I(h\'\‘ ("'\ 3(5_. o
L

g
@ u‘_\/\/ ° *o \-'° t
@ (eq. 83.3)

A i hd® P
Lt

—t N
ﬁ@ = -x 5 ‘c)tl HM;(Q H\l&l\ = -4 H“-&X@ ﬁ@’-‘ "FH'\T. Lﬂ@

e assim por diante
To

Dyl te) = -k Fiz () Yl to)
a4t / 0 que prova que 83.3 é solucao de 83.1

Para simplificar mais o Ansatz 83.3, podemos trocar os limites de integracao



Teoria Quantica de Campos |
tomando o cuidado de notar que {H\t (’q\) H,z (h\] +0

de fato:

< '{5 < +4 + . ‘ b

S Jta Sat:rg Hye (6 Hg ('r,\§ =Sétq g ok, H (R N+ &k) gam«(h\ CAERN YT g RN TTON

to to f}'\/&/ \{L\{L o Co

a b
-t_? t=t
His (60 He sy {6t €A
T HeeN = "
t Hyx (1) Hax(qy {4ty e B
’ ASH
to +
Analogamente:
Lot

+
Sa&v..c}%wér{uw\. Hirledy = t« Ja - Bm Hee (60 o Hyp (5
£

to Lo

o o
De forma que:
< t t+ +
Il te) = 1 + (-9 At«T{HnU&& N\ Jh%ét l’iHu(h\ I—l‘I&‘\EJ’ S\ Tl-
) e ‘BT
ta {O '(,0 . L’a %o
+
Gt = T ém [0 i)
i (eq. 84.1)

Esta separacao entre a teoria livre e a parte interagente exige um cuidado adicional. Anterior-
mente usamos a definicdo para o vacuo como:

l | > Assumindo H, normalmente ordenado
4 lo> = Eslo> = 0O

T, Menor autovalor de H,
Hamiltoniano do sistema

Faremos o mesmo para o Hamiltoniano com a interagao: H lJ1> = (P‘Q*’ H4\\J)_§ =k, N,

Menor autovalor de H = H, +H, ej
e,emgeral: |06 > # | -2 > . Gostarimos de expressar este novo vacuo em termos de grandezas
conhecidas.

Construindo um conjunto completo com os autoestados do hamiltoniano total temos:

Hlw>=E >
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A —
1= JR>LIL+ 7 n><n|
nFO
Tomemos um estado que comegou no vacuo “livre” da teoria e esta evoluindo com o Hamilto-
niano completo:

_WHT BT — BT
e 10> " |av<nlo>+p € In><nlo>

X% nFO

e facamos o limite | —o BO(’\ -k LE;}

Lo gz
€ >0
—G_Eb—r —&EAT —€ E-'J-T\
“mata” os estados excitados: @ >> e >> C >>
T — <2
e ficamos s6é com o zero-ésimo termo da soma do lado direito:
L HT _WET H.lo> =0
Lim [G H 10> = @ |>< 0> )
T—o0(1-1€) ,_\/_\'
M) LK (T k) R AT
e 10> e Ve 10>
T—0(4 -1 €) EAAYY ) T s0(h -1 €) EB(TH Eo)
e < IL|IO> & < NL|O>
\_Q>—\ L\N\ Ui (,to)_T\\o>
- - - _E(T+bo
T— ~0(4 -1 €) e C )<n|o> (eq. 85.1)
iHo Tt L H(-T-+)) N o P
(eq. 83.2) =D UI(-—T]'h\ = C ¢ Ur({n)—h\) _ C.HH( T-t.) e.\Ho( )
Uz (=T, t) Vst ,-TY =
< ol U (T,5)
De forma semelhante: | << S} = L(m ax
T—o0(1 -1 €) SRS ol
C (eq. 85.2)

Esse € um bom ponto para para e fazer a pertinente pergunta: o que diabos estamos fazendo?
Para que serve este quadro de interacao?

Pois bem, aimagem que temos em mente é a de experiéncias aonde temos objetos quanticos
e relativisticos: particulas se movendo e interagindo em altas energias. As situacdes tipicas em que
conseguimos estudar particulas relativisticas (Raios Césmicos ou Aceleradores de Particulas) envol-

vem trés “momentos”:
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() Duas ou mais particulas iniciais se aproximam da regiao de espalhamento a partir de
distancias que podem ser consideradas bem grandes se comparadas com a“regiao de interacao”.
Estas particulas se movem em linhas retas e sao livres (no sentido em que nao interagem entre si -
pode haver um campo externo que guia sua trajetéria, mas ele é tratado classicamente e modifica
a geodésica seguida pela particula).

(Il) Ocorre um choque/espalhamento praticamente instantaneo e pontual, no sentido quanti-
co: o tamanho da regiao de interacao e o tempo de duragcao da mesma estao protegidos pelo princi-
pio da incerteza: nao temos como determinar com exatidao aonde nem quando ela aconteceu.

(I Um ndmero n de particulas deixa a pequena regiao de interacao. Podem ser as mesmas
que entraram (no caso de um choque elastico) ou em numero e tipo diferente (no caso inelastico). Es-
tas estao novamente livres (no mesmo sentido do momento I) e se movem por uma distancia grande
antes de chegar aos detectores, onde sao medidas (o que é uma nova interagao, completamente in-
dependente da anterior).

O quadro de interacao, por um lado, faz a evolucao dos operadores acontecer seqgundo a
Hamiltoniana livre, o que nos permitira explorar o fato que de o sistema é assitoticamente livre no ini-
cio e no fim do espalhamento. Além disso a parte de interacao do Hamiltoniano depende do tempo,
0 que nos permitird restringir sua duragao.

Uma expressao que deixa bem clara a utilidade do quadro é a 85.1:

L. UI (’Co,—T\ | 0>

—°9(4 - ARG h?’)
T—s0(1 -2 &) e

| 2 >=
< R|0>
Vemos que (a menos de um fator de normalizacao) o vacuo interagente da teoria é criado a partir do

vacuo livre pelo operador de evolucao no quadro de interagao. Este operador é entre um ponto infi-
nito no passado e t, o que sé quer dizer um tempo grande se comparado com o tempo de interagao.

Vejamos como ficam as fungdes de green da teoria interagente neste quadro, primeiro note-
mos que:

(ZS (%) = (1) (€ F&"\ = qu (£, (definimos nossos operadores de campo no quadro
de Heisenberg)

H (€ -t = ~ o H L -t
O, [t = € >* D (t, %) €
@5&\ ¢ HMCM\@ o
—H Lt '-to\
(k& wMo
Ol = ¢ < chnU =
Ho (6 o) [ HGE -2 FaHLE RN gk -t
=¢ GL Sbr\(\q L\/Q\—Js_%z
\_/\/“/ :

Uy lb,t2) U7 € )

(PH(KB = U;_ (t).tlb Cbx (-M'\ UI U_)ts (eq. 86.1)
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Podemos entao escrever a funcao de dois pontos:

Q >\‘6
<olV= N8 YTt b ) Ug (it
V> = Lim (4T O r (¢, Ca)~
<01 B0 Ppta> Ty =W 2ol
. c o U b -TY1 0>
o HCE T ‘ \.) T U € - =

G letds €™ G| I% ) be%\ Iq\’ Ve

ﬂ{—\\)r t)ta&U(ﬁ,’CA ¢

\(i_ L(m A <O] UI(,T) \C) qu (%X Uxbto )8>¢x (\OXUI(};;'TM 0

T—s0(A -1 €) e“lt;r ILYL)OPI

(eq.87.1)

Por outro lado, sabemos que: U (T, -T)
—_— —

<ol (Tt Ur (t,-THYI 0>
—AEsT ]4 _S.Ll O> \'\—

) =< 1AL> = L

|—p=o('\ -re) €

Podemos dividir 87.1 por esta unidade, obtendo:

L <0110 & OGP DU Dio>

D0 BRIL> =
g Tawo(A-16) ~oly, (7,-T] 0> "

(eq.87.2)

Note que, para x° > y%, ambos os lados da equacao estao temporalmente ordenados. Poderiamos

ter também calculado:
010w dal> < Lim <] V=(Thy) b5 (P Dy bVsbe, o>
\ T—oso(1-1€) <ol (T,-MI 0>

E esta estaria ordenada para y° > x°. De forma que podemos escrever:
dentro do produto T podemos comutar a vontade

Y R
< | \5/(15('\\ (ﬂ\L\KUL> L <O]T{UI< \?S) Cb (‘XSU C‘K) >Qb ("QU ¢ —TS} >

50(4 -xe) <ol \Us (-’_T“ 0>
C L <0l T4 ey m MY ro>
R SN <oly, (7,-T 0>

_\_ qs L(m < o l_i Cbxo?\\ (bI(,Q EX([_;.S_TJ{:H,I(Q\]B’l o>
< 5/ (‘\\ Cﬂ\L\KUL> = Toso(t-16) <OIT{E\>’<¢[—?~§TJth1(€\]\°\ o>

Teorema de Feynman (eq.87.3)
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Esta expressao é trivialmente generalizada para um numero arbitrario de operadores:

<ol Tf Q) ) e e o

T e st Y0

<) T 9,00 - - O, L)y 1 > =

(eq.88.1)

Teorema de Wick

Na pratica, obter 457—‘ TZLOH @(,\\ Ces \9,1 L"“\X | 22> envolve calcular:

< Q]| Ti@l(w(n\ 9 ) (i_l Ik Hu(e\\ Yo~

me parecer que teremos que calcular infinitos elementos
deste tipo, para todos n’s. Isto é verdade para o resultado
exato. Mas veremos que, em teoria de perturbacao, podere-
mos truncar a expansao da exponencial

Como tanto os operadores \()‘4 (x) quanto o Hamiltoniano de interacao sao produtos de campos, este
problema se reduz a calcular elementos de matriz do tipo:

<01 Ty - b X100 >

Para isto faremos a divisao do operador de campo:

NS
i T cet /
¢, = &F 0> + b7 6 J 6 (T e oate

-\-/\PK
b\ == e
(X—W\ LEe \“;

(eq.88.2)
pg 86

|
G 0= ¢

RACEN ~ i Ho Lt~

& (t., %) e

de i_ (o\'ek“' + C:, e )

vc,bs(ﬂ Gt

De forma que: (DZ IO~ = O = < ol SDI—

(eq.88.3)

Definiremos também uma nova notac¢ao para o produto normal: ~ { \(), ... \Dy\: EN [\94 \()J

Imagine que X° >\g
+ - - ST ~ +
T4 0D dulyy =40ty + 9zberbaly) ~Grbadily) ~drbotaly) =
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= ) = Gbebal + [ 00 Bl - bt ety -

T G0 Galpy = N deeddateh| + [4500 daly)

¢«__0
Poderia ter feito o mesmo para ‘(‘37\( e obteriamos:

— i b 6) 4’1(?)\\3 = N [c))I (k\cﬁrvb\‘x + H);(“Q )“é(\cﬂ N >K.
USlN\éWIQO

(eq.89.1)

Definimos a contracao:

oq cf> ()Y = HIM ‘Mﬁ 7y
Z/HJI( *K\ (‘)I(\(ﬂ “& Z>

Notem que como o comutador é um numero, podemos fazer:

(o dip| <olo> = <ol $107 - drdfio> = <of f7 47107 = Dl
[ o b =D 2= )

Isso quer dizer que (pg 63):

(eq.89.3)

P00 @, 4 = De G-

(eq.89.4)

Pelo mesmo motivo posso inclui-lo no ordenamento normal:
1
T e Fulp = N[ Aeedbohr deaday) |

A generalizacao desta relagao para um nimero m de campos é chamada de Teorema de
Wick e é dada por:

TZ‘/Q})T_ (%,\ Ve (‘)ILK*M\\S = N [Cb:: G- (PI ((M\ + todas as contragoes possive%

(eq.89.5)
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Veja que “todas contragoes possiveis” inclui contragdes parciais:

— )
TLhhd Y = 4. N (B0, 60+ +N[d 6, b )
T " —
La¢);r,(‘(13 DJ:(’('] - (3\ N l:d)l(bq_x DF (,(4 _\($\ VF("CY ‘1\

Em que o teorema de Wick nos ajuda? Note que o que queremos calcular é:

<olT{ c{)1 ,,.cﬁ,\}|o> = <0 l\il:cb4 o dat cowu;;;-_ﬂ|0>

Neste caso, qualquer produto normal que sobre depois da aplicacao do teorema da zero. Ex:

<ol N[ & d, ¢, 10> = O
<o De(ty ~YGYN[ DG 107> = Dty - Y,V <oIN[ Dy P 0> = ©

= 0l0p DF (’{4—\(3\ \71; (“f\(ﬂ\ :é O

<° | ’—{ (b1 (()lq)s (b\i}]o> = VF (Yf\tA p,; (‘(;'Xw\"l‘ VF (YF\%\ p,: (‘(\')(1\1' )?F (Yr\t_l\ pF (“';'XL\

A prova do teorema de Wick é feita por inducao. Nés provamos o caso com dois campos,
é possivel provar o para 3 campos usando o de 2 campos, e entao o passo n sabendo que o n-1 vale.

Isto estara na lista de exercicios.

Regras de Feynman para A¢*

(Nastase 6; Peskin 4.4)
Voltemos agora para a eq. 88.1:

g3 ‘T§/¢Cﬂ\~~¢M§UL>a TE\;:\“_W\ §< ol T ... Ex{-LS_TJtHH(e\]‘j‘ 0>

denominador no lado direito de 88.1

E vamos assumir que <H,> é (em todos os sentidos) pequeno.

A . o ) i
. = i Iy > |, Sz £1>
(ﬁ Ho= )09\ 5 <Hi>= \<k9((D\¥> - <> <<H>xs
- A~0O < l‘|'|°*> = \l< OPY > <¢2...¢“ H:*><<<¢)1wq)“ H><K <¢%“.¢“>

Neste caso podemos calcular o produto temporalmente ordenado em uma aproximacao
perturbativa, expandindo as exponenciais em H;, e tomando tantos termos quantos necessarios (de-

pendendo da precisao necessaria):

a0 \Ticbcq\..,qum> - Lin %% ol T1 g Slo> +

T— °<)('\ S E\
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+ <ol TiqSI(Q\...q\Q [—LS_IJtHu&\\‘jI o>tr<ol T] B..- 4w (-LB__IJ‘:HH&\\MJI 0 >+_}
-  —
OO VIR

Analisando o produto de quatro campos: .~ 2_ | —\5/(151 (’)k égqb% >

temos em ordem 0 de perturbacao (que de fato é a teoria livre):

< Ol ‘_i@(b}q)r, (b-“\j‘ O > = DF(”('\ —‘C_‘_\DF(Xs—-\(.‘\ + Dp (\tq —Yj\Dr(’(; 'Xs\+

ek + DFO('\ - V:C‘Ln"\("\

Este tipo de l6gica combinatoria imposta pelo teorema de Wick pode ser enormemente agili-
zada e sistematizada usando um recurso grafico que ganhou o nome de Diagramas de Feynman. No
Caso simples acima (onde o ganho de usar grafos ndo é evidente, mas avancaremos rapidamente para casos mais complica-

dos, onde o ganho é enorme), temos quatro pontos no espaco-tempo e os conectamos de todas as formas
possiveis:

X'I ° o(" I'I o—o{" I», yta Y, [ [(4
Y3 Xy Yt Gy Ya'/ Cy ¥y Cy
Propagador
X, o T Ve (h,-
! * D‘" (‘(1 )‘\ (eq. 91.1)

Lembrando também que podemos interpretar d)(‘hl 0> comoa criacao de uma particula
em X, e zo|P(L) como a aniquilagdo de um particula em x,, e que o propagador de Feynman da con-
ta de todos as possibilidades de ordenamentos temporais, € comum “ler” o diagrama do propagador
com esta imagem fisica em mente: a particula foi criada em x, (x,) e aniquilada em x, (x;) (ela nao ¢
perfeita, no entanto, como veremos mais adiante).

Considere agora o produto de dois campos: < 1| | §/qu ¢\KUL>

o primeiro termo é trivial:

<ol TIhdYlo> =4, x

e o segundo (primeira correcao perturbativa) é dado por:
O(A

< ol Ti(hd)) (_Lgae HU._U\> Ylo>

\.‘
Tomemos uma interacao especifica, conhecida com Teoria Ad*: 5'}4 = %]\7 (b

1 g\:&a‘n B
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§= "2p 9 —'%93 - -)LFCI;\ — § =00
EHL = gt}é S Y %/gm(\o\ :S b‘l?ﬁ ‘)\lﬁ Cbﬂj\ by qgl%\ (blov\ 4— todos no mesmo ponto

<ol T{bd, (hkgmlﬂu\)}\ 0> = —%gd’b< ol T1bd b 6.6, 10>

Temos que fazer todas as contragdes possiveis destes 6 campos, e dividimos isto em dois ca-
SOs:
(1) contraimos ¢(x;) com ¢(x,) e 0s d(z) s6 entre si.
(2) contaimos ¢(x;) com um dos ¢(z) e ¢(x,) com outro (os dois §(z) que restam sao contraidos
entre si).
M M )\
. N
(7 dhbane - 3 () nue( 9 gy
( I .
— ),
as 3 formas de contrair os ¢(z) dao o mesmo resultado (mas eu
devo somar sobre elas)

quatro formas de contrair ¢(x,), d)
e uma vez feito isto, temos trés d>¢> z'd?qu-z b3

(1\:;7 :\;{:l_’ = formas de contrair ¢(x,) e nenhu- = ‘\U/J‘\_—l
d>¢ (b D) ¢ [0) ma ambiguidade nos ¢(z) que ]
11> =272

z Zz restam

. %.3-(_%&*5 D Ceo 3 Py P Gy

< ol \_i@d)} (48& H\;U\) Ylo>= 3 (_—%3 D (v(,rx}gcy'b De (v— b\ . (B_\ﬁ\ -
3 [4) g 3y Drer 3 Drtecyd T )

(eq. 92.1)

A versao diagramatica seria:

lembrando que temos 4 campos em z
logo 4 linhas devem sair/entrar ali

(4\ Yqo—o{_ %X —+ (c\\\ (@ o——@om

1

¥,
¥, * =

4(%8 D, () De (b- b\ Pe (b— \0\ 10 (——%\ Vr O \6\ DF‘ UN %\ VF (b‘%\
\/tg como advinho estes fatores?!?
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Vejamos um caso mais complicado:

O Pgrexpansao da exponencial
3l

<of T é‘b(p ‘/\S g b(M % Cb& %%#&b & ¢M¢}|O> (eq. 93.1)

=4 .,\\ ga‘ gé* %J‘A Dby Pely D3 ?)\D - Dy Dol )

(eq. 93.2)

Vamos tentar identificar quantas contragoes diferentes poderiam ter levado a mesma expres-
sao 93.2.

Nome dos vértices: B )

(z, w e u sdo varidveis mudas. Pense na expressao 93.1: eu poderia ter trocado a ordem de z, w e u sem mudar a posicao dos
“contratores” e ha 3! ordenamentos para w, z e U - zZwu, Zuw, Uzw, Uwz, wuz, wzu)

Contracdes no vérticez: 1+3
(temos 4 formas de conectar a linha que vem de x. Uma vez feito isto temos trés forma de conectar os z's entre si. A linha que

sobra vai para w) rr?
¢Z z¢a

[ P —

Contracdes no vérticew: 4.3 -3

L1 T 4 possibilidades da linha que veio de z

3 possibilidades da linha que veio de 'y

2 possibilidades da linhas que vao para u: 4} 4}
p weeres Blokele
2 —1

— 1 E=a

Contragdes no vértice u: \‘[ 3 [
Tjt_: 4 possibilidades de uma das linhas que veio de w
3 possibilidades da outra linha que veio de w
(os dois campos que sobram s6 tem uma possibilidade)

Dupla contagem w vs. u: /)/\_

0 d> b, On

1 2 duplacontagem (acontece sempre que ligo pontos internos com mais de uma linha)

31 (4 -55(\1.;.1\@.3\&_-_3!_4_8*!\5 _

De forma que temos 10368 contracdes diferentes que levam a mesma expressao 93.2. Note
no entanto que este numero quase exatamente cancela os fatoriais presentes em 93.2:
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<Soma sobre todas> = 4 L;l:_&‘)wbgyw% M Dl B\ PF(B-wS Dﬁ(b- 30\ De (-b-w\ D:(u-u\\ PACS m\

contragoes

Este cancelamento nao é tao impressionante se pensarmos a respeito:

(1) o fator 3! que vem da troca dos nomes dos pontos internos vai em geral cancelar com o 3! da série
de Taylor da exponencial

(2) cada um destes pontos internos tem 4 linhas saindo, e isso (inocentemente) nos da um 4! para ca-
da ponto interno, que cancela o 1/4! que esta no Hamiltoniano de interagao (de fato é porisso que
definimos o Hamiltoniano com este 4!).

O ponto (2) acima nao é totalmente verdade, por conta das duplas contagens e é isso que faz
o cancelamento nao ser exato e produz aquele “8” que sobrou no final. Isso quer dizer que simples-
mente ignorando o 3! da série e os 4! do Hamiltoniano faremos uma sobrecontagem - que devemos
dividir por um fator que dé conta das duplas contagens. Este fator que sobra é chamado de Fator de
Simetria do diagrama e é nele que estamos interessados.

Como vemos este fator direto do diagrama? Baseado nos propagadores podemos desenhar:

8 Diagrama de “Cactus”
M
|

®

L&
E o fator de simetria vem de: T
¢<ﬁ\cbc(\5bt~o¢ =T
. A A (N - ’
— L —%
B S,
Ky M Y
N _
. Q - qS(&\cb(L\sb(«od)m =13
L

(pode ainda haver uma simetria por equivaléncia de dois pontos, mas esta ndo aparece neste diagrama)

Fator de Simetria
S =axaxa =9

Voltando aos fatores da expressao 92.1:

PNV
Y1 ———ex %X § S:% =) "_)_\&;\3:(&1_\&\&()”5 DF (b- b\ P, (B_\b\
A2

= /{>eistoaqui? — e_‘ LS
" .__Q_.“* TR e S‘)’z ZS WARRDACRN

i L

para cada ponto
interno terei um
fator deste
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O fator que resta vem de estabelecer uma regra para o vértice da teoria:

>< ) >\ Vértice
— M (eq. 95.1)

(note que o vértice é este ponto de onde saem 4 linhas, as linhas em si tem regras préprias dadas por 91.1)

1l

E como este vértice é um ponto “interno” do diagrama, ele também contribui com uma inte-
gral em z. Para cada vértice no diagrama vai entrar um fator (-iA) e farei uma integral. Com isso,
temos um conjunto de regras para esta teoria (campo escalar real com interacio ¢*) que Nos permite trans-
formar um diagrama em uma expressao analitica:

(1) para cada propagador: % o G = th (%’\_ml\
(2) para cada vértice: >§ = (—LXXSA‘X

. (isto é trivial aqui, mas ndo sera assim na versao final
(3) para cada ponto externo: X, - /) 9

das regras)

(4) divida tudo pelo fator de simetria
Regras de Feynman (para func. de Green) de L$* no espaco das posicoes

(eq. 95.2)

Mais alguns exemplos:

— — ' o — -

AT
RIS N 3!

Lx3! trocas de linhas

3\'31 A"b)\ D (430) Ve (\(‘_b’\ '17:(34 = %)

— §=31\
sl =) R PR ARG

Notando finalmente que para calcular uma dada funcao de n pontos, temos que somar sobre
todos os diagramas possiveis até um certa ordem perturbativa:
- Li A Lo, , O
’ = —d e——o +
< QJ ] {,i)()(h qs(’ﬁ\g l_/L> Too(1-16) %, Ly , 36 Ly + — o t
—N ‘ W4 Lo
O —
VO3

URY
0L 2o, 2

._@_ . +
Y4 21 8,\14. t Y, b‘\ a:. Lo W, §0‘\ Lo W, Lo Y, 75;\ Lo
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Em geral estamos interessados em calcular estes elementos no espaco dos momentos, nao da
posicao, entao € bem util escrever as regras de Feynman também para os momentos. Note que:

ék_\ ;\ “I‘k V)(\(‘"\Z\
— X-\) = e
eq.67.1 =P 171'—( \b\ ():n‘j‘ Pl_ n\l + A€ Lo note que podia ser (y-x) pois o sinal de p é
\—/-\/\_/ arbitrario, a escolha é feita por consisténcia
com as linhas externas. Da forma que esta
\7 é(’x escrito o momento vai de y para x

(veja no fim da pg 97)
e:

’\,QD outros ordenamentos tem p.
<o}TéqS 434) Cl)‘k)0> 63>‘|71>.1)<o\d) d) qu dl (o> +. |

hgy : O\qe(’;g

TR eq (eq. 88.2)

De forma que cada elemento no espaco das posicdes contém uma infinidade de possibilidades no
espaco dos momentos

corog o giez ~ (R <66 1te>

L\) gueremos regras para estes
(com escolha especifica de p; ... p,)

No caso de uma insercao da interacao temos:

<ol TS .6, 0, (-‘Tﬁg bbb\ V10> ~ w P>

de novo ha varias possibilidades do que pode ocorrer: ej

<t Vb dhb)ne> —= —

!w_// gv

\ \ Estd embutida uma

< \(:—s—’\S B C()z(bzbz@,\\ P> —» p></'3 direcao temporal

'\Qj 2/ Q\/ %\P neste diagrama
// —t

Note que esta linha vem até z de um ponto indeterminado, porque

passamos da representacao em x, para uma em p,. Chamamos isto de
linha externa.

¢4 <0

assim todos com numero diferentes

. . . de criagdes e aniquilagdes
Suponha que estejamos interessados em: anic,
e, eq. 88.2 cria

S
DX T o < fy B | (4E72) (6 (45765 (4L ¢>z) P>
= %\P

v
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22
¢f|ﬂ> 5?? ) o\ee 4;1’(:‘;0\@10>
- @y (e
i -L()? comut. i Pa
B}E? ) e * \o%km (aﬁ\a 8(@—&3}0> = ¢ o>
@:\T\~5 {&_\:_PZ_ (eq. 97.1)
Da mesma forma:
N
<Pf)d, = <ol € (eq. 97.2)

O que nos mostra que cada linha externa contribuira com:

F
— resto —APZ resto ‘
do : e do
b diagrama diagrama B

Ainda resta a integral em z:

. A . . A.F‘l
S (gl R e e
r‘/’t = (- db ¢ < =
\(7 gl

) Ie

\/;:

= o BT+ R-B =)

contribuicao do vértice (a integracao na posicao do vértice garantiu conservacao de momento no mesmo)

No caso de um diagrama mais complicado:

i\d }\( £
> /)
}>©<L c <[ SWM __Sgcbzbg,zeb\ 106> -
g AN \\«J
x (’1
; 1 escolho o sinal de k para manter a direcao de momento igual a das linhas
externas: Exp[-ik;z,] para momento entrando em z, e Exp[ik;z;] para
L momento saindo de z;.
P vértice
f\m —Aﬁ(b b‘\ -m hﬁ\24 Al 2y rklo s +\P\(2
N 39““‘ Jhok DEND e e e TThenTe
A b ’() A _
(lT

[ \—/\(_\/_/ )17 linhas externas
fator de simetria propagadores

v A1 \ \ \
et & e § (L 00—Bratd, + 901 U1 -2 46 4R D D (B
L Jh-k -y

|
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(Y gm 5 (1R Bt YD (IO =

’ By % b A,
v~ Y N /

o (RO SGA+R-f-R) S BOND, 1+ A M>@< q= Pt h
- > (ém)ﬁ 1\_0,:\?1

L estou escrevendo assim pois logo vamos querer identificar M

Podemos entao escrever as regras para obter diretamente a expressao no espa¢o dos mo-
mentos (que nao é da funcdo de Green G, («,,. .. ), nem de sua transformada de Fourier G, (f, -, «\
mas sim para elementos do tipo <f ¢ .. 124..> )

P
. —)
(1) para cada propagador de momento p: —— o — OF (P\ -

(2) para cada vértice: >< — =

| - 1
(3) para linha externa: ;6— =
(4) imponha conservacao de momento em cada vértice (re-escrevendo os momentos
internos)

. . . 'k
(5) integre sobre cada momento nao determinado: RS,
Ay

(6) divida pelo fator de simetria

(7) multiplique por: (a7 3‘ g\‘( é\é‘d\p momentos externos

Regras de Feynman para <p;,P,--.|P3,Pa--> de Ld* no espaco dos momentos (eq. 98.1)
Mais alguns exemplos:
vwk
AV AN GRGAN (—n\&& D, (&)
— —> | F
(e (1 oY LL‘T\
N
NZ < N o
44O TN = e Pty N Ll D (8) Vo (y-4)
o ey

/Qr \"(’; /0{,1 \(’a (\ :I’,l—Pa
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Vamos deixar um pouco mais clara a diferenga entre as regras do quadro 98.1 e as regras para

~ P‘L ‘1 _;Qz :

partlculas iniciais
part|culas finais

Considere o exemplo:

R S N g‘gwwm YD Delp i)

Tomemos a sua transformada de Fourier:

—An\\(1 1'&{7 Y(i— )_

Ctn)= go\“ le ¢ ¢ gb By Delgr- Doy Di (3.

3\

—A ﬂ\“'\ Xp*‘(x_ ) " L\:,' —AF% ‘(’\ P‘1(‘x— ;\
= g XM ‘xl"( C C _i— g(]b‘\ ab.\. g (lﬂ\ DF (?5XSAP C ‘b DF(Q\ X

) \ Q)
- A N 4) A (7 (b’ 5,,) (\3 :»; G ('b,— 51)
Uo, e g0 c\ p e Pz € N
’ g—m\w <D D\ (3 DB =

Yo Sy Yo — 5 -0
- g"b LTI Dpcﬂ\gggc-»-v

30

P\A,__A(P (. - P;W;%DFV TR AYPIRE

gxﬁoﬁ (A AT R e A S G
) Y 4
= —'::-‘ D\:(Vﬁ D\:( A ({W)‘ S(Pl*ﬂ\g%:%g(;: D h-f=%) DF(P‘BDF(P"'\
r P1_Q. -5
4_9 _— Fx
—h —
=

Estes dois “propagadores externos” nao pareceram nas regras de Feynman deduzidas anterior-
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mente pois tratamos os estados iniciais e finais com mais detalhe (ainda que de forma heuristica),
como ondas planas. O jeito formal de obté-las seria usando a formula de LSZ (eq. 74.3), que para este
caso seria:

<hins, = 27 (o) (Rods i)
ouT |V (71 - CL\SE\\}_

x —/\—)—_ DF ﬂl) IZ( F).\ (J:I\[)\1 S‘i(ﬂ—ﬂ\ (\V‘l&* MZ D(P“'P‘_P‘;'BDF(P‘BDIC@FB

S G
f—\m)-}:\& WG
> ~\ ¢ (\jP MP?
< hirs =2 X () SRR\ SR == ) (s (D )

(am) (;TI\L‘

Que é o mesmo que obteriamos com as regras em 98.1, a menos de um fator (@\\“ ,onde
n é o numero de linhas externas.

Note que isto ndo acontece somente neste exemplo de 2 pontos. Essencialmente o que a for-
mula de LSZ faz é remover as singularidades que a fungao tinha por conta das linhas externas (as sin-
gularidades nas linhas internas sao contornaveis pois 0s momentos destas estao integrados). Lem-
brando que Z =1 em primeira ordem de perturbacao, podemos usar as regras de 98.1 diretamente
para elementos da matriz S nesta ordem. Lembrando ainda que (pg 76) :

‘1 —
AP X7 = 2 M GrY §(Zh =T ¢
oy
Podemos esquecer aregra 7 de 98.1 para obter regras de Feynman diretamente para AM

No exemplo acima:

&M: 2 X Lp, ( &p, P (h-2-%) 0. (%) Dﬁ’;\

s ) e\ e

Com isso temos um conjunto de regras completo, mas cabem alguns comentarios para
amarrar as pontas soltas. Primeiramente note que, na eq. 88.1, estamos dizendo que todos estes
correlatores serao calculados para:

T = <o (1-+6)
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(eq.88.1) /\/:/_\
L <0l T; VIO \QM Bl = dtHy (e\]} 0%

T 20| T{Ex{“ i JeHz@ | 10>

vao ser simples integrais em d*z, mas sim:

Isto significa que todas an integrais dos vértices nao

R Ot WF T e LY (TAETY Y T ereT)
T #es(1- k€Y B(_,}:;M ¢ -e
4] e
selPoe + (T e+ T
o tim (g VT e
T""ea Q ‘)5

Uma desta exponenciais explode (qual delas depende
do sinal de g°

Para resolver isto podemos impor que q° tenha uma parte imaginaria (também pequena e
proporcional a €) porque entao: o N >
:_qu (1 +«€\(i‘1ik€3‘: ,\_6\ | (i']NN"_\ 6 3

note que inverter este sinal estragaria tudo 3

~ @T“el\_;( Lie E\P[t;f'_(“ex)}

a . ;

'k (S TI;: C T

De fato isto é totalmente consistente com o que ja vinhamos fazendo, pense de onde vém estas expo-
nenciais dentro das integrais dos vértices:

(1) De linha externas (veja eqs. 97.1 e 97.2): neste caso nao ha restricao alguma sobre os momen-
tos e podemos toma-los imaginarios e, depois de integrar, tomar o limite e — 0

(2) Dos propagadores de Feynman (veja, por exemplo, o expressao do diagrama na segunda metade da pg
97). Neste caso devemos lembrar que o propagador no espagco dos momentos é:

Do(yy= __* .
F c‘)‘—— 4 A€ e IV“(1 )

e que q° esta sendo integrado no caminho (pg 67): > /T\ . > D
x Ep-ie Kt(cr\

acontece que isto é exatamente o mesmo que fazer o seguinte caminho:

oa (1+€) 6
o T~ ()
1 — —Ep T\ 5 D
} ——— r g }_: .
..-o(‘l-rlg.\ - Kc(:l )

o que da para q° exatamente a parte imaginaria de que precisdvamos. Isto mostra que o aparecimen-
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to dos propagadores de Feynman no teorema de Wick nao é uma coincidéncia, mas esta intrinseca-
mente ligado ao limite que tomamos no tempo para poder projetar o vacuo livre da teoria no vacuo
da teoria completa na pagina 85. Aqui podemos finalmente entender porque escolhemos, na defini-

¢ao do propgador de Feynman (eq 67.1), 0s polos E, e -E, respectivamente abaixo e acima do eixo real,
a escolha contraria geraria divergéncias aqui.

Ignoramos outros dois pontos importantes, um deles esta relacionado a“bolhas no vacuo”.
Considere os dois dos diagramas de ordem A? para a funcao de dois pontos no fim da pagina 95:

1&& by LN
o Y\, Iy V‘: Ba- ) Ve Ba- XN Dy - D (-3
&L T%; s D ey e GrrXiy ety -y De iy

B Ry

K’_'O_°, A (-n\ 895 he D By D Gexy P-4 D7 Gy o

wf(
C bb)
N «0‘( » ;plx 177
. }Eﬁ MY (I b Dy peaye e
—04f§0/i; = b )()L Q:r\
EI

) %J"L‘ Ve b N'(-0, 1P, +¢z1+k\ S (4, Fhes ) Dolld D (b Delle) =

1 oy

L (! (a7 V!

Qst
ﬁfé%é“— = (&N ()"\T\ﬂs\‘(VVPL\ %‘Wﬂ V- (L) Dr( 2 XJWL Ve ()
4

&S’l *Q'Z \ ’\oz A0 11 D
(B) 8 V. RRUR IR
LN %)‘ P fkbq x)‘\, Ayz 92 e e ¢
= (—0\ I, \b ‘ UL SR De(be D) c .
“n'tf 2 8 b b A @
TR

oy )

= LY gm. P Iy (Bt Pelld Dl el Sé‘&@
16 ey J

EV = =

() S(Q)

Isto sempre vai acontecer com diagramas desconectados de linhas externas (as tais bolhas no
vacuo):
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. “k\ ~ S.J'ln Mﬁ 39, 5 hk;%,,\ (0 bysb\ Ve 0 D (5D (k) D (&,

\

%J‘tz} 8" () D (k) D (R)

L

O outro detalhe que ignoramos foi o denominador de 88.1:

<0| T{EX{_; ST_I & Hig (e\] \31 o>

Que de fato s6 contém bolhas (note que ele nao depende de nenhum dos pontos externos, que vao
todos no numerador). Para ver como os dois problemas se resolvem, basta notar que podemos sepa-
rar as bolhas da parte conectada a linhas externas do diagrama:

S N\ (=2(3)

~
(—1;'\\‘ %M. Pec Shy §1(00+ 0 Detld Deliey el (V) Oy =
¢

N

leeony am s, - P\SM D6 || () O O0) A"Z_Lor(m Dell)
o2 (ﬂ‘\ % N

O numerador vai conter justamente diagramas conectados as pernas externas multiplicados
por uma soma de todas as bolhas possiveis. Por exemplo, no caso de dois pontos:

<O\T§¢ Y _IJtHI(ﬁ\]}|o> ,,_,t\ _& g K8+ S+ \ ¥

t9(X"\ L\\/b ORY

_|_(x, .Q_.vq\(ﬂ + fg\l+§;ggj+..\+ i

OCNY)

(8 +§ 88 @4"/) \/« AN +\f4\‘3+\/1+\f> +‘jﬁl Vs -l—<-:\
N ’

h ! AN
Vi A% l (Vq\.‘- \/5

A\ —v fator de simetria

Qualquer diagrama especifico nesta longa soma vai ser portanto da forma:

diagrama (
(conectad 3 T\_ V"' oo
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o <ol Tf0, 085S, J‘cﬂﬁ&\]}lw Z{ (oorema) TT \f— (VT =
conectados
=S [(aneamn): g,( SONE

conectados ‘5_‘,"»\3
14—\/ AV, 4V, 4 1(\{A+V5+ \J.+\/1 u.v.$+v. Vat. .. (1’(\/”\/‘4 \(““ﬁvh 5
- N
_ : : diagrama g =
- (conectado\ ( > ( (V \ >( > T
conectados
— Z dlagramaw "'\ ( \ dlagrama F\T e\l:’
- conectad conectado\
conectados A conectados [y
diagrama Z, V
<O\T§(t) (\) tX‘{"‘S JtHI(ﬁ\]}lo> (conectad\ e
conectados (eq.104.1)

<o\T§“P4 C\XEXV[-'*ST-."’“‘*1I“‘]}107 = ( LR ) A O A 4 F@Jﬁwbx

x Ex{g g @Jr]

Claramente o mesmo vale para fun¢des de mais pontos (aumentar o nimero de pontos ex-
ternos so6 torna os diagramas conectados mais complicados, a soma das bolhas fica a mesma.

No caso do denominador, a l6gica é a mesma, sé que nao ha diagramas desconectados:

<
ol =S 1oy ~(<00))Ew] 8+ 8- S+ |
' —
1
Logo a exponencial das bolhas é cancelada entre numerador e denominador, fazendo:

TR Qudtly = S ()

conectados
a linhas externas (eq.104.2)

Uma observacao final sobre notacao, aqui usamos “diagramas conectados” para denominar
diagramas que estejam ligados aos pontos externos, e.g.:

— 11 X X
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Usaremos, com muito mais frequéncia, uma outra definicao para “conectado” - querendo
dizer que o diagrama conecta todos os pontos externos entre si. Nesta nova definicao, os diagramas
acima ficam divididos entre:

Conectados: >< >©<

Desconectados:

[ Q.

Ambos conjuntos entram na soma da eq. 104.2, somente as bolhas do vacuo foram realmente
canceladas pelo denominador.

o

Com estes resultados em maos ja conseguimos calcular quaisquer correlatores na teoria Ld*.
Daremos uns passos atras para ver como obteriamos estes mesmos resultados usando a quantizagao
por integrais de trajetoria.
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Quantizacao do Campo Escalar por Path Integrals

(Nastase 9, Peskin 9.2, Ryder 6.1 a 6.5, Ramond 3.1 e 3.2)

Usaremos as idéias usadas no oscilador harmoénico para quantizar o campo escalar usando
integrais de trajetdria. Resumindo, o caminho mais curto e seguro que encontramos para quantizar o
oscilador harménico forcado foi:

(1) Escrever uma funcao de particao do sistema como uma integral de trajetéria, sobre um caminho
fechado, no espaco Euclideano (esta integral é bem definida e nao tem bordas para criar problemas)

(2) Para projetar sobre os estados do vacuo, tomamos 3 — 0 (periodo infinito na integral de traj.)

(3) Rodamos o resultado para o espaco fisico (de Minkowski), tomando cuidado de nao tocar os polos
(o que nos leva invariavelmente a um propagador de Feynman)

Para passar para uma teoria de campos, faremos a substituicao:

J(6) » C]B?(Jc\ = C{)(»—c’,‘c\ = ()

t tem uma discretizacao do espaco aqui

A acao do campo escalar, no espa¢o de Minkowski, é:

L S[g) =4 a‘*([ 13,6 g -4 9~ wnl

e as fungdes de n pontos:
e T

o Y=< TEIN L FeeNind> =\po & DD Pue)
STLTEES 2=\

informacdes sobre o estado (eg. 10> vs | 27 ou vacuo vs estado ex-
citado) estao na acao usada e nas condi¢oes de contorno da integral

e estas podem ser obtidas a partir de integrais de trajetodria sobre trajetérias periddicas de periodo in-
finito, usando a sequinte a¢ao Euclideana:

kIVL + s = t
< 6= [%MMHCP 120 wbs]

(todos os indices “E” foram suprimidos) YEBucup:

(eq. 106.1)
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As fungdes de Green Euclideanas sao:

—Se (41

C~(“E\<YL"’““\L“\: xw e 43(\(1\,,, er\\

Podemos escrever o funcional gerador / funcao de particao para um periodo f3:

—P "?:E —S¢L¢1 "'j,'?_

2[)} }T] =Te) < - SFW’ <
¢(~Z‘J£E4P\ = ﬁb(w) JCE\ \)

b

Sp= g&q < TGO
- Lb]+
S0 (op & Yo oo,

I

G (G -opt)= > S =)
i D3 I

I =0 (eq. 107.2)

nZzo S

~
e (por definicao): Z,[TJ'} = Z j‘:‘ g 331;\ (7'(\(4) . ”\)(,“\ NER _T(\(,\\

(eq. 107.3)

Teoria de Perturbacao

Vamos assumir agora que este campo tem uma interagao tratavel em teoria de perturbacao, e
fazer a divisao usual:

SCd1= S,CP+ S0

A fungbes de Green no espago dos momentos sao:
~ q ol &((’4‘11‘\'_~:'+p\,\‘(v\3
C-w(pfn‘-‘[()"\ :gé\c\,,,(‘s\,\(,\ < G_"C‘('“"'X\(MX

Qualquer teoria que seja invariante por translagdes (ou seja, que conserve momento e energia):

G_"CY'“"'X\(M\ - G_"C‘("—X\K*_ \"'x\('“‘><\

escolhendo: Y = W, e mudando as integrais: (i —¥ Xi+ Xy 12X
~_— N

\9 .
~ X 44_‘_‘+ . k((;P}+~ ""L\ﬂ\
G ( P,H e (’“\ :{x A\Wh e (" § \A} BX\ L . . ¢ \G“(o\zl)...\(,\\:l
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b
= (JIW\ 6 (‘)4 +.. .'\'P-'\\C—“ (P,1 o )Vv\B
uJ

Z nestas funcdes a conservacao de momento ja esta garantida

Um resultado importante, chamado de férmula de Dyson, pode ser obtido comecando com
o VEV (valor esperado no vacuo) de operadores quaisquer no vacuo da teoria livre:

corrin oz = (54 > o

/ o deste lado a informacdo vacuo estd no fato de tomarmos configuracdes
vacuo da teoria livre

periddicas p(<T, £54P\ = Sb(\?‘) {-_E\ com B infinito e sabemos que é o vacuo
da teoria livre pois usamos Sy na fungdo de particao

Suponhaque: \O - e-SIDbl
._3—- Ld’j -—Sa [4)3 - SI Eq)]
temosentdo: <O e lo>= D{’ S
(eq. 108.1)

p A A =Sz

ese: \O= Py ..P(eye
] A A -S04 — [4)] -5 E¢]
<ol ey on=\pp ¢ $ 00 plaey= G )

(lembre que quando rodarmos de volta para o espaco de Minkowski vamos obter o ordenamento temporal) (eq. 108.2)

SN ( AV YA IO
C

./\
finalmente, se: Q -

_31‘:491 M 30 ¢Cw\} ‘SQ[(b]—SIE‘b]'I_j‘(D
<o|e o8 e 3 \0>:&D¢€ =Z[3)

Formula de Dyson (eq. 108.3)

Solucao da Teoria Livre

Para S [6)=0
2077 -Gop 503 +3-¢:S~P o é,g %‘\H‘D@Bﬁb w4434}

- SV# Expzjﬂzg&‘m qﬂmgb + 30 E
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Note que:
-%(CF RE (A\/_y‘ ((() Ajs—- <}DA Cb)rw{)
=6
<b&

z,m}gw oef 1 (9= o\ ($-A7)e L 307

N

(o=

-1 3n.
2

Logo:

1307
2[7]-¢ <003

2 (o) =<0l0~, =

’) (normalizacdo)
(eq. 109.1)

O propagador é tal que: 6—1 = —-éﬂ ‘;(4 +om

e portanto: AC{)\%\: g e eu’(x'?}\

(_L'\T{\ P+

(eq. 109.2)

gue nao tem polos. A rotacao de volta para Minkowski, assim como no caso do oscilador forcado
(pg47) leva a polos (\p)=+im ), entdo a rotagao feita em p® deve ser de (/2 - €) ao invés de (rt/2):

R G

Pl.\_r"\ (f\+(r\+m = _Ce +~%\ +L?’°\+w\ :—(\’5 \3" Wi o€ = F‘).+V*\L—3\E-

W

e obtemos (agora tudo no espaco de Minkowski):

A((Ez-,j&)»_&‘-)vhrb\r ) = (& —"\ S e
(%Y

P\-/VY\-I 4+ A&

(eq. 109.3)

Teorema de Wick:

Vejamos que forma toma o teorema de Wick neste formalismo. Considere a funcgao:
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FLLEY) = 4 (L) doy glee

<ol F[{#¥)10> = \ P €S°mq5‘(t1\q3<><\3¢>*(~<s\

Note que: % C?f - ej‘q) S gyu T(mc\ﬁb(K) = C;L(b C{)m\
—

- 30¢)
\/\i S o) :%H(\( ~,)

'5.@ :gy’u T(%\ ¢0‘> 33(11\

Logo:
0go €S° 47+73.9

<olFL4#3}10> =< gﬁs\ = <§%th G

MO
% K_S:o}

—D teoria livre
Podemos, de fato, fazer o mesmo para uma funcao arbitraria (caso ela nio seja um polinémio, pode-

mos considerar que esta definida por sua série de poténcias):

<olF[483)10> = FM%EX =.[5) o

Voltando entao na férmula de Dyson (eq. 108.3), temos:

BT RS P () _Sx& V()
= <ole 10>

2 [5)-\ye DRl SN
SLP

~S£t Ve
/‘107.1
S\ V(536 } - (5%) 4303
Z[T)-¢ ZL3]=¢ e’
(eq. 110.2)
—_ N

(compare com 88.1 - esta expressdo gera correlatores interagao parte livre (A é o propagador da
essencialmente iguais ao numerador do lado direito daquela equacao) teoria livre)
Nao é muito ébvio, mas este é o teorema de Wick no formalismo de integrais de trajetoria. De

novo temos uma solucao exata da teoria interagente (neste caso a funcao de particao), mas esta sé
é util se pudermos expandir a exponencial da interacao e truncar a expansao, ou seja, em teoria de

perturbacao.
aqui termina a Lecture 9 do Nastase

\
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Regras de Feynman

Para perceber que a equacao 110.2 é de fato equivalente ao teorema de Wick, vamos calcular
algumas func¢des de green usando-a. Definindo a notacgao:

> em ordem p da expansao perturbativa
e
4 ; A
C£\61)") “\
\tiofungéoder7pontos

Podemos obter estas funcdes a partir do funcional gerador, também calculado até alguma or-
dem em teoria de perturbacao:

S0 W(55) 450
Z[3)=¢€ ¢’ -

1307
] @ g W 55) +%gm<%&ogm<%?>+w]el :

\/\/—/_/

D S—

= ZI3)+ 20N+ Z. 0T+ .,

(eq.111.1)

> —
G—j(‘(‘\)"')vz‘\\: _S’ Ce s S EPC_J]
Sj(-li) Xj(tns

T =0|(eq.111.2)

O objeto mais simples que podemos calcular é:

13037 1 .3
Q 3 1340 —
6;’(11\; R = o O 91 Ui Teey )T -
STTLY SI6H >
13.A-3
_ o 1&& M Z%{w—\%‘ﬁ(w\\t‘\j(& FIONony ) S(\L\_M\X:
~ —_—
’ O Pl
1 A-J i’P_‘-\ GLP(( i>: X\’P_'{ ex()(t ):_3
:_e_‘j' Jg&% A(\CH‘OT(K\: e e
" N T~ —
(D30
13.A-0 ~
= ¥\ O T *—x
(_o 530‘\5
que, paraJ=0, é nula: Gq )(’(1\ =0 (eq. 111.3)
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E facil ver que todas as funcdes com um nimero impar de pontos séo nulas, pois temos dois
J's em Z e fazendo um nuimero impar de derivadas vai sobrar sempre um J multiplicando tudo, o que
anula a funcao quando fazemos J = 0.

(o)
ﬂ(")n'n)r' 4 G;.PLH (X") )W’q‘“\: ©

(eq.112.1)

A funcao de 2 pontos fica:

1 N h)
Sy =D 5 73 | AT
RSN RRICASSA S T

1)

(_o\
Gy (0
R AR A NG TEY =\ e NG SE%Y = A (4 VG
Ej(‘(o 53(\(0 é’
1 BEVARAY ) — % 383 <9 (_y(\) ) - Y 1
= N0y, e + (Q JB(K*B(B’ 35((136 '
~ (©) St = ( L)
=0 =D CT;. (\(1 l%>\= Q(’Q ))(_}3 44— M . DI » ¥y
1 X
A funcao de 3 pontos é zero, como ja adiantamos, pois: 0

(Tco\
Sy = 3 Gl {76+ (o a

BN 1
+( ) Ay, g%a.j)g\(g.j)zq\( N-7)( \] 343

o - S
A proxima fungao nao trivial é (exercicio): \{STLM\ L L H T NTA S w";’?i
) 43073
G (1506, 60)= & D e .
DI 930
> =0
= NG NG %) + AL Y + [\ LAY

(eq.112.2)

Que, em diagramas, é exatamente 0 mesmo que obtivemos na pg 91:

!1 (1 'Y_ ( ), ! (1

25

Y



Teoria Quantica de Campos | @

de onde fica claro que a légica por tras do Teorema de Wick (conectar os pontos externos de todas as
formas possiveis) aqui é implementada pela regra do produto da derivada.

Passemos para o caso com interacdo, considerando agora a teoria Ad>:
(note que s6 queremos ver como saem as regras de Feynman, esta teoria é problematica

— 3
\j(d)\ — _%\T Cb pois o potencial nao tem minimo global, e energias infinitamente negativas sao permiti-
das)

Em ordem A, temos:

i j‘A“_j 3 1 =
23N
— 4 S 2 - 4 5\ S S
=01 = lss) © ) EM 5i(55w) ¢ .
13p-73 i
D T TN N N ETE: APEES
/?! (510@ (8236 /‘3\ I ( 3306 > 8O+ ()| e
| o
= 2% 2O (S + A (AT + (A I)6) Ny + (D350 e‘*”Z
3 - 2
= _)\%AC 3800 () + (A6 64“'3
3l
(eq. 113.1)

Note que este funcional gerador agora tem sempre poténcias impares de J, de forma que as
funcdes de n pontos serdo nulas para n par:
3

AP

(eq. 113.2)

() -
C’ﬂa (K1 ) - )K'lk\ =0

A funcao de 1 ponto é dada por:

o O
(M
Cﬂ (‘(1\ = 6%_( \ —Zr\[j / = —}_‘3\%‘{1"’- 3 A ALY + 380G0 (’l/f{:‘b (6}7.{“1\“'
Yy -
T=0

]

+ 3 Dl (/A-/’Xg () + (a-sﬁm(&;j@ e 1303

H
O

_ _lg;‘u A0 Al
o~
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Cujo diagrama é:

-_/—Q (tadpole diagram)
¥y X

A funcao de 2 pontos da zero (cheque!) e a funcao de 3 pontos é:

U CRNURS . B z&ﬂ/ _
3=9Q

3 NP CARIS

= —/\SA"« DO DG ALK + inm[gam D) + OGS A ) 4

+A(‘()‘(3\ /A(“ )1\%\]

que em diagramas fica:

M4 A Ky
S )>\ ' / N
.
Wy {3 vy ’(-3

—

"(-1 (3 Wy {_3

Podemos obter as bolhas no vacuo calculando diretamente a fungao de 0 pontos, dada pelo
préprio funcional gerador (pois fazemos zero derivadas), que em segunda ordem de perturbacao é :

13N
N N S 3( S 3 >13A
AR R

ao invés de fazer a regra da cadeia, posso pensar esta
exponencial em termos de sua expansao. Como temo:
6 derivadas em J e no fim faremos J =0, somente o
termo com 6 J’s vai sobreviver 3
(727

p) L
L y C s 3( S ?4(1 U R L \ I R (R
2,059 <\ 4 (555) EA“%\(STW L) \Ledade batllads

x D(@INA(Z )z; YIENID(@NA(=s )z\l\ J@EDN @D (23)2\3 YD (= 3?

g ;. '3':0
exercicio

2.(5-9)= %:SA‘WK&X /l(‘(l‘t\ﬁ("l?)\m?ﬁ‘p“L%gx‘ &'vzg /ﬁ(’()@\
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em termos de diagramas (note que os fatores de simetria também ja sairam certos):

6—0 £

Regras de Feynman no espaco das posicodes

Primeiramente vamos re-escrever o teorema de Wick em um formato mais util para obter as
regras de Feynman:

i 3 X'K\/(‘kz)-i-}d)q
ZE ) S%A 43 g g

) 10 1y - X'K\/(‘h) +D- ¢
_EXP[;SA, éwé AG NB(IX\«\ SM\\XE k )

nao ficaremos carregando esta nota-
¢ado, mas perceba que este campo
que fazemos ir a zero é o campo clas-
sico, e:

S>— 0 =» $,=0

I

(eqg. 115.1)

~——\\ Demonstracao \\

Essencialmente queremos provar que, dadas duas funcdes de multiplas varidaveis (mesmo nime-
ro para ambas):

ROy = F(G,. 0 Glyy= Gl ey

= F()%\ Gy = G(bé:d\ [F%\ (?wbxaw (Lemma de Coleman)

(eq. 115.2)

PROVA: podemos considerar a série de Fourier de F e G e ai basta provar o Lemma acima para

) e .
[« Qr I — =
F(K.\ - € h G—(‘A\: e ‘6 (w 140 4 \ m"'“‘“‘“""r"‘ Z A %:(’,

[N

_ /) B T SLa\(_: — i ‘A“"\ 0 :2’1 w Oy v
)_(Tt clo=e € %m\. (‘\ 3 oley e Toe Gre)

c
'}
T
~
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m
= S_“q Yoo 3\'{3 - -3—(\5 Eestamos generalizando de um conjunto discreto de varidveis para um continuo

‘z):[‘a'\s'--)"ﬁ'\_}'—a QDOLX

., ) ofs)= [ o) | 74 e”’}c():o

Logo, partindo do teorema de Wick na forma anterior:
AN _SJ:.Y \1(43\ ¢
C

l N V( m\ _ 64 ST
ZE- Jl e L,V_\_/ 4)— O
5 \—’V_\_;
[831 oy A 55| =-¢

[F[‘f’] 6*1’}(‘): 5

queéaeq.115.1

(eqg. 116.1)

A

—\\ A\
aqui termina a Lecture 10 do Nastase

\\
(nas pg. 89 e 90 ele mostra um outro jeito de obter (graficamente) o fator de simetria dos diagramas, que é equivalente
ao que mostramos no contexto do formalismo candnico - recomendavel para quem ainda nao entendeu o fator de simetria)

Podemos entao obter as regras de Feynman para um potencial mais geral:

V($)=NoF
S Z23)

S 3(‘“\- -- S-S(..("\

|

Crw(‘ﬁ v \“V\\ =

T=0

D

53(‘(-\\- ‘-S‘SQ{\\\ {)—_0

S 3 _ I‘z\l \-l-\“‘k
= c% %% ) do. Ped e >
d):.O:\'S:O

(I

" S /ls [g&"z\l‘{)\-ksdP

S
1
(o)

este termo ja se tornou obsoleto, pois depois das derivadas em ¢,
qualquer termo que sobrar com J multiplicado vai ser nulo (quando J=0)



Teoria Quantica de Campos | @

(Y
42 A N
(:’ (\(] y'- )\(V\\: C 2 64) 845 C#(‘L\B XS ¢(Kk\ C

cl;:_o (eq.117.1)

Em ordem N de perturbacao:

(N 4 2“4)/5%) )\N . . ( P
Gh (KU "‘\(“\ =< ~— (1)0("5“' ¢(Kk\£_—‘\“§gd‘x'\\‘hﬂ¢(aﬂ\q}(}t&

d):()
estas derivadas vao agir sobre um produto de Q campos ¢, onde:

Q= '\-LPN

Se aplicarmos mais do que Q derivadas a funcdo se anula e se aplicamos menos do que Q derivadas
também (pois nesse caso sobram ¢'s que serdo levados a zero). Assim, da expansao da exponencial contendo Q
derivadas temos (e note Q deve ser obrigatériamente par pois temos duas derivadas na exponencial):

(Q=2g=n+pN)

NG Y S A0S
’6@(&«3&1 hL,) 6@@13&’ ) "

N) 4 4
Py = A (e dig Az Lo
O\

N
¥ Ct)(‘(qB MR ?(‘U\\ L_—‘:‘L S(\:"K,\ Y?)N Ci)((aa\.u.(_})P(“bN\

d):()
(eq. 117.2)
Temos que agir com estas derivadas sobre todos os campos. Note que, quando aplicamos o par

SX'E; ‘ka —E— N[z =W _S_
$OED St )

sobre um par qualquer: (i)(\q {)L»b\

obtemos: gxr 2. {w, [ N (-2 N (‘})_w;\/l(z; -W) o] (\3,2;\5 S’(K-w;\/l(z : -\AL\:( -

AT G
=2 D
LD como temos g fatores de 2 deste tipo, 0 27em 117.2 é cancelado
O g! é cancelado pelo fato de termos g! formas de agir as 2g derivadas nos 2g campos (e pelo fato das

coordenadas nas derivadas serem varidveis mudas de integracao). Notem que novemente o que esta
acontecendo é que estamos conectando pontos externos e vértices de todas as formas possiveis.
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Mesmo depois de levar em conta as repeti¢cdes que cancelam g! 29 ainda sobram muitos termos
iguais: o fato de ainda termos N variaveis de integracao mudas cancela o N! advindo da expansao da
exponencial com a interacao e o fato de cada termo de interacao conter p campos calculados no mes-
mo ponto introduz um (p!))N que cancelamos redefinindo:

Yo e
Pl

Sabemos (do formalismo candnico), que o cancelamento deste N!/(p!)¥ ndo é exato, dependen-
do de detalhes das contracdes escolhidas. Assim como antes definimos um fator de simetria:

N (1Y

S - (# de diagramas equivalentes)

E este fator pode ser maior que 1 se tivermos menos diagramas equivalentes do que inocentemente
se esperaria. Para ver como isto aparece aqui, considereocason=0,p=2,N=2(Q=4,q=2):

(x

Ska Lw, U <Lw de d “5 %5AL¥ W) 5&“\% A(z“ CARE 5 @(@d)m 5{*3\4’%\
SOE- SPE;
i

(ndo confundir o cancelamento destes com o de N! e p! N)
de onde podemos extrair todos os termos que contribuem para:

o

Inocentemente teriamos 2! adivindo das integrais em x e y e (2!)? advindo do fato de termos dois cam-
pos em x e dois em y, para um total de 8 termos iguais. Mas veja:

R

:-1—- - . . J Z2,-\W, Z,-W\
A &,guk«wkuhw\ by Bleow By o ey’

£,{ 3 (v —\U;b\ ({)(\) si*b\(b%\ + )E(lhuh\ d)(\\(bot\ C\)%\X -

ignoro os termos em que %%(z\ age em no mMesmo campo em que agiu i pois este contribuem
S SHW
\

[para Q D\
=1

l ‘ sb@b S&N\i S(t-w,b\ﬁ(z u@(bc\s{) A\ LX(«O—VJh M—n\(bmﬁt)(\a%

|
Ny SA e’

Xég(\t—%‘b\ﬁ(mw@[ S0~ ‘”'«\qﬁ(xa\ 3 d)(\\]—l- &(“O—NQ %(M-\\[S(WL -1 aM\ BN —‘6\ d)bt\]}’ -

1
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= g | ‘SA “{X(““ﬁs\ﬁm“«“““““ SRS Ry +

N A0 slu-y Sy S j 08 9 &bz-q% =
=1 g‘)q\ Jj“h N A\(K“VZQ = X g&'x t)xq*b /lm(‘l'“b\
O que é 4 vezes menos termos iguais do que esperavamos. O fator de simetria aqui é 4. De fato:

<>

- P
N

(mais uma vez ha uma outra forma de olhar diagramas para obter o fator de simetria na pg 94 do Nastase)

Vemos que estamos obtendo as mesmas regras do formalismo canénico (s6 que no espaco
Euclideano):

(1) para cada propagador: % o G = A (%« \ e
(lT'B* P s

A P (11“' ‘t\\

p linhas

(2) para cada vértice: ( A \g ()‘1

(3) para cada ponto externo: X, - /)

(4) divida tudo pelo fator de simetria

(eqg. 119.1)
Regras de Feynman NO espaco dos momentos

Conforme visto na pg 107:
N AT I N (RN AV AN AN

satisfazem conserv. de momento

A P4-wN
fp V7 Apy=

(.):lT\H P;*’ -~ Pl"' ~> (eq. 119.2)

O propagador Euclideano é (eq. 94.2):

A(«a—w\t

E adotamos novamente a convencao para direcao de momento (lembrando que estamos no Euclideano
e ﬁ'&":-"e"‘e): -APX ;\(7“
«—— = —>—+ €

w \
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Como derivamos as regras no espa¢o dos momentos a partir das regras no espaco das posi-
¢oes, e ja mostramos que estas sao as mesmas obtidas na quantizacao candnica, nao ha novidade al-

guma aqui.

Regras de Feynman para uma teoria BosOnica em geral

Suponha agora uma teoria mais geral composta de um numero arbitrario de campos bosoni-
cos (veremos adiante que a quantizacao de campos fermidnicos é mais complicada), que agrupare-
mos usando um indicer:

CISQ X O3 b b\ DA, = A b= AL bEAL S
= id)d)L)Aﬂ\

Com a acao livre dada por:

So = _%_ cy'YL Z (pR(K.\ A-r:,s (bs ()
S

Ex . Q_q: \gﬂy*"“’:’. O o

N
O -()Nv) +\M: G

O 0 (%MD_&A\)B

YxY

Este operador deve ser invertido para podermos encontrar os propagadores. Quando ele nao é inver-
sivel, em geral existem problemas na definicdo dos campos. Vamos assumir que conseguimos resolver
estes problema e encontrar uma base apropriada, aonde ele pode ser invertido (mais tarde veremos
um exemplo especifico, o campo do féton). A interacdo também pode ser escrita em um forma gené-

L}
S"k T T é\z An“.-.\np g&n,(%\"‘(}n((ﬁs\

1Ty

\\T M nao ha soma subentendidal!
pode conter constantes (acoplamentos) ou operadores

diferenciais agindo em um ou mais campos (o que torna isso

bem mais geral que ¢")

nteracao envolvendo p campos (r;e rj sao0 genéricos, nao necessariamente iguais nem diferentes)

Independentemente da forma de A, esta interacao colocara p campos agindo no mesmo
ponto, o que leva a um vértice com p linhas saindo. A forma mais simples de ver a regra para o vértice
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é considerar a fungao com p pontos externos, especificamente o diagrama abaixo:

/7 "\ vértice de p linhas conectado a p pontos externos

e

Podemos entao seguir o raciocinio usado para passar de 117.1 para 117.2. A generalizacao de
117.1, agora que temos varios campos, é:

1) 2 Dy D AR A P¢¢
G’*\K@“'“\"' i““‘ﬁ“\szel"‘zswq o B, . ) Cgb ot

2/\—/ (b-_()
a funcao depende das coordenadas dos pontos externos mas também de qual campo age ali

Especializando para o caso com apenas um vértice (N = 1) e numero (e tipo) de pontos exter-
nos iguais aos da interagcao temos (n = p):

AN D

(1) 3/ 1\, Do SB_% /.,\/\/\
CTP K@‘n.ﬂ\-n i“P)Y‘P\*B: < ne C[)*Q”\-"hr(”’\ =) ABAB"""" (J)M'"Cp“"

gN--'RP

b=
o produto escalar tem integrais: 3‘\‘"51 3‘6* SO0 SER

Agora basta lembrar que a exponencial com as derivadas deve ser expandida e o Unico termo
que sobrevive é aquele que tem o numero (e tipo) de derivadas que coincide com o que esta dentro
das chaves. O efeito destas chaves vai ser conectar pontos externos e internos de todas as formas pos-
siveis, mas s6 estamos interessados no diagrama acima, onde cada ponto externo é conectado ao vér-
tice. Neste caso cada par de derivadas vai produzir um propagador, assim como vimos na pagina 117,
mas pode haver uma outra contribuicao, dependendo de A. O resultado sera da forma:

( ] ]
Gy (Gt - ety = gcJ ) I VTR AR
ﬁ) estou ignorando estes indi-

ces que seriam fixados por

>( (_\ g% .o S grz T deltas de Kronecker, assim
( \ R
Q\an

%Er(w% como as deltas de Dirac fi-

\/\/\/ am as coordenadas

Isso é o que chamamos de “regra do vértice” e no caso de teorias Ap°, obtemos (veja pag 117)

&0 g}«xq-?jy..i’o&p_?

Mas para uma teoria mais geral pode ser mais complicado. Passando para o espago dos momentos
temos:
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p linhas

/\\ 4 ;\(}(4“14-&-&(1( \(31 S
S cX‘f v, e o o2
S ; %(()Q‘(m %bvr(ll;)gm ol

a menos de um fator (,{\‘r)" S (s 40, (eq. 122.1)

Um exemplo trivial seria:

St = %gxtcb*w\

ﬂ(\u ot
X=— ), L - 4 . H\

R R T
d)(“ﬂ NOICAYRR
m

VL R U S A o (2 A S 8 4 ¢ -
@= ’S%S NOTCHINOICH ’ ) j b 5(1)(14\5(1)(»43(1)(\8 ) o6 =

cl_‘(t’ (ot )

- -\ W, é /\1 S(\(—K,I\S'(\Q-KL\ S(\(-KB\S'((_K.I\ =

_ —)\,_IS ‘l( e;\C(er—...'f"ﬂc«-,S :_(J\,‘\r)" SH(Q["_L“{-Q(H) >\L|

NN

Quantizacao de um campo fermidnico

(Nastase 12e13; Peskin 3.1-3.4 [campo classicol, 3.5 [quant. candnica], 9.5 [quant. funcionall; Ryder 67, Ramond 52-53)

Comecemos definindo um spinor. Vimos (pg 14) que é possivivel construir uma representagao
do grupo de Lorentz tal que:

_v e, S
WIoO= NN Yooy NWX
(eq. 122.2) i} % E‘Q{‘,\Q l
L__L—\.; matrizes de Dirac

As matrizes de Dirac satisfazem a algebra de Clifford: (eq. 122.3)

NI L A
{,6\ )\6\} lh /\ (eq. 122.4)

E as matrizes S*¥ satizfazem a algebra de Lorentz:
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\I’ ﬂﬁ“

(>3]

VG"

N

4 =i ,dr el

(eq. 123.1)

Todas as expressoes acima valem para um numero arbitrario de dimensdes e qualquer métri-
ca (Minkowski ou Euclideana), o que vai mudar é a forma das matrizes de Dirac. Por exemplo, em trés
dimensodes euclideanas conseguimos satisfazer 122.4 com:

{‘ =) 4 Paul

-/ —‘\
A [\

(\VLG’LB - XW + ;e““
H&)\M\S S IR

o 1

g
(S

k?&qkﬁ—}\mh = QBM\

Note que isto € a rotacdao em 3D

(eq. 123.2) de um spin 1/2

o o

_q:

Representacao Quiral ou de Weyl

|

o)

(eq. 123.3)

- ) N ) WA k hC
e neste caso: S"‘(\ = = LY ,‘ﬁ‘\l .- 1eN e
——
(¢ lqb]
a representacao que vai nos interessa é dada por:
o o 1 X\:\ _
\Q -1 0
L5 ;)‘
AX2

(\‘\,\1; \QQ
-

('

(eq. 1234)

E podemos definir 4-vetores, para as matrizes 2x2:

ey = ¥ Y -

0= (1 )6_;\3

Fﬂ:('\\'G‘;B

(eq. 123.5)
N GJA
De forma a re-escrever 123.3 na forma compacta: X\ - < o S
B [GRS (eq. 123.6)
"y ' T o AR
\( S - + ~ NS
‘(_, | 0 E_ N G_‘J o (r" Ny
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N N \
U:O;\)'—d =p -G o\4_<¢ O \ .o
O G_l\ O —-GN

£V =o0=4}

P=0,¥=0 = Tow O\ [ %©) = o i
O ,\Ix O 4).)( L‘x“‘
| gh Ty © LA et O o X
Nci\)‘(:h =) - A\ + ' \ LX__‘—Q i ) } N —-)BA\ ‘T
o -c' g\ o -G - Hxy

O §e,0%
‘(_j(ﬂ,x\v §: ()\ LQM )l«ﬂx'w CAM _ Dmc—{1 )_1 ),’l :1\5 (Minkowski 4D)

Também nos interessa definir

GRS

(eq. 124.1)

(que de fato é o objetivo desta rep. Outra

- , 5
1236), & “\ -~ /- Q , ot
que, nesta representacao (usando eq. 123.6), € — { rep. popular & a em que 12 & diagonal

1 ao invés de y” - cuidado ao comparar

0 livros)

O gerador S* agora é um objeto mais complicado (que deve conter rotacdes e boosts), note
que a parte puramente espacial contém as rotacdes 3D e:

LA : ) . ——E(‘_k)G’rhJ © 4 L‘ﬂc gk O
o R I SV N o\ = emy
S —;Ef\f l“ q( o _[G“,G\]\ A (Q o
(eq. 124.2)

Note que isto € 0 mesmo que temos em 123.2, repetido 2 vezes (se eu aplicar isto num objeto de quatro compo-
nentes, as duas “de cima” rodam como um spin 1/2 e as duas “de baixo” também, independentemente)

O proximo passo consiste em construir invariantes de Lorentz com o campo . Infelizmente
a primeira opg¢ao que vem a mente:

TP o 9T A0y # Y

Lo M nao é unitaria pois alguns elementos de S nao sao hermiteanos (os boosts)

no entanto nao é dificil obter um invariante, definindo:

_ Y .o
\P :\V ¥ (eq. 124.3)

de forma que:

© -1
{___u _ “(‘ /V\V(/\\ (veja Peskin, pg 43)

AR 1-(Tj\q N
S YT MY LY = Y
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Também podemos provar que: WfNY —0 /\V . ‘\{TQN\P

[— A -_ N
E que, portanto, a contracao dele com um vetor qualquer é invariante: \{N \P x‘ \\) ~ \fr\\" B \P

Outros invariantes podem ser obtidos como poténcias destes no entanto, se quisermos uma

teoria renormalizavel, somente aceitamos os termos com dois Y (esta afirmacdo tera que aguardar o curso de
TQCII para ser provada, assim como a explicacao do que é “renormalizacao”)

Com isto podemos construir uma agao:

Sy = (P FEt"d -9 g%,

(eq. 125.1)

Cuja solugao classica é dada pela equacao de Dirac:

( X — W\\ \P =0 basta fazer a variacdo em relacao a \, também podemos obter
(eq. 125.2) a equacao conjugada, para y, variando .

Espinores de Weyl e Majorana

Ja vimos que, nesta representacao (124.2) :

.o . k
Q o ¢
~ Q Boosts de Lorentz
Também val 50; $O- -2 y B
ampem vale que: - - = - — ~
= o -
~ J (eq. 125.3)

0 que deixa 6bvio (note a estrutura bloco diagonal) que a representacao de Dirac é redutivel (este é o grande
trunfo desta representacao. Podemos definir:
‘-Ix1 2x1 et

Hx1 x1
\PD = \P" \Pf( = ?)

RIS x4
\Pf( &
eq. 1254)
(e cuidado com o abuso de notacao, em geral fica claro na equacao se esta-

Yx1
Hx1 Hx1 mos falando do objeto de dois componentes ou o objeto de quatro com-
D = \PL + kl)f( ponentes, entdo é comum suprimir este indice.

Observe as expressoes para as rotacdes e boosts: as duas representagdes obtidas tem exata-
mente a mesma rotagcao, mas os boosts tem o sinal invertido. Note também que:

S_ 1 O =_‘I-£\_s / O\
v S ’X=D " N o ©

ANEL L
« .)\ ) O 1 (eq. 125.5)

I
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\|)|_ = F \})V \Pﬂ: e \PD

(eq. 126.1)
F: = (71_ (!( = PK \J(L+\P(L = 07L \PD + Pr( \PD - (PLi-l?RX\.\)D = \\)D
Fg F = P(( FL :O
(71_ i Pﬂ = /] (operadores de projecao)

(eq. 126.2)

Além destas duas representacoes irredutiveis (chamada de Espinores de Weyl), ainda temos
uma terceira, definida pela propriedade:

\P condicao de ¥
= lidad : \F = - \Q
\P ¢ realidade onde: c = A~ N2 \P

(eq. 126.3)

Os espinores que satisfizerem esta condicao sao chamados Espinores de Majorana, e no caso
deles nao podemos tratar v como independente de y (os dois estao ligados pela eq 126.3).

Veremos mais adiante que a transformacao que conecta particulas em anti-particulas,
a conjugacao de carga C, age sobre férmions de forma que:

Y—p Y

a condicao 126.3 equivale, portanto, a construir férmions que sao a prépria anti-particula.

ATENCAO: alguns livros (Peskin, Schwartz) preferem manter a acdo do operador C na forma abstrata, usando a notacéo:
* . >
C\P(J:-‘J‘I‘\’ E\\Jc ou C. \()~o —\ﬂ\i\p =\¥c
outros (Nastase, Lahiri & Pal) constroem uma matriz que representa a acao de C em férmions:
-4 T
\\JC=CIV\ \P* onde < C "¢ = (%9

M —» alguma matriz proporcional a matrizes de Dirac (puramente convencional)

\] .\ \NO
na nossa representacao isto funciona com: M = ~X\ : C= '\\Q K

E importante nio confundir o C da notacdo do Peskin com a matriz C, usada no Nastase.

E possivel mostrar (Schwartz, pg 192) que o seguinte objeto de 4 componentes:

_ [ Y
\’) = satisfaz 126.3

St

rSy YL
. . *
e se transforma como um spinor de Dirac (uma vez que T \PL_ se transforma como\\)K)
Representacdes e Fenomenologia

Qual destas representacdes descreve os férmions na natureza? A resposta depende de qual
particula vocé quer descrever. Para comecar note que:

“‘—)GX\N é" "\'“\\v = C\)LLX\N 5l‘ \Pz_ N Q&LQN 5,,?( - WTVL\PQ - \T)IL P
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éf‘ﬂ,ﬂ:o — PV
S + A0 _ +p:' \(\of — _(7: -
\PL \Py( _ (PL\\)B § (PQ\PB N 7:«)/?7'\&\) \P\;:\t) 58 0 wﬁ%{f D
T = (RPYE (Y P nlhe = P oy

T e B = PR PAP=FY K T 4 +F 0 g =Ty
Note que o termo de massa mistura os campos R e L (isso quer dizer que as equagdes de mo-
vimento para ambos vao ser acopladas). O que quer dizer que é“incomodo” descrever particulas com
massa em termos de spinores de Weyl, que é bem mais util para particulas sem massa.
Os espinores de Majorana podem ser usados para descrever particulas completamente neu-

tras (nenhuma carga) e que sao a prépria antiparticula.

Componentes “Embedding” em spinores Massa
x1
Dirac \P /?( ' misturados . \P:MX com ou sem massa
T dinamicamente ) MY
a1 et d d 9x 1 \l’:ﬂ 4%1 4%
Weyl Independentes |y = = - = sem massa
Y LVu N \Pfl entre si - o S “eL/rc - \PL/rn
ax ax1 ! * | com ou sem massa
. independentes - \ A\ )
Majorana o =D = = —=a - T
) \I)L o kaL entre si Rt Y \PC * V—% \P‘P=~V—§ YO s AC
p poderia fazer algo andlogo para 41 t 69(15
Solucgdes (Classicas) da Equacao de Dirac
Comecemos notando que o operador de Dirac: 0. =« B -
7
[
e seu adjunto: \<) = -;J— ™
n A
tem a propriedade: @ \() \_( J- MYJT W\\ (b + \m) \O \r)p

A

gy=¢ V0, =Y W« ‘q'” Wy =d

A

I\ —
o que quer dizer que qualquer campo que satisfaca @7 \&) =0 ou @D V=0 vai satisfazer também:
N
V. P=0
Ou seja, as solugdes da equacao de Dirac tém que ser também solu¢des da equacao de Klein-Gordon

Isso nos diz que estas sao do tipo: .
q p __‘. k?‘ Y ) 3
e <—> P—m =0

Onde claramente o coeficiente K deve ser uma matriz, pois estes campos se transformam sob aplica-
¢ao das matrizes de Dirac. Parametrizemos primeiro as solu¢des de frequéncia positiva:

Yooy = wapp €T PEo

p >Q

(;3— m)\P(\L\ =0 = (f/— \\*\-U“: O

Lf& "\Nf’ﬂ
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As duas solugdes desta equacao podem ser compactadas em:

=1 = > (f) = f- G gs N Determina o spin (depois queguantizar_
S =1 PN ( ; f| |
(:::'5 6 S <1 mos e pudermos falar em particula),
s
(7 €

e.g. spin up e down ao longo do eixo z:

(eq.128.1) g;(b
$= ()

Que no referencial de repouso vira: \& ( (B \]—\
(PN F)=p = (33 3

=7 ° Wiy = \)C(ﬁ):@?
)

(T - i)

As duas solucgdes de frequéncia negativa sao

+ifP w F-M’:O

e s
Pory =t o NP Il

1 s
<f{+»~\\v‘((1}:O _mm (eq.128.2)

7= (9)
s
Que no referencial de repouso: ‘VS(&\ = \W‘:‘ ( N 7= (—;B
- YLS

LD o (e = m(?\ ey (R )
= | )

As condi¢bes de normalizacao (usadas para obter os £ acima) sao:

WL ey = 8

— '\j‘s - S"l$
oY VTCPYE xS (eq.128.3)

Ou, em termos de u' e v (mais gerais, valem para particulas sem massa):
+ s T <™

LW ey=2ted
+ s & E 6&5

G (e V(PN = 4 (eq.128.4)

E valem: RR(P\ D = NS A_st(ﬂ =0
WA o oMY KEYFO

“"cp,r’ o (e ¢ _"’3 r\‘r“"" —_"\ M U’ 5’320 (eq.128.5)
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Sabemos (olhando as transformacodes sobre rotacao em 3D) que este campo descreve parti-
culas de spin 1/2, e que portanto devem obedecer estatistica de Fermi. Em termos da quantizagao ca-

ndnica isso significa que devemos usar anticomutadores ao invés de comutadores para fazer a quan-
tizacao

Quantizacao do campo de Dirac

N » 3 ~
é bastante rapido mostrar que, usando: C\Pﬂ(l\,\\f (“d\} = 8 (X- ‘\\ 5«%
(Peskin 3.5, até eq. 3.90)

Q a

. ooy
chegamosa H =S-‘E—ﬁ Z (EF 0\5,:059 -t qu 9«-23

~\3
(TN z

operadores de criacao e aniq.

energia abitrariamente negativa!

e que isso é resolvido com a quantizacdo correta: i\R&({S , k\)J (“u“d\\} = 83(_1- \%\ 5,\9,

que, consistentemente, também garante que nao consigamos criar duas particulas
no mesmo estado, implementando o principio de exclusao de Pauli

A lagrangeana é:
&="“$\6\N)/\\)’V“$\P = A\P+ X K\HJH\P— - K\UWU_—.
B S R RUIRUAR B IV RN
1

—_
— N

VIR

[N i_ T ~ (
. et t N + o
= Typp - 22 YT e b Y
L‘J

H=\Pe et ]9

(eq. 129.1)

Quantizando: i\x)‘x(w){-\ ‘\P; (Cg’)—l:)wg z %‘ ?jg\gxp
SRED ek hEn, Yirst-o
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O procedimento entdo é o mesmo que usamos para 0 campo escalar, s6 que agora sabemos que os
coeficentes da solucao geral sao matrizes 4x1:

/] = NG

Wod= g( 5y Ger AW+ B ey
W)

by
(indices espinoriais): Oﬂ \R)

Conhecendo a solugao classica, vou parametrizar estes coeficientes na forma:

A= 2GR BN (0
VA S

operador que vai dar conta das relagdes de comutacao

Assim, expandimos o campo na forma:

f s

\P(t\= %1%36:2(@? e 4 TF ((’Se»rx>
i P s

(eq. 130.1)

As relagdes de anticomutagao para os campos implicam que:

n s} o n s\ - ,\T\'s 53 — =~ SFL5
i(k ) O\T } i Q’F’ ) 9"'?& (‘& CP O\X (qualquer outra combinacao = 0)

Temos, assim como no caso bosonico, um vacuo no espacgo de Fock:
s
o [0>= 05 10> = O
P r
E criamos estados de uma partl'cula agindo com os operadores de criagao neste vacuo:
-
SN\ =\xE 0\ \ o>
{P ) > e

DY FAY AT

— S —_
S6 que os anticomutadores implicam que: (O\ PB - (QJ r’\ =00 que torna impossivel adicionar
outra particula com mesmo momento e spin a este estado. E também:

. + +
165 ks> = N plio> = NI 0> = s /s >

O operador hamiltoniano sera dado por:
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-\ e
- (ﬂ\ztf’( Gl by ) -

+S _§S 3 s S 03
_ NS L S g >
Cl\\\ LEP( PONETRR f {‘ - PE (eq. 131.1)

Mais uma vez temos uma energia infinita no vacuo dada pelo ultimo termo acima. Mais uma vez defi-
niremos o ordenamento normal. A novidade aqui € que, para passar da primeira linha acima para a
segunda o sinal do termo com 2 b’s foi invertido. Entdo se quisermos somente descartar o efeito do
vacuo de forma consistente com a estatistica de Fermi, devemos fazer:

T 5 . n %
‘ > — (C NN
Ut
> S T . _ < T _ N
.O\q.ok;;.—o\t?ok;_—dx“’(k?
E o mesmo deve valer para quando o produto ja nao comeca ordenado:
« Nt st _ st M
: G\\? (\q ' qqi 0\5" (eq. 131.2)

Moral da histéria, o ordenamento normal para férmions carrega um sinal (para varios campos multi-
plicados é necessdrio contar quantas vezes um operador fermidnico passar por outros para sair da
ordem inicial e chegar na final, e multiplicar por -1 para cada passagem). Isso obviamente vai implicar
em modificacdes no teorema de Wick para férmions

A integral de trajet6ria fermionica

Precisamos entao pensar em como transportar esta anti-comutacgao de forma consistente pa-
ra o formalismo de integral de trajetéria. O problema é que neste formalismo, trocamos os operadores

por fungdes, que comutam entre si.

Podemos pensar, que no caso bosonico, as funcdes sao obtidas a partir dos operadores no li-
mite:

.\_
[« RS l=k — o
Entao agora, deveriamos obter
+ -
g‘*\ N \S -k 70

que nao sao as funcdes ou niimeros usuais, pois anticomutam (sequem a chamada Algebra de
Grassmann). Podemos dividir o conjunto destes Numeros de Grassmann em dois:

+ . + +
Parte impar da algebra: & | W . g(\\ U \g = {u\"\.&: wa)o\ \3 = 0
Parte par da algebra: o\OL~r ' [G\Q\{' )ckcf\xt @)

De forma que o produto de duas fun¢des fermidnicas (impar) vai ser bosbénica (par)

(e é facil ver que [par . par = par] e [impar . par = impar] )
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Numeros de Grassmann, defini¢cbes e propriedades

Precisamos de funcdes definindas em um espaco de nimeros complexos que anti-comutem,

0 que ja havia sido proposto antes por Grassmann. Os niumeros de Grassmann satisfazem a seguinte
propriedade:

lemento “par” da algebra
= +H) © = € P 9
{ © )YZ.,\S @ YZ, 1 © (commutative-number) um par de numeros
de Grassmann se
O que tem diversas consequéncias: elemento ‘impar” comporta como um
antlcommutative—number) c-number
ooV M Q 0 1
- AN R):
= QO Q’i sz‘zw, 4 VI-B > 3 Ay
© (eqg. 132.1) —

(e &4-« +0\YL-\—0\ on +w Y 10,0
f S per g

se a funcao tiver paridade deﬁmda ela é a-number ou c-number
assim, se LA NN Oy C C entdo A =AX=O ou YLY=u, =0 (ou entdo os proprios a’'s devem ser Grassmann)
Na maior parte do segue, vamos assumir coeficientes pares, o que significa que estamos tomando a dlgebra de Grassmann finita,
o que quer dizer que, no exemplo abaixo, ndo ha outros impares além de 6, n e p para aparecer nos coeficientes:

((6,\1\?\7 4t X4 O+ o 0\3)»0\1 SV °\5@I’+ Q(’N tog ovp

e considerando fung¢bes mais gerais (sem paridade, ou supernumbers)

Ha uma ambiguidade na definicao de derivada (temos que decidir se ela age pela direita ou
esquerda): &

QL_QLGQ\—_ aq+ QBY& EQL@Q\: ay \_QBQ

)0
L R
%{IQ(GQ\: (’*5—(&36 g Q

L
Definiremos: A__A_

M0

Pk - am-ane = ey
VL J
{“ ‘*“L*‘*”&@ K 57&(7@”0”19

wh Yk

A consequéncia é que a regra do produto também fica modificada:

v&V\PYM

( quando for necessario usar a derivada pela
direita indicaremos isto explicitamente)

-2

o
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AN AR

(eq. 133.1)

(eqg. 133.2)

E num caso mais geral:

)

b‘i}’t\ (VLA 7> My .._‘2“\: %1)6 N VZ,\ - SVB VRN ...‘2“+ 55;5\21 wll\@' . '?““...

I %«[(Zexv;\(zey 49 b oL (%GAYA %ﬂ@\* L (%\?«Xket"%@w?n\‘

wi ik
4 A q-8 s (6.3 . . )l oo
vy e =0~ S +§5[%%(6~ 2O\ GAYAG&&QK b7 0L -0 300k - o 43 %9*0* %Y
A" B ]
&

= -8y (14—291/2.2\ +,1{\§—\©’\Y2K6t\ﬂﬁ + ) = -9 ek//

*\

)

Para definir integrais é natural assumir que os infinitesimais de Grassmann também anti-co-
mutam:

{18, 4y}=0°
zck@)&vvl—_o .

Sée M P(e,@ =_ gée BAVL P(g,vpl

Considere a integral de uma funcao de apenas um numero de Grassman, queremos que esta integral
tenha a propriedade de ser invariante por translacoes nesta variavel:

Qv vo+y = (e f((—)\*— Jo Ple+9)
F(&) = Fe )

- série
série CP\-*B@ _ A D('G“)’\Y
¥ “z -» $=0O A deveserpar, entéog Je V(@} também deve

ser par
ga@ fley = gjg (a4 +4,8) = g o, de + SJ@ A=

que resolve outra ambiguidade de sinal
(se fizemos primeiro a integral de fora
o sinal fica invertido)
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636 Q,\ = gdegéyz o = S BQQTL «y = —&)\Léb & = _G%Q%J:O

856 &y €éimpar ou zero, como nao pode ser impar : g-)eﬁc\,"—\‘k]%)e —¥ Sée =0

(eq. 134.1)

gég Ne deve ser par, e tomaremos: Bée a6= A, SA@ a)

o gc§66=/)

gC)@ ?Ce)\z/\ = gC)B(O\Q + O+ U\XYL-\—O\\J 6‘2\: O\q_\,usyl_: SB_@ ()(‘911\

o que pode ser mostrado em geral, ou seja a integracao e a diferenciacao tem o mesmo efeito.
A funcao delta também pode ser definida, usando uma funcao n: 6 (\z\

?Ycrp= 0k+(l“2

5‘\{8 SC’Z’“B@ - z(r\ :&Jr(lrr
o » ﬁﬁp\
55’1 -pYar byl gﬁq 2 Mrgawl S-F

\/—\/_\/ ~
1 F

Pran= g -Gne - (rengsiinag -

A mudanca de variaveis multiplicativa (por um nimero complexo) na integragao também pa-
rece mais com uma mudanc¢a em derivadas: /\{s—o? \X,

Si\eeﬂ L S“zwﬂgéz@ =L
A (eq. 134.4)

\\ aqui termina a lec 12 do Nastase

(eq.134.2)

O que é obtido com: %(vz_ ﬂ = \Z _V
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Para numeros de Grassmann complexos:

(SYZ\* = Yf o = - @*“U g g)'rgc\\i:o X g&lvvgéiz*—, '\}
G_Yg 2 _ ] sz
SB‘ZF }71/ G—Q QIY& = gé\z* 372v(_’l —"ZjQ;VL\: gé'*zj' 52({& ?fi Q:\-— Q}_

(eq. 135.3)

Suponha um caso bidimensional:
7)) ()
G AAZEN VA R MR N ML R TRV AR A

L AT Y, e Y,
QI = A .,
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-1
SWV S RN AR

(eq. 136.1)

Fazendo uma mudanca de varidveis,obtemos:

Y‘L:(V\K /\/\}N c (]:\Y'L
A
1= (P P (P sy

= (Mm\ N\n-’ Maa N\11 Ryt = DETEM?& Loty
Entao, se queremos que: S %, QVZL Y)tfl’_ = g}q )bc)_ o

temos que exigir: ng1 MZL—'(DETE/'\1X1 o, 5-«,_

(como ja tinhamos visto na mudanca de uma variavel)

damesma forma: 37 A‘Zt = (DETEN 1\‘ Vet Jody

entao:

_ I NM=<

T L VAt v N LA ) Sy A
%Q Yb Der[ N\ PETLM]

[aN
I\H

_ NP

- ’ 3*,: o< Sui— é*x C
Per LNM)
_ZR— Y
Sg:k y\& cC - DL‘T[A’}
(eq. 136.2)

Provamos isso para 2D, mas a mesma coisa poderia ter sido feita para mais dimensodes.
- —
_Z . Az

-1

>

compare com: B C - CDET /\\
(An )% (&\\ \“"
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Usando derivadas em a, podemos também mostrar que:

gb_L ‘\°& K;I,}) CEQ‘AK: A_\)-%DL‘T[A}

Podemos definir uma ”fungéo de Grassmann” (que é impar, para cada valor x, fornece um a-number)

\PO&X = Z_pﬂ. P, L)

A

(eq. 137.1)

como:

\,\/
L,; {(/DL} base de funcdes usuais (dh ¢ C \

coeficientes sao numeros de Grassmann

E generalizar as integrais funcionais Gaussianas para fungoes deste tipo:

YRt

SD\?D\V = Derlan)

(eq. 137.2)

O Oscilador Harmonico Fermibénico

O operador hamiltoniano de um oscilador harménico quantizado como um férmion, antes de
dispensarmos a energia do vacuo, é:

L AN B

Consideremos, assim como no caso bosonico, o estado coerente:

- ewlo> :(q+41+/23\o>: (1 -pvﬁ\ |O™>

)p>
T,

L {5+ pLEY IO =110 = p(1_p 10> = FIF>
i =

Temos a relagao de completeza:
*
" S It p= <R 1€
E o hamiltoniano na presenca de fontes (oscilador forcado) sera escrito como:
T S A R g e A R Lt

Queremos calcular a amplitude de transicao:
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PR = <P Rt

para a qual seguimos os mesmos passos de sempre para encontrar a integral funcional:
n
F(B € B &) = 7)3"‘ D)g E)Fé A Sﬁz [-‘»);* IO H(?,\?)&X'i‘ P*(JC\F(QX
S

As equacdes de Hamilton na presenca de fontes sao:

)\3*{23 - AW *(B\"' A{(Z\-_-O F({B:P

BCZB*kWﬁ(B\-;QCY’\zb (eq. 138.1) f;({‘s:ﬁ*

Com solucoes:

w4 - (S - T
)3¢(Z\3=Y> e\”(f- Z\_\_XSC’ ( Q(S\ IS

R L N GRS
f,\gcn:); © *“SC’ ?LAAS

< (eq. 138.2)
>
Que podemos projetar no vacuo fazendo: )? = [3 =e
t— - N
k\ —_ + 0

E neste caso (exercicio, mas a deducéo prossegue de maneira analoga ao caso bosonico - pgs 36-37):

N _ +od =20 ,;\Nl"G~S\)
—oq 4

(eq. 138.3)

Isto é praticamente o mesmo que um campo em 0+1 dim., temos:

pmyY g Y B
201,799 4 E”{xgﬁ foafy-ofte § zww]} :
AR

:Sww f*f"{igﬁﬁww v VCW‘P}E .

/ > Q: = ~i(x Ve ~W)
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- Sw Vg e SAfi—v ) AL ﬂk

Z [Vl\ﬂ.x—; 2 [0 Eyr{- % is 34 _?/(sb AR ZLZ\

(eq. 139.1)

él:_ _LE(s-7D 2w (B -7
< ¢ = O(s-t) €
al  E-witA€

D(sy= [ﬁ\( A e - w\jq = &

(eq. 139.2)

Note que: (1) Temos apenas um polo, em F = W-4GC
(2) Isso significa que se fizemos a integral no hemisfério superior (Im E > 0) ela da
zero, e somos forcados a fazer isso se (s < 1), portanto a integral é zero para (s < 1). No outro hemisfério
(obrigatério se s > 1) pegamos o polo e obtemos o resultado nao nulo acima.

(3) Basta substituir a Ultima expressao em 139.1 para obter 138.3 (incluindo o limite
de integracao, que impoe s > 1)

Passando para o espaco Euclideano: T = -ite
EzMikgww$a=gk;u&f%#+yw@@+@%k

suprimindo o “E”

= 22 [0,0) Engg )2 9 D D(S,Z)Wzlz\\&

—Se = “TP'D-\P + \FY(* - ¥ (eq. 139.3)

A4 BT
DCSJ]:(B.*_*UUB = A _A/E.—\ ¢ -
T E + W (eq. 139.4)

E rodando de volta para Minkowski com e = (-r+ € 5 £ (para evitar o polo), voltamos ao
propagador em 139.2

Agora basta aumentar o nimero de coordenadas espaciais para obter uma teoria de campo.
A lagrangeana (em Mink.) é:

L= G-y
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Passando para o Euclideano:

£ - G+
Tomando o cuidado de mén'ieraélgebra de Clifford funcionando: {%\"\X\"k - \(gv
({°§= 1 G =-
Te= Lﬂ(\@e\]ﬂ - {e= - o
\P \P RN % Ve ()= Wity ¥

E, nesta representacdo: {‘ﬂ W (‘f"y-

A funcao de particao obtida é:

2= P90 erf - T TRy T

(eq. 140.1)

v

Atengao para o indice Esplnorlal

& o
,L Q’\P S K (Ak\l ) o=123,4
?[( ) 2=8§’!J*a Q}::\ ((XM\“P ?'P(

— J+VV\-1
- Zem et T T,
NESEY
W = ko Ae S
Se( ?)\ (4 y' - glﬁ‘}\

(B St p= Sy =

Usaremos com frequéncia a seguinte relagao: d -~ V/ — kv

_{-} TN - Pl-'-w\:—

9y . N\

S v o .
(/é W\Dﬂ\f\f)\,_lcﬁ (’,Jf)q’m:ly AP:MISIF
) YL

fﬂﬁ\\/ I GV‘\N :‘;\?S

Voltando para Minkwoski, obtemos:

S A —“—Q\ _ (g —f e pPED
T) (A—‘) —{4 TN
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pY

) Y ‘-__‘
t, =t Pe = (-x+~e)f Pt = _P +~ —xE

PEET S AL R A N N0 X e

JLe ey eyl
S({-N\\(\L)h\z ‘}1? C; “6 '|'A\6\ () 'fk\{\() - A™M _
S P T - ke
st ’
L0 & TV aleen
)oY PPt A€

Teorema de Wick para Campos Fermibnicos

Como um exemplo, consideremos uma teoria com um escalar ¢ (com fonte J) e um férmion v,
interagindo por meio de umtermo S - [‘U} P, &1, neste caso poderiamos escrever:

S =& , —
2l e T B 200 ) 200s)

(eq. 141.1)

que é obtida segundo exatamente o mesmo procedimento usado na pag 110. A Unica diferenca esta
notermo - X quetem este sinal pois o termo de fonte tem a forma: ? P+ Ry, 7}

N}
S eeP S5 7 PP
_d e
1
O lema de Coleman (eq. 115.2) também ganha um sinal pelo mesmo motivo:

‘P
= l y O\ 2lan]= z[ FW} LW) ”W)
\z W Y AP

_ S 3N sy
Z[‘Fbv{,ljl: C SI( ™', ‘533 R 224)3[ ol
ok ‘51(*7)*’%\*$'2*’T'*z‘j}[ﬂ/

Logo: \l() é

_\\)20

(eq. 141.2)

(eq. 141.3)

i \96

= ¢

3 5 5 v
SRt I R AT R S
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Regras de Feynman para Férmions (Interacao de Yukawa)
L, =gVve
3s.3 13 M JYG+V9+7- 1+
_ Y 5\9 &¢ é{é - g _
z[om,3)=¢ ! v=F=¢=-0

Comecemos com a funcao de dois pontos livre (onde os dois pontos sao aplicacées do campo
fermidnico):

. /5\.9 ordem na expansao perturbativa
N

(™)
{ L numero de pontos externos bosénicos

numero de pontos externos fermidnicos

Gy = <ol 4nBipio> = & (BN 2 (11,3 /
(30) C 6-’[’(‘0
h 1l

note que, trivialmente, temos <o ‘\“{)\O> - 20T ? 0> = o
SF D)

S & 130 V04 Y+ 51
th)] —Q \Pea&ﬁ 3:;26 P+ 4+ 3 E\V:\?:({):O:

\N CaNTR\ B UE

l/——u S6 estou interessado na parte que contribui para G(;p\ ou seja com Y& Vz

3 d W’Z*’?‘f) TS, \|)2+V2"(’/ -
gl‘ ,z‘ e c - SF .}2

7 Coe e 7
> — )
GM 6‘1&»( szév& 'l %351"6* ~’L‘w\s Serd g E’z& =S lx ) e

_ S63) 4
T v =S (- ) = Jp EAP(\ “15\) oM %
\& 1 12 \6 -+ (3T \L‘ 20 2R ”

Note que agora o sinal do momento (ou a ordem de x e y) importa!

(eq. 142.1)

A regra para o vértice vem trivialmente da funcao de trés pontos:

R
G_Cﬂ\) g ( 8 6 N —‘?S — % % 31W\U\Pd)+\|’2+1‘f+->¢
ey Sl Sgg) S3) € Z g

~— ~» 5 indice espinoriais subentendidos 1
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3 43I d
. avS SO a &«# 3& égbta\ t(m\\{J(kb\ e\/\/\/ é

s6 quero o termo O(g')

—_—

23S, 3
:eé‘l’ 3P

AR -
SUE o g peadip(de Tmngades -
indice espinoriais subentendidos

-~ gmw Y L s N Rk

( 5 AV \ \ﬁlm\@h\ P ) YU =

v S¥
:gv?)‘ 5 (,@5&\ SF(Z«-x\\[-tr(x\S%»-p R Ly, AR W“\]—‘

Nao quero diagramas do tipo: * > ) “Q

_—g X'B‘ é‘b;(-SF (D* 4) )[*\P(K\ N (3'_“6\ k{q)(\,\ 5(2)4 - w\ 3 (t—\(y\ @(‘%\ Dl ‘bs\ AW l’r& . A

= #5979 YO BN S, (e B RN

o (e 29y T seurtd o st i),

== gé‘w Al w\‘& c\%( S Sp%a‘bb\ [—SF(w-B\“PMM'B«\-Sﬁtm-\uﬁ%«\“em\}

= —‘6 Mo N (6 ) i&‘% bﬁ%ﬂ (— Ce (.Ba - -bﬁ\ESFCw - ‘b\ 5(“33\ M I - Setx -\053(‘3-’)1\3(“ '?b%\] -
5

)
gé‘w A(@M\i

a (=) Sl #5e (07, Sﬁu-%] =
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N 1 ] ]
O A S B

(eq. 144.1)
'\_Y ¥ (Espaco das posicoes, Euclid.) -\? ¥ (Mink.)
\KlP \\//K)V\ P C
_ - \Kl \// a
(\))% ' hb Q_/D (..))3 1 -7 «tb
.\6 (eq. 144.2) ;‘6

A importancia do ordamento do campo fermidnico cria uma importante diferenca entre um
loop fermidnico e um loop bosodnico, pense no seguinte diagrama:

"~ total de N linhas saindo do loop

"51»“, t
. SOy ) %.Sp. %J b\;@\{(m

°(1°(

Temos varios termos deste tipo:

<3 53, < SN (Y ) < =D ¥ G

note que estes vém todos da interacao, por isso a ordem \P \\)
Para obter a combinacao ciclica (ja que é um loop):

g\:(z 513,, o Sk (b ?5 Sr (?Sﬁ 1 ‘5 SN < T«(ESF(BVB)\ o S'z('b‘“ "b"\J

(loops de férmions geram tracos)
temos que trazer o ultimo campo para a primeira posicao e entao aplicar as derivadas:

TN E ) = -WGITEN TP )
( N2 )

passo por 2N-1 campos

De onde vemos que, além de qualquer sinal que venha dos vértices (-g)", temos uma regra de
Feynman nova, devemos multiplicar por sinal total negativo toda vez que aparecer um loop fermio-

. ~ . AY
NICO. Vocé pode checar, por exemplo que o mesmo loop gerado em uma teoria M)3 Do
nao tem sinal algum além do que vem dos vértices. X

Regras de Feymnan para interacao de Yukawa: -

PN g = A ‘“P e P V\GX
\{S P g . \@*P Eﬁ_\h‘ —f A

><p
\‘, 1
\K'F \//klw _ (multiplico por -1t onde
= - :g A:E ew(l ?)\ L = # loops fermidnicos)

1 1\

'

(direcao é importante)

w)%

%

(Espaco das posicoes, Euclid.) (eq. 144.3)

i ) a contracao dos indices espino-
O P e - (. contrag . P
~. riais vai produzir um traco)
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Para uma interagao geral entre férmions e um numero arbitrario de escalares:

gI($J\PJd)4\"‘)C{)'\\

Temos uma expressao semelhante a 122.1, a regra do vértice é dada por:

NG TR A

J\LJ“ b« ..e(p’(y\

x5 (E__L[_& R R
S(b‘(zh SCI)“(E,\\ _—gq_)('b\ S\{)(K‘B J_[ (N M"')(bh—l q 1451

Regras de Feynman no Espaco de Minkowsky:

Basta fazer a rotacao de volta na expressao 144.1 (os propagadores ja tinham sido deduzidos anterior-
mente) para mostrar que

Regras de Feymnan para interacao de Yukawa (Minkowski):

P (£

———o — )
=+ AE

. P ) (multiplico por—1L, onde
= -N o _T_:‘Z__. - N L = # loops fermidnicos)
(a contracao dos indices espino-

— M +) .
=M ME ~. riais vai produzir um traco)
(eq. 145.2)

(direcao é importante)

(Espaco dos momentos, Mink.)

Lembrando que um estado fermidnico pode ser escrito como:

s+
[p,5> = {yg,' &

Entéo: ;\ S\ AP\\{- .
Yo)IPhs™> = ,éiﬁ‘a L ? K W ()< NPT o\;', 0> =
— (3T {lﬁ) N

AP S
- e WY 0> (note que especificamos também o spin)

g/‘\/—\/
mais uma vez estamos evitando fazer a transformada de Fourier e lidar com os propagadores externos

de férmions (que serao amputados via LSZ), comparando isto com o que fizemos nas paginas 97 e 98,
da para intuir que as exponenciais serao convertidas na conservacao de momento total, deixando co-

mo regra da linha externa:

2 W)
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usando o0 mesmo raciocinio para a', b e b", chegamos a (note que estas regras sé fazem sentido no es-
paco de Minkowski onde podemos definir um espalhamento):

- Linhas externas fermidnicas

o (P \+ = W ()
——

- -
v

(1 (1
~ >
v| %

3

/ )

1

antiparticula

(eq. 146.1)

E importante notar que:
— —\_, . - -\ _,
\y\p p’SSP s'> = \‘)\')(pJSSP s'>
L= "
portanto diagramas que difiram apenas pela troca de dois férmions finais vao ter um sinal relativo ne-

gativo. Exemplo:
para saber o sinal global é preciso escrever o elemento

\'/7//0 P \1\\ - F; de matriz explicitamente e usar o teorema de Wick, rara-
o~ ' > . ! mente isso é necessario pois estamos interessados em I/‘«\\_,l
/\'\, : . : \ mas ha excessodes (e.g.: calculo de potenciais). Veja Peskin

)
Q

/\’\\PP‘ YR, pgs119e120.

Isto fale também se trocarmos linhas de férmions e anti-férmions, uma vez que sao criados/aniquila-
dos pelo mesmo campo. Note que (espalhamento Bhabha):

’—/D aniquila e, criae”
——>saniquilae’, criae”

G,(e* - e € ) < ERNER) ﬁﬂwﬁ\ 1 EENRY

este espalhamento pode ser obtido de dois jeitos: P34 normalmente
= * desenhamos:
+ - o N . N —D ~ X
7\ & (B) V[’(*\)\V( P \\6 ((’,\\C (AW ey
< e ‘12 ‘ l\f(ﬁi {L‘A k T e

ou - —VPP Yo Ly
/A x N ) ~
AN O NTAT AP o
< e @BE® YT \%\‘P ple (& ] =

———— T
l\R/LQSH\JAL!!
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Entao
ﬁ_’ /7 (\
M ~< . _
o !
{ \D(S

Somas de Spin, Bilineares e simetrias discretas C,PeT

(Natase 14; Peskin 3.4 e 3.6)

Frequentemente estaremos calculando espalhamentos entre férmions onde:

(1) Temos particulas sem qualquer polarizacao definida no inicio
(2) Queremos saber a probabilidade de espalhamento, independentemente da direcao do spin final

Para dar conta de um estado inicial totalmente “despolarizado” o que podemos fazer é escre-
ver (estamos pensando em uma Unica partl'cula sendo espalhada por alguma coisa “externa”):

P(Tvi=T) = P(IvE=3\=

E queremos obter uma probabilidade total que é:
P(rei= 1)+ PI¥ )
Acontece que, para o estado inicial despolarizado acima:

P(INI—%'T ( —-7?3—%%\(\{—1)'?3

De forma que enfim:

B (A R YRR MRS (GRS ER T R
L > Pls —n

SW?\\,

Na (densidade de) probabilidade final, somamos sobre os spins finais e tiramos uma média sobre

0S iniciais (o mesmo acontece com qualquer outro numero quantico que ndo observamos, por exemplo a“cor” da QCD)

Na pratica, estas somas sobre spins externos, haja visto as regras 146.1, vao nos levar a calcu-

lar expressdes do tipo: e gs
= .S —s i > st {‘ =
(P) RPN = Z (T . { po R B
S:L')\l\\l ’ s (,'—0: g B(g ’ g e ,»_/(31)



_s (= e
S
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\I_PT‘§$§S+ e

m S §S+\(¥j ﬁgs§s+

— -+ N
ZS— gs g$ - 1»('-\-

— o — 0O ' _\. =~ O o l_'l\ . 1(’6'6_
(oo™ ) oy &= f0TR T T RT g PTG AT

= (@Y -

=@y -0y =

| SR = b
<

(eq. 148.1)

Analogamente:

S T = fom
S

(eq. 148.2)

Bilineares do Campo de Dirac

PPG“Q‘%iPG'P’FPW

Claramente, qualquer grandeza observavel vai ter que ser composta do produto de um nume-
ro par de campos de Dirac, uma vez que estes sao numeros de Grassmann. Assim, qualquer objeto
observavel vai ser construido a partir de bilineares, que sao nimeros usuais que comutam. Mesmo em
grandezas nao observaveis em teoria de campos (e.g. o propagador) € comum o aparecimento de bili-
neares, por isso € importante entender suas propriedades. Vamos comecar com o bilinear mais sim-

ples:

6 LV \P —v Escalar de Lorentz (por construcao, inventamos \P justamente para este fim)

@) pI‘OXImO que nos interessa é:

W N N =

N

AR RV R N R K
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Que outros poderiamos ter? A forma mais sistematica de buscar seria definir:

8,\:?("\9

Onde I é qualquer matriz 4x4, e entao decompor esta matrizem uma base para as matrizes 4x4. Dada
esta base, podemos definir um produto escalar neste espaco de matrizes e construir uma métrica:

T(k |: n Poq-\) _ 2)‘&0“‘ (produto escalar)

. . \
Que pode ser usada, para baixar e levantar indices: |’ = sgo‘" {_’L_

— & |'\
Qualquer matriz pode ser expandida nesta base: M = M T

% matrizes
/V\k - \_K(/V\ Pk\ s L namero

- N
(eq. 149.1) g

(&)

M=Te(MMY N

I

N\;% = MKL(PQBPC’\('—:‘\\:\"B

BAQ E'bDL MU‘ = Mlk (F‘QBQ[ (r\a\\‘m‘h

5)\9\ 5’”4. = (F‘\)RL a_ﬁ"}«% (eq. 149.2)

Suponha agora que estejamos calculando:

(B AR(B 39 = (®), Ay (), (T el
Ay B A B (MY (M)

Podemos reescrever a mesma expressao em termos de outras duas matrizes, para as quais valha:

A ITEAAS (B Men Py (#)a Neca (\Va\}h

)

. C

("\xs(‘\Jwv MW INT (1Y (ﬁ;\%

Para encontrar a relacéo entre /-\-,;;\& Beg e M, ¢ \\Ja‘}\ basta encontrar a relacdo entre

(n-\;kb ( ﬂ-\ L € (R_\ A ( ﬂ,\ k.?\ dada pela combinacao linear:

(P«\;?\b (r'u L = CO\L_CJ (r\c\;()\ G_\‘)\qub

(eq. 149.3)
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Multiplicando esta expressao por (pe \M (I_‘LB }bk temos:

(P«\;}\b (ﬂ, Lq\(PeXM U—‘LB }bk = CO\L-CJ (r‘c\;q\ (r\‘)\qub (QXM QL/\'E_‘?
— ~~ YY) ——8 T
T[T TR N =

L_\DTE:_X:BCG
I

Coted = Te[ L LT )

(eq. 150.1)

As equacodes 149.3 e 150.1 nos permitem re-arranjar produtos de bilineares e sao conhecidas como
férmulas de rearranjo de Fierz. Conhecendo o coeficiente 150.1 podemos escrever:

oy s AT BT(R (Mh = A DG (M (D),
% (\E\,\ (L(’z\-,b<$3\k 80,
(\U“ ALY (HBR) = AR (T AN AR

S R G (@R WG

M‘N8

Identidade de Fierz

(e @® Lowy= - (R v

(eqg. 150.2)

Outra forma bastante util é obtida multiplicando 149.2 por (\Ul\y\<\—[)3§k( B \h\

b
= Q\PQA b PV = _@Ah (M ), (M BY,);
C\PQA (@ B \|115 = - (EL 94}13;\ @3 r‘k\yl\

Que entao multiplicamos por (\E A\ -

(% A ) (T8 9y = (3 ATB Ym0

(eq. 150.3)

Especificando a base como:

.= A N N S Ol W N
@A {1“1)\6\ )\6\3 ‘\<\ ~®5 ) )9 :_;[ﬁ)ﬁ\]= 1\\‘\ { E(eq.150.4)

I YA N e W\T'
Yoo N & - —

/I matriz >

~

|
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E exigindo a normalizacao:

Tﬂ [0 \9{) =4 BN\
N 3 NG 5 W wran W
ZRigorosamente; ® = }/%fﬁ‘n\ L\ﬁ\)&\(\ \\‘\G \*\‘\ B\) NK\JK\ 6\)\()\6\53
VA SIS RPN A

Temos a relagao de completeza:

8’3% %5‘\ _ j\i (\()A-\S.* (\9~Bﬁ1\

Que leva a uma eq. equivalente a 150.3:

“EA\V-I\ @;B\P‘I\ = - /'}:l (\EA@&B \Pq\ ((p,_, I, \l&\

(eq. 151.1)

Dada a base 150.4, nao precisamos nos preocupar com “estruturas” de Dirac mais complicadas,
pois podem ser escritas nessa base. Por exemplo:

\(\[—T‘V})] = \‘\Eﬂs‘\v ‘\P] = E‘N\,Po-' \6\ ﬁ\g

N
: Lo produto completamente antissimétrico
MYP VAP = Ny ¥} AV PP GRS
\(\[erﬂ = €upo By

Definindo a terminologia, dado um bilinear \P M \P , chamamos:

—_—

=1 =y VY \\J escalar

(1= “(‘5 = ¥ \6\5\%) pseudo-escalar

P = \F 'Y vetor

M= %” %5 = (P_ ™ @5 Y  pseudo-vetor ou vetor axial
- \Q”" — ? ¢ k{) tensor antissimétrico

Se y satisfaz a equacao de Dirac, vemos que a corrente vetorial é conservada:
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YT =G QT WY By on P a0

—~—

Q}Z—;\M\P\ J\\):_W\\P (eqg. 152.1)

No entanto a corrente axial:

L= TR 4= (TN r ey
TIVY—F Y JP=2-PhY

L s . ~ o a - A N
s6 é conservada se o férmion em questao nao tiver massa: MmM=0 ¥+ N ’k

(eq. 152.2)

Simetrias C, P e T para férmions

Além da simetria de Lorentz (uma transformacao continua do espaco tempo) podemos ver se
a nossa Lagrangeana é simetrica sobre transformacoes discretas do espaco tempo. Definimos:

—

Transformacao de Paridade: (7 : (Jc)v_cﬂ — (+,-C)
Inversiao temporal: T : (,-t\?C\ — (-t,%)

Estas transformacdes podem ou nao ser simetrias, nao hd nada que as exija a priori. Embora estas
~ ~ . , / 2 N, .

transformacdes ndo sejam continuas, elas mantém Sl—:_ " - invariante e fazem parte do

grupo de Lorentz, que pode ser dividido:

» Transformacoes de Lorentz (parte continua do grupo)

P ,
— LI_ = PLL “orthochronous”

7| |T

Li =TLL <~}5—> Ll_ =PTLL “nonorthochronous”

“proper” “improper”

Podemos ainda imaginar uma outra transformacao:

Conjugacao de Carga: C:  fARTcuw, «—v MNTIPART Vcuy

(veremos mais a frente como definir isso)

Por muito tempo acreditou-se que as simetrias C, P e T eram, SEPARADAMENTE, simetrias da
fisica, pois tanto a gravitagcao quanto o eletromagnetismo (e depois as interacdes fortes) respeitavam
estas simetrias, mas ai as interacdes fracas vieram para estragar a alegria: as primeiras medidas indica-
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vam que a teoria era invariante sobre transformac¢des CP, mas ndo C e P separadamente (a quebra da
simetria de paridade foi bastante surpreendente). Sabemos hoje que ha também uma pequena viola-
cao de CP gerada pelas interacdes fracas e esperamos uma violagdo ainda maior proveniente de algu-
ma teoria além do modelo padrao, pois esta é necessaria para explicar a assimetria entre matéria e
antimatéria. A simetria sobre transforma¢des CPT no entanto deve ser respeitada (segundo o
Teorema CPT, que assume uma série de coisas “sensatas”: invariancia de Lorentz da teoria e do vacuo,
energia tem um minimo global, comutatividade das coordenadas espaciais, localidade, unitariedade -
uma prova do teorema e mais referéncias podem ser encontradas na secéo 5.8 do Weinberg) O que implica uma violagéo
de T.Vamos encontrar representacdes destas transformacoes:

Paridade:

Primeiramente note que P é o mesmo que ocorre em uma reflexao no espelho:
Y

~ —_

> -«

P‘K = @ N A ::“6 _________

>
>

k P ¥
— NE /ABYL‘ = -k "’AB
quiralidade
Isso quer dizer, dado uma particula com spin (ou helicidade ou qualquer momento angular),

cuja projecao da direcao do momento é representada por uma rotacao em torno do eixo definido por
este, sofrera a seguinte transformacao:

A\ A
xJ Y,

oV

Note que o momento é invertido mas nao o spin.

Se codificarmos toda a acao de P como um operador unitario agindo sobre os outros opera-
dores da teoria (os de criacao e aniquilagao), isto implica que:

! s 1 s
S S _ _
PO\F‘\V :&c\_;“ P%,—;P Y?_L-—_P N (eq.153'.1) B
— —> possiveis fases (paridade intrinseca)
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Aplicar P duas vezes deveria nos trazer observaveis de volta ao valor original, logo:

T -1
A o P _p
- (V4 = =
P = (eq. 154.1) 5 P (eq. 154.2)
unitaria

Px g f
€=(4,~°?3:b{"'<7= pFUFT =P T
(rch)o:"S p.&= o4 3.?:5 vd

{)-\( = V'f4?€:
Pt - @Y (e,

(e
Note que P s6 agiu sobre a e b (hao age no espago com indices spinoriais ou nas matrizes de Dirac) .
entao \ R
G A - s AP s+ e N3
Pyoap =| L A Sy & e T e e € ) <
(-L—IT\a 2N 3 T —FD

(note que a transformacao de x saiu como esperado) (eq. 154.3)

Para que a integral acima seja proporcional a y(t,"X), ou seja, para que \P(t\\o> tenha paridade bem
definida, exigimos:

/2,( = - YG\ (estamos escolhendo uma representacdo ao fazer isso)

neste caso:

PyedP =1, ¥ pee,-)

(eq. 1544)

(PyedPy =1 ¢le e\ = T ¥ (g =y |
PP {\P\/ (PycsPY W= 90 9e, =Y

l’—\"

(eq. 154.5)
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Vejamos agora as propriedades dos bilineares. O escalar de fato se comporta como tal:

T Lo PTL=PTOCWP= I TN wit, =) LPY)fe o)
- Cﬂ L 1 (eq. 155.1)
ja o pseudo-escalar (dai o “pseudo’): note que ) naoimporta para os bilineares

— . 4 — o —

PP P T LLRPE= Tl L1, -7 = - (PUYY,-T)

- ' . (eq. 155.2)
ObSI(W‘f‘S“\’\Z =¥ %Y nao é Hermiteano, portanto & comum definir a corrente pseudo escalar como 3V Y5
e:

—K\Nk() o P (* ) mo\p Uc,~—"\ =(’/]3N (\P 'S qj)(-b) —_Y_L”S (eq. 1553)

N=04 ° .
5 Sy vl

—/1 P: /~=4.)\’5

(a parte espacial inverte de sinal e a temporal nao,
exatamente o que esperdvamos de um vetor sob uma transformacao de paridade)

PUDY Lo TV ETWU,-T) = - Y [P )

Lo sinal extra

(eq. 1554)

(como um vetor, mas com sinal errado, dai o pseudo-vetor)

Inversao Temporal:

A inversao temporal reverte na direcao do tempo, isso significa que vamos inverter o momen-
to e o sentido das rotagoes (e do spin):

7 .7 f
~ b
queremos entao:
S — -5 momentos angulares (e spins) sao
tt)-;b\ — (_.[. ?‘3 invertidos
Mas ja vimos acima que a inversao do momento na expansao de Y, inverte o sinal da posicao e nao do

tempo. Este aparente beco sem saida aparece porque T nao pode ser implementada como um opera-
dor linear (tem uma prova disso na pg 67 do Peskin) mas sim por um operador antilinear (e antiunitario):

T z = 2“' T T+ = ']_~ ! (T age nos numeros complexos também)
C-NUMBER
e entao: —_— G\S_‘ l—'1_ Q_S T&,_s_’ —]—"lz -5 (Estou ignorando a fase por simplicidade.
‘ P - -7 3 - Weinberg, pg 78, prova que podemos
(eq. 155.5) elimina-la trivialmente)
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A antilinearidade implica em:
-pn

s APX = = s * —x
TQF&TL To5 T [WeSY @

Sape o = ¥ ipx ek s, ¥ _ipX
T e T T T [FEd) e = [~edY e

< by
- oz (W] ¢

0

Y. (5)
Considere uma base de spin mais geral do que ( o ) e \4_J,comaorientacao do spin dada em rela

¢ao a um eixo com angulos 6 e ¢ em relacao ao eixo z:

_ 1\ _ /[ @B
S(?S- mg)ﬁb)@ ~4 w(é%\\

g(\\\ 7 (9,9) B ( L SeN(¥5)

NG

-S

is S\ é =& (1) §5= (SU\) ) gC%B\ preciso achar S

Sl'-ém | G ®= o (-5

K\M:*T\/
+
Se escolhermos um eixo n tal que: 1 « Ned g x =

Sr entao (W(l:n 3 (-)\Gl

operador proj. de spin
a X —n
=@, (R E LR C K =

quatro inversdes para
chegar no orginal

TR
~i 5, 8= — € (1)
~& O (-5(Y= S
BRSO

duas inversoes
resultam em um
sinal (-)

6= Su\: ((1\.@3\ vi‘ ((‘:\ »t;»

P =0 \
N
Note que n (pg 128), deve ser ‘25 = $™* umavezque ¥ cria uma particula com todos os niimeros
quénticos opostos ao de &, inclusive a projecao de spin. (o lugaronde isto esta mais formal € a sec. 5.5 do
Weinberg, veja o desenvolvimento até a eq. 5.5.36 )

C&a deve fazer o mesmo, trocando &° por & na funcao de onda do estado que ele cria, definimos:

-5 _ Y 1 =S 2 4
q-_: - <O\—4 —-Ck_.,\ E =V :( - _93--—63
) e v pr" ) € /| (eq. 156.2)
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Para os espinores temos:

A CC AN R
(F5 (<) ot Ly
\\_/

(basta expandir a raizem p e notar que:)
—~ 2 —_a 9 ~ A . >_
v = [701 _Ft ] e
= G’L ~.. ;i - ~~ ' '&*]:

I £ TE G )

-_G"[ A ;o»ﬂ:c,“(?-cr*}

o 0 13 X
= ,L(OU ;5 [Uf(p\]* e E“é“’ﬂ
g

¥y~ -9
basta multiplicarosdoisIados.por‘(S"1 XSe: ( 3 N
Sl YW RN

Invertendo a relagio obtemos: | [uS(p)] = ¥ ¥ W, (PB (eq. 157.1) '

¥ AN S
da mesma forma: (35}((*3] = ¥ (F\ (eq. 157.2)

Juntando tudo em \P temos: ‘ y
1 = — -APYX rhPx
TWLS‘%A ST e B ey )T =
. Q x= P(t \\
3p A /- S X APC st ~AP
-S A\ =S ) S
£ Ce f £ () fh?«_%
W LB S, R s s FAPEREC
Oy 2 )
113 — ot g gl = Y T
= X\ X\ \{)(—tVLB Ty TE(F
(eq.1i7.3l1 o [\/\-/_l_:4 o ~ -
Para os bilineares precisamosde: TP T =TV XT = TV léﬁ > :kY(‘ts"B\é\ §
7T T
-\
E obtemos: T W ‘]’T‘ E K ) P e = (“V \\))( “t,%)
o elTZ .
TFRYT=TY T T9T :W_t\q F T e 2 L@ Y ()
VA _s
AT L= —L\\)(\s\\’\(—ty’>
T_4T _
YT T, O T = (Y (D)

o) o CLLTe=
_.,fc AR f)*@ =y’ H\ v

1 —ﬁ = (Y ﬁfh v Low /o
o B P )T P [ P=NR
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Esta é diferente das anteriores, pois nao é uma transformacao do espaco tempo mas age dire-
tamente sobre os operadores de campo de forma a levar particulas em anti-particulas (e vice versa).
Vamos ver como podemos defini-la:

; o o ST o ot
Comecamos notando que, dado que: \\)N Y W(eHe 4 Q"? Yine
e: H ~ \p[o\ o + 0 L—B

L) L—)ﬁ“ﬂ criam e aniquilam antiparticulas

criam e aniquilam particulas

Logo, o operador que queremos deve ligar: 0:' |[O™> qéﬂ 510>

o\ —— 0|0
Definimos portanto:
1 (poderiam haver fases, que tomamos como 1 - uma discussao mais com-

< . - L -
C cé > C’ — 9\’_? pIeFa sobre fases.em conjugacgao de carga estd feita na secao 33 oAlo )
P Weinberg, especialmente na pg 131 - a leitura vale ainda que vocé nao
se preocupe em entender a notag¢ao)

-1 <

CyzC = % C+:C—4=(;

(eq.158.1)

Entdo, usando o fato de que (queremos relacionar u e v):

=ik (o ((vu€M)

/\TS(P\ = )=
eF T )P 0T (o g
-
<% * s \ ¥
5(55*- {p-c (—L%SB _ e T & 5: 0 -5 Wss
R AT ORATCS vy

2 — W —
GG = ot (-T ) AR 7SN T
FG’L= G_k G_..* ‘A-\&\ \)\,l,()s

(§=-1

S Y ~
SO ER NG IV (19D
2 *
cﬁS(PB :_Z\C C-N\S (P)\ (eq.158.2)

Como o operador C é linear, fica facil obter o efeito sobre o campo

_ Pn
c VYo = 9 ( e a? Pr(p\cﬂ
(1\\3 TR

transp. nos
indices de spinor

-\ (,\75(,;\\ AN (_N\ O R

—_ +~Ptt. % T
- J:L — %(Q, ("3’3(”5\ & oG "o e =-u0 @)r(\%

(ﬁ ¢ \1%n

N



Cyecs L WYY

C?C,:C“\)*C\\Q =‘;‘\\) LI K

CweY

"

Assim:

Analogamente:

CONLYC = POhyY o~
R

R

C\T)f”\Pc -
CPYP Ve =¥ ¢ 8V

(eqg.159.1)

¥

C\yxpc__( T8y (298

(eq.159.3)
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16 =%

e

L-D CWUOQC:_;\“\)'{U\ K\\ = -

Ty A Y

(60
AY- R

+(wm€ v \P\ (\H)\T Py

1

sinal extra

)
\€>T: ) \QL

{ T
= -2 3
vy

(eqg.159.2)

($y= 1(\0’\

quando P passa

por

Podemos resumir tudo na seguinte tabela:

TARS

~ | T C CrT

PY +1 |+ [+ 1
WO [—=1 [+ |41 =
P (O N R A I
N S N G N A A
R o 8 R A o 0 Nl (I |
X"y e -1+

|-y [+ -
CPT, incluindo:

K\ Qs 3:’
\\

’-

basta multiplicar por i para obter a mesma regra para o operador hermitiano

coeficientes na tabela

i sdo invariantes de Lorentz

0 que esta ligado a unitariedade da teoria.

(P

Podemos notar que todas as combina¢bes hermitianas e invariantes de Lorentz preservam

(A
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Quantizacao de Campos de Gauge

(Nastase 16, Peskin 9.4, Ryder 7.1)

Voltaremos agora ao “mundo bosonico” para lidar com um tipo bastante especial de bdson, os
Bosons de Gauge. Estes campos vetoriais sao introduzidos em teorias toda vez que assumimos a exis-
téncia de alguma simetria continua e local (simetria de Gauge), em geral postulando que o conteudo
de matéria da teoria (escalares e férmions) se transformem sobre alguma representacao de um grupo

de Lie (embora seja também comum pensar em teorias de puro Gauge, onde temos apenas os campos vetoriais, comumente

chamadas de teorias de Yang-Mills).
Neste caso, 0 campo vetorial deve, para manter a invariancia da acao sobre as transformacgoes

do grupo em questao, se transformar da seguinte forma:

A (\\ _U/QK/,(K\ 13 /\(\L\ (no caso de uma simetria U(1), abeliana)

E
L
(__E\/? constantes de acoplamento
“ae (N alec L— < indices da representacao adjunta do grupo
( \_ % /D‘/, (“3 (\\ + Ap) A (Y-\ q) )C _?(véo de 1 até #Geradores do Grupo)
B constantes de estrutura do grupo

(no caso de uma simetria nao-abeliana)

Vamos nos restringir ao caso abeliano, por enquanto, e comecemos tentando o caminho ingé-
nuo, analogo ao que fizemos no campo escalar:

=[5 -—NEW ekgn&w%__% be Syl op -]

— pr[% g)u é‘Y) Y PF(m-@ 3(?)\

No caso do campo eletromagnético (sem interacao com a matéria):

>[s)= NS’P A, exgxugj’m

L==2F0 F7 =000 A= 0 my (0 A -8 AN

RV (r)r‘ vXc) P\\\ &1\“\1&'/\*\ J Ay 3 A A — _ga‘lx )NAN oA
ga"lv(. (AVA/JYAHP‘\\ = &N&ﬁhﬁ\ _ ()hl P\,‘ Ava P\ _ _Sd"( P\NAVARP:
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_ 1 L\ VAN y v
e AT

(eq. 146.1)

= —g P\H(AMD‘ a\) r),)\ﬁ?
1 |
~ (BNV D - ér‘ ‘)4))/5\\)'—‘0 (eq. de Maxwell )

Em principio so precisariamos inverter este operador, mas ai esbarramos em um problema:
imagine uma configuragao de campo especifica (estamos somando sobre TODAS ELAS):

AH(\C\ = 3" o (%
(DIND - 5\/5,3\3"“( = (va— JQDSD( = O

O operador tem autovalores zero, e portanto é singular. De fato, a integral:

%D/*\H sxrfigh A o () (8“3‘ - 5"31‘\,(\\}

111 n”

vai receber uma contribuicdo igual a“1” cada vez que considerarmos uma contribuicao deste tipo. E
divergente. Podemos ver que esta divergéncia é transmitida para o que seria a funcao de Green:

CN“D’%JAD”M-X“=Q~$u—Xs
C)H$ \(7 C)N

/\&m que ser realmente grande para satizfazer isto)
v XA »
(03D (\«-vb\ = d(x ‘}\

A raiz do problema esta na invariancia de gauge. Quando somamos sobre diversas configura-
oes de A , somamos inclusive aquelas equivalentes (ligadas por uma transformacao de gauge) o
n
que é uma forma de “multipla contagem”.

\ Am .-,
ja incluimos esta

configuracao nao devemos incluir estas

Temos que forcar a nossa integral de trajetéria a considerar somente estados inequivalentes
por uma transformacao de gauge. Uma forma 6bvia de fazé-lo é fixar o gauge, mas como fazemos
isto em uma integral de trajetoria?

Comecemos a discussao escolhendo qual fixacao de Gauge sera mais conveniente para a
quantizacao da teoria. A equacao de movimento classica:

DA - "AN=0
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é bastante dificil de resolver, no Gauge de Lorenz (proposta por Ludvig Lorenz que néo é o Hendrik Lorentz) ou
Gauge Covariante a solucao é bem mais simples:

Gauge Covariante

Y A-0l = OA 0 — A ~c0ye
o

(Klein-Gordon, para m =0)

+3 k.

(eqg. 162.1) o coeficiente carrega o indice vetorial

e a informacédo sobre o momento angular
(spin / polarizagao)

k; =0 (pois a massa é zero na eq. KG)

J A Cd=0 = gw e P AL -0
gyn e*'-f"y ()'lieﬂ(‘aei&bc: o
N,
Fad
S‘L“ S €, (0 S(ers) =0 =P [P ¢,y =0

Na,

(eq. 162.2)

esta fixacao, no entanto, nao fixa completamente o Gauge. Note que, dadas duas configuragdes de
campo fisicamente equivalentes, ligadas pela transformacao de Gauge a sequir:

A, = A, +X) com X/ DXN=0O

ambas podem satisfazer a condicao de fixagcao (sem exigir A =A): J"A | = ér\ Arn 20

Poderiamos aprimorar a nossa fixacao exigindo também A -0
o=

(eq. 162.3)
(ainda mantendo a condicao 162.1)

0 que equivale a:Lc\Q/\ = - Aq

)

T

E ndo causa nenhum problema com a condicao 162.1, uma vez que:

(L .
DA o — Ddx=o0 = &Q)N=0

Lo Q)=0 jierapermitido

A combinagao de 162.1 e 162.3 nos leva a: 7/5\"’ -0

(eq. 1624)

Note que esta condicao nao é condizente com a presenca de correntes (fontes) externas, que produzi-
riam um A, #O, portanto este formalismo s6 é util para radiagdo no vacuo. Em suma, usaremos:

Ae=0 ¥ JA=0

Gauge de Radiacao ou de Coulomb

[ Xe}

Al

(eq. 162.5)

Sabemos do eletromagnetismo que, neste Gauge, s6 temos dois modos que se propagam no
campo, correspondendo a duas polarizagcdes transversais. Por isso ele é um Gauge Fisico.
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A solucao classica é:

A i +Aﬂ,_
A (W) = Z “(L\[ Oy T+ Py e j

(ﬂ\ )»E,L \= 11.

(eq. 163.1)

% =0 f-EPm -0

- . : : . A
E também conveniente escolher os dois vetores de polarlzagao"( de forma que sejam orto-
gonais:

AN

—n('\( ) ——ﬂ() )=%

(eq. 163.2)

Quantizacao no Gauge Fisico:

( ndo explicitaremos todos os detalhes, ver: Bjorken & Drell, “Relativistic Quantum Fields”, cap 14)

Queremos agora impor as condi¢des 162.5 uma vez que o campo tenha se tornado um opera-
dor. A condicdo para o componente zero é trivial, estamos de fato removendo um grau de liberdade
do sistema, ja a condicdo .~ =0 deve ser vista como uma condicao para operadores. Ou seja:

V.<A>=0 2 NLR,8=0

Note entao que, definindo o momento conjugado:

oA

M- F =E
Poderiamos, inocentemente, impor:
‘ : N ;Z(T'-?\) N B
CAED B o) =\ Ok SV ¢ ~ LSV
By

Mas veja que, se aplicamos ﬁ,.& neste comutador NAO temos: \—7" [ —,-O\“ (7’/{-5 | E ;(?‘} (—)] =0

Vo[ AED El@)- 5 3 (o Y g“‘“‘ VAT CE

N ) LAY Ly

A licao aqui é que vinculos (e a fixacao de Gauge é um vinculo sobre as varidveis dinamicas
do sistema) tornam a prescricao de quantizar simplesmente trocando os brackets de Poison por comu-
tadores (ou anticomutadores) invalida. Dirac achou uma forma de generalizar a prescricao para siste-
mas com vinculo mas nao exploraremos isto aqui (veja as notas do prof. Nastase lec 15 e a referéncia |a dada para o
original de Dirac), para nossos fins basta notar que a generalizacao:

1o o= (S1- £8)

Fornece a seguinte relagao de comutacao:

(eq. 163.3)




Teoria Quantica de Campos |
r NS o J:(I“- o) . — -
[A(V’JQ, E'M?;fﬁz ;\S& /_}'B s = ;‘S i) (SL})_ e hm> Ay

—_—

L) Lln\a’ PR
T —
NN 3 IR
=, Sak _ ,);_5:\3 S (?-2‘\\ (V b
)
que, por sua vez, satisfaz  \ [_P—\v, E;‘lt O uma vez que Can)=(F,8)= O

SR L KA
A;AX—/&%’LA%:

Substituindo a decomposicao de A no comutador acima obtemos a relacao usual:

Loy, )= (Y 9,y S (- 1)
[o0]) =)= 0

3
H = %SM[E"Z?W:Z B FATYO I C AT (mx
P

(eq. 164.1)

(l\\\
1 o OV (M
VH = S <HL Q( () < (ot\\
Z— EY
h) (eq. 164.2)

Esta escolha de Gauge é conveniente pois s6 temos dois graus de liberdade, que coincidem
com os graus fisicos. No entanto a invariancia de Lorentz explicita esta perdida, e para ter certeza de
que correcdes quanticas (loops) nao a quebram seria necessario testa-la explicitamente a cada passo
da teoria de perturbacao. Uma alternativa a isto seria escolher o Gauge Covariante (Qque mantém a es-
trutura de Lorentz explicita) e pagar o preco de ter polarizacdes nao fisicas na teoria, é o que faremos
a sequir.

Quantizacao no Gauge Covariante

(mais detalhes: Mandl e Shaw, secs 5.1 e 5.2)

N
Neste caso, a Unica condicao de fixacao é a da eq. 147.1: c),J A =9

b)

e A= K Ay 20 Oy ¢
A solugéo classica é: A,} 3 L GH (k\ G (L) e (¢
Y (EL S=o

— )] =0 —
Log polarizacoes WL o=k

Podemos escolher um sistema de coordenadas tomando o 3 eixo na direcao de k: & = (,Dc) 0,0, Sk\
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(O, 0,1,0) G,J =(0,0,0,1))

€ mais uma vez construir polariza¢des ortogonais:

é°;.-(4 00\ 64-(04003 ecﬂm

0) A
S é/‘

}\_4 N p{ G—H\) O \/PoIarlgoestransversassaoﬂsncas

}\ -0 |’> and ﬂzN é,: = EﬂL >< Polari¢bes tipo-tempo (A = 0) e longitudinal (A = 3) nao sao fisicas

: : - » o
isso quer dizer que, quando forcarmos a condicao 9 Ap =O em termos de observaveis, os modos
tipo-tempo e longitudinal devem se cancelar.

Mais uma vez temos que modificar o jeito de quantizar para levar o vinculo da fixagcao de
Gauge em conta, neste caso trocaremos a imposicao forte de que:

(:c)yﬁ\”(\t\) /\V(W‘\’X =O

que é impossivel de satisfazer com a expansao de A dada acima, por uma condi¢cdao imposta apenas
sobre a parte de aniquilacao da expansao:

Y AP 19> =0

Condicao de Gupta-Bleuler

Que também implica: <\N()r’ A(;X(KX - O

() +xLl
AH = B ()\ (\e L

P A = < 4] AT Y AY IND = ©

(eq. 150.1)

O que estamos fazendo na pratica é colocar uma restricao nos estados iniciais e finais permitidos pela
teoria. A quantizacao é dada por:

T \ (3 \ ~ ~
[Ar(w;ﬂj I, (< ;J‘\}: ' ?)” 0 \(? -¥ [ARM=LT)-0
Note que temos um problema ai, pois Qj\ B__[ (a& A,— J, A, B(a ~N-oYA X o
AO

Portanto ndao ha como a relacdao de comutacao acima valer para A, e 7, @ ndo ser que modifi-
guemos a Lagrangeana - existe uma forma de fazer isso sem mudar as equagdes de movimento, que
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nao exploraremos aqui, uma vez que este procedimento é muito mais direto via integrais de trajetoria,
o que faremos a seguir (veja Mandl e Shaw para a histéria completa). Assumindo que este problema foi resolvi-
do, podemos obter relacdes de comutacao para os operadores de criacao e aniquilagao:

[P, «0)- - o Gamy S0

(eqg. 166.1)

[owa) = [ ot )= 0
O que estabemparai=1,2e 3, mas:
)20 = [a®6) 6= - (VIR @- 2
O que leva a uma norma negativa para o 10> pois:

| HosllFz <0ladio> = — 2o wlo> —<0lo> = -

Reforcando o fato de que estes estados nao podem ser fisicos. A condicao de Gupta-Bleuler
diz que:
N DN DA
-+ ﬂ( é/) - QC = O
ANP\L‘(NOI\{)>__O k P

L > Pyl 19 >=0 ‘[JZ 6(0\(“‘36\)(2‘\+w6\)(2‘]3\‘1> °

Az0--3 l:!L E},{
1) p) —
‘L (eq. 166.2)

Esta equacao deve ser verdade para quaquer estado v, e portanto é uma condicao que restringe os es-
tados fisicos possiveis. Um exemplo de estado que satisfaz esta restricao é:

P> = (<0 + ) o>

Sy o\t ) (o) d T
[ o)« + Sy 0> - [Ef\/@&/@] LR o> =0
():\l-\ % _}_(&-T\ &
Podemos mostrar que o mesmo é verdade para qualquer estado que tenha o mesmo numero
de excitacdes com as polarizacdes (0) e (3). O resultado final é que, neste Gauge, a contribuicao destas

duas polarizagdes nao-fisicas se cancelam no calculo de todos os observaveis. A energia, por exemplo,
é dada por:

CYIH Y =P D g <y oM [y

A=01),)

\J
62 = <) [od O r Ty = o
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O&z)‘f( QQ\ - 3+

+ +
isso quer dizer que (simplificando a notacgao): OtD\ (QL\ =0

20 +3N0 (V> = (043 (V> YT 0+ V> - Y T (0 +R) V> =0
9l 30 (¥ + <4033 (¥> - < WIS (0 + )V <YIT o+ 3> =0

< PJ- oo T 33~ o+o_®+x+\§&+gs;m =0
< 9] 97 oy — W () | 9> = O

Portanto a energia pode ser escrita como:

YIRS = (0 D <9] el 19>

v’ (eq. 167.1)
Lv s6 as polarizacdes transversais contribuem

Fixacao de Gauge em Integrais de Trajetoria, método de Fadeev-Popov

Ha um jeito mais moderno, e mais facilmente generalizavel para o caso nao-abeliano, de lidar
com a redundancia contida nas teorias de Gauge. Comecamos fazendo a rotacdao de Wick para o espa-

¢o Euclideano. E preciso atentar para o fato de que A, € um vetor de Lorentz e sua componente zero
também deve ser rodada:

\(a_—\(ct—kf = —./\Y‘l" NS ‘)o_' "J'_ = 2 ) 5\

A= /°\1 (eq. 167.2)

E.A(M): Fo,.\ = AoA}\‘ 5,’\ Ao = 331/\'& -~ 6LA\1: n YA E;\ E(f\ [:OL ):1;

VR EN_ AR,
?“"‘F ’ihkr\

,(_(M\ \()116 (:11 (6 .«%> g (—CE)

o FY= -

_c|_\

(»)
Lo ™
S_ 3 e

( 3
€ 4 =0 1oy 1 g ®)
{om =2 FOEO L E “‘l Se
i [( \ (9 \ (eq. 167.4) :

Esquecendo o indice (E) e fazendo uma integragao por parte (analogo ao que fizemos para obter 161.1
mas aqui ndo ha termos de borda por definicao):

S [A) =gb‘m E gA,,(SM 3 -3y a,,\/\q
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A idéia agora é que em:

2 (A

temos duas “somas”:

(1) uma desejavel, sobre todas as configuragdes fisicamente inequivalentes do campo A, que criam

o0 comportamento quantico do campo

(2) uma soma igual a anterior s6 que com todos as configuracdes levadas em outras fisicamente equi-
valentes por meio de uma transformacao de Gauge, para um parametro de Gauge A especifico. Clara-
mente temos uma “copia” desta para cada escolha de A, o que acaba virando uma integral em A.

Se conseguirmos fatorar a integral acima em duas: S ?/Aﬂ O = %‘) \ S) /3‘(;':(0
]

integral para os diversos ”Gauges"e/}
integral sobre os campos fisicamente relevantes (Gauge-fixados)

e eliminarmos toda dependencia em A da integral de trajetdria, entao a integral em A vira um fator
multiplicativo em Z, completamente irrelevante (é o “volume” do espaco interno definido pelo grupo
U(1) ). Essa é nossa meta nas proximas paginas.

Para comecar, consideremos uma fixacao de Gauge covariante mais geral do que a de Lorenz:

Iy A = CO (eq. 168.1)

Dada uma configuracao de campo especifica A, definamos a orbita de A, Or(A), como o con-
junto de todas as outras configuragdes que podem ser obtidas a partir de A, por meio de uma trans-

formacao de Gauge.

Agora imagine também o espaco de todas as possiveis condi¢des de fixacao de Gauge. Se
estas sdao “boas” fixacdes de Gauge, deve haver apenas um ponto de interseccao entre este espaco e
Or(A) (para cada configuracao inequivalente):

Oc(AM
OK(P\\\

O (AY
Inequivalentes
(nao ha transf. de Gauge

fixacdo de Gauge 2
que leve um no outro)

fixacdo de Gauge 1
Vamos assumir que a interseccao é unica, mas existe um problema conhecido em teorias nao Abelianas com esta suposicao, as

chamadas copias de Gribov (outras intersec¢des, uma infinidade delas de fato). Ndo nos preocuparemos com elas pois (1) s6 apa-
recem no caso nao Abeliano e (2) mesmo nas teorias nao Abelianas, s6 sao importantes no regime nao perturbativo destas.

Considere entdao que estamos percorrendo a érbita fazendo a transformacao:
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(A

A= YA +¥4X

A,:z;q') =C

Apl 0y —v Xf\;(*\f A, G0y + dp X6 (eq.169.1) \
7

a forma:

X6 ) SX 0 = = du A (O +

E a transformacédo que nos coloca exatamente na interseccdo de Or(A) com a fixacao 168.1.

(eq.169.2)

Queremos entdo provar o seguinte:

’]\YAZ(“B (—\): S(—Jp( X/—\MB\ ¥ Cc"b>> = !

el 1 e Vet (- )

(eq.169.3)

porque se isso for verdade, teremos encontrado uma identidade:

g 7} S L_ (),; A + Cj <t “§ funcional” no sentido em que a derivada

de A tem que ser ¢ para qualquer pontoy

/\,\’\ :\J\/\_/_\_’_\
/) = Det(-3%) ,]\‘/JZ(A )‘ S(‘—AN( X/_\NP\ + cc"bB\ (eq.169.4)

ef 1 el

que pode ser inserida dentro da integral de trajetéria de A e impoe, por meio desta ¢, a condi¢ao 168.1
para qualquer valor de y.

\\\ Demonstracdo \\

"bﬂ(n’@'r\*C = X =-dh+C = BRI Y2

A
Podemos fazer uma mudanca de variaveis na integral emX: X — X - )C

,]\(‘AZM r\f‘ S{—JN( X/—\,J(@\ 4 c(»bslz ,D/AX/(*B(\)J 3[— c\l/((\bs]
[ -

(e e el el
&CAD

Note que, dado o vinculo:

G- ()= = s A0 +C = = 3 - Aulp s <)

SO _ y sy = - 3 Coyd
2 (O

Mostrando que este operador — o (i)“b\ age como elemento de matriz do Jacobiano de uma mu-
danca de variaveis:

Y — & A
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O que é uma versao continua de:

5 Yr S 1 S67) /
:WT (B 14) - S ” )- % Der(ty  Der(0)
= \f

’U . Q*%Zﬁ J\t - Der (A bﬁx

Portanto:

:Lazmme)? g{ “I“b] i

que é o que queriamos demonstrar

N\

Podemos entao, a partir da identidade 169.4, obter uma outra, integrando sobre as condi¢coes
de Gauge (com um peso gaussiano):
- ;%«&yk O
N\ P € =’

garante
a identidade

A (e QO

v pe = WD e -1

- 2 (I (A

PZ {\J(\\ C DET(—élB :/l

(eq. 170.1)

Podemos entao inserir a identidade 155.1 dentro de qualquer integral de trajetoria em A:

_STA) _STA) S (WA
VA e O =\ja € 0Mper(-3) DX N € &

@\/

Nao depende de A. Este passo, aparentemente inofensivo, é onde estd
uma das grandes diferencas entre teorias abelianas e nao abelianas. Para uma teoria nao abeliana este
Dg{&@/&j() vai depender de A e nao podera ser tirado da integral de trajetéria. Neste caso seria-
mos forcados a reescrevé-lo como uma integral de gaussiana, ou seja, mais um termo quadratico seria
adicionado a acdo. E dessa forma que nascem os fantasmas de Fadeev-Popov (quem estiver curioso pode
olhar minhas notas de TQC Il (2016), pgs 80-87 e as referéncias que indico 14)

_SL’A —Stad- L S (WA
VA € OCAY = Der (-3 INY P Z YAC & 94
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v
Fazemos uma mudanca de varidveis em A: xA — A ‘3,4 9( = A

aﬂXAp — ANAN

Ja sabemos que a acao é invariante de Gauge, entao: S["‘A] = SD\—] e ?/\ - VXF\

e vamos assumir que O[A] também tenha esta propriedade (o que é obrigatério para qualquer obser-

vavel: O = O[a)

_STA) —SEA) - A (I (b AR
'N\Ya €7 OmM = Der-3Wed \ PY [\ VAC : oI

a

(eq. 171.1)

w
Nao ha mais nada dependendo de y, logo esta integral é s6

um numero (infinito).

Esta é de fato a expressao que buscavamos, pois conseguimos fatorar a integragao sobre o para-
metro de Gauge. Todos as constantes fora da integral em A sao irrelevantes pois qualquer correlator
vai ser obtido via:

~STAL *SEFFLA]
o DA Oay @ 1 C DA oAy e
< YAl > = =
~SCAY ~SerefA]
¢ pae 1 ¢ pae
Onde:
S tm=28+ L (AN
EFF T v T e N (eq. 171.2)
~
&Gr— ( Gauge Fixing)

O propagador do Féton:

Podemos agora usar a nova Lagrangeana para obter o propagador do féton. Integrando por
partes podemos escrever:

SEFF- = g)"m £_% A, (SN*’ O — 4 ")‘)\ /’\ﬂ —-;—«/'\,4 dy dy A) =
—~  —

parte nova

_ ng( Aﬂw(_g,,, V(4 é{\ 3 Ja> AV(\L\
. N\, (eq. 171.3)

‘ 21
(C,_‘O\)w(w‘) (que agora é inversivel)

\

I
(~6uF+ (1 &)Y dw are™

(ot y?

A
SEFF— = —i—g‘)k gﬂ}ﬁ A (@

Gmy
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- ng yg! S04 A (‘Z\["S/vk\ (1-L)k ﬁ/\»“ﬂ'\=

(xy!
-1 _
AT A K A
—_— N (eq. 172.1)
(o) =
(’ (‘1\,“)
Finalmente:

[SN 9:‘(4—&423'9‘#'0‘»*] (OB(QZ\ éwlf

Gx)(qt\ - _4; (3,‘\, —(1-=) K. kv\
¥ h

Euclideano

(eq. 172.2)

De onde vemos que o propagador de um boson de Gauge depende deste parametro o (que
esta ligado a escolha de de Gauge). No chamado “Gauge”de Feynmana =1 e:

(2) 1
Grv (qz,)u='l\ = _E_ gr”

(eq. 172.3)

v
fixamos o Gauge e depois integramos sobre todas as fixacdes possiveis com a seguinte distribuicao:

_ A %,)"L )
=<
o<_

COy<0

Com isso concluimos a parte de “quantizacao” do curso, no sentido em que ja sabemos como
tratar campos escalares, fermidnicos (de spin 1/2) e vetoriais (inclusive quando sao campos de Gauge).
Passaremos agora a caminhar na direcdo de relacionar estas teorias com observaveis fisicos.

W\
Funcional gerador para diagramas conectados
e a acao efetiva

(Nastase 17; Ramond 3.1 - 3.3)

Considere a funcdo de 4 pontos de uma teoria Ad*, calculada em ordem 2. Temos os seguin-
tes diagramas:

YN ) :+X [+><
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9 (N >< +%x q)(x") + ¥ ¥ TR
\,Y—\” 8

o ~a
,‘-—
o 9

O >Q< ¥ %x(@(/\’\>+(@+§>xk9(,\°\+
+§<+><+.,>+ fiJ':&:*i*;s;“

>0
——

a -

(1) Diagramas contendo bolhas no vacuo, ex: e——

—e |
Ja vimos que as “bolhas” podem ser separadas como um fator multiplicando a parte do diagrama liga-
da a pontos externos, e entao exponenciada (pgs 102 a 104). Esta exponencial é cancelada pela nor-
malizacao de Z, e ficamos somente com diagramas sem bolhas, que caem em uma das duas outras ca-
tegorias.

(2) Diagramas desconectados (note que agora estamos usando uma nova definicao, diferente do que usamos na discus-
sdo das bolhas na pg 102, ficaremos com esta daqui em diante), sa0 aqueles em que temos algum subconjunto de
pontos externos que esta desconectado dos outros. Ex:

0—@—' ——o
(na funcao de 6 pontos): ><: — —o
— | T ) ——

(3) Diagramas Conectados sao aqueles em que todos os pontos externos estao ligados uns aos outros

por vértices e propagadores. Ex:
X ﬂ (na funcédo de 6 pontos): ._Ti

E razoével definir que, quando nos referimos a“um espalhamento entre duas particulas” esta-
mos nos referindo ao caso em que tinhamos duas particulas no estado inicial, elas trocaram momento
(e carga, sabor, cor, etc...) e isto resultou nas duas (ou mais) particulas no estado final. Ou seja, todas
as excitacoes presentes no estado inicial e no estado final participaram de alguma forma do processo.
Fica claro, por exemplo, que no diagrama seguinte:

5

A excitacao que se propagou do ponto 3 ao 6 nao teve influéncia alguma sobre o espalhamen-
to que ocorreu entre os dois estados comecando nos pontos 1 e 2 e terminando em 4 e 5. E também
obrigatdrio que possamos encontrar alguma forma de separar os dois “subdiagramas”ali contidos, caso
contrario teriamos que levar em conta todas as particulas expectadoras do universo para calcular um
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Veremos agora que é possivel definir um novo funcional gerador:

simples espalhamento (isso se baseia na localidade da teoria).

WL )
>

Z[S} =

que gera funcoes de Green que s6 contém os diagramas conectados (3). Definamos as fungdes de
Green na presenca de fontes:

SHCITERIN R Z[3)

5 S04). L S30¢)

(eq. 174.1)

(eq. 159.2)

para fazer um tratamento em termos de diagramas, vamos definir uma notacao para a fonte e para
a funcao de Green completa:

_ = Z j =
G“»\(.‘('H---)‘(V\\j: B - P G—Oj J:l >
¥,
:‘ w1 (basicamente uma soma de
" (eq. 159.3) todas as bolhas no véacuo)

30 =

X (eq. 159.4)
N (e —“b\-j o) = X 3

Também adotaremos a notacao: : ) para indicar os diagramas conectados (neste
caso a soma de todos os diagramas conectados de um ponto). Veja, por exemplo, o calculo desta fun-

cdo de um ponto para a teoria L* (veja pg 111):
1343

G\ = g% AC-DTy €7+ 9

N —
O

N 6431”3:; - ( ASYey 6
9Ny = W}< f )D(gi@) V304 Tlg S)(?D(

J
( %(zs\k [ D)+ (S m:» _

_ﬂx'g
/_g%
_g()w (

Y
V¢
Ry

—_

1

(,\
SIS
_ A
VAR

S %@\ [/Me A (D3N + 23N A2 + ([ 3\"‘(,?}] Ao
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=9 1303 ¢ =
Aol 41 i e
é7\6 [3 A2y (M) #1AE-DA-D (3N + CAE-2) (O o\(z\( AT 0oyt

LAY

Y AR ([ 3y (> 3V (0 33cqle

Lembrando que cada produto (A J\(E\s S‘L‘\b\ ll(\b b\ 3(“61\ introduz uma nova coordena-
da, onde esta aplicada a fonte, podemos representar isso em diagramas:

ey G () (D)
(—% *—I—‘B L 00) [x?[ﬂ—%

3

0 que é o mesmo que fizemos na pagina 103 (para J = 0 e antes de exponenciar a soma das bolhas). Note que pa-
ra a funcao de dois pontos a situacao é um pouco mais complicada, pois ela contém contribuicées do
tipo:

(eq. 175.1)

——X Q—L)( 8)(
o—j = + X +\ +L +,. t X -+
Tt T he T
0 0

Pois temos também que remover de
— 3 | 75 X —e X| 3 =P alguma forma as contribuicdes:

—{ : ) X o : ) )
< b
\/V\/
Diagramas desconectados seqgundo
a definicao (2) dapg 173
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A equacao 175.1 pode ser escrita como:

gz—m EW(-_T} Z 3] —p “WI:_—S\: @

d SLK\ R Sw “-\/—’ (eq. 161.1)
— Gerador das Fun¢des Conectadas

ik i_@ - NS N

X

g Z [j) S~ ( 2[:-3} —BW['J} - %Yj] -%W ‘—__A-X _Bw[')) N %Yj‘] ) Sl W [j_]

AR gx(“& i STRY S 3%\ SIC D Tc“b\ S3W 53%\

i_j_:b: i_@X%_@Jri_@_%xj

A analogia com a termodinamica também é clara, onde W[J] seria a energia livre (a fungao de
particao é a exponecial de menos a energia livre).

(eq. 161.2)

Acao efetiva

Outro funcional de interesse é aquele que gera as chamadas fungdes de Green 1PI (one parti-
cleirreducible), definidas como a soma (para um determinado ntimero de pontos externos) de todos os diagra-
mas que nao podem ser separados em dois cortando um unico propagador (interno). Por exemplo:

Pl L L s

1P| w 1P|

:.__Q__.+A_&_,+._@_.+._é_‘+

Veremos que o funcional que gera estas funcdes de Green 1Pl pode ser obtida a partir de W[J]
da mesma forma que potenciais podem ser obtidos a partir da energia livre, usando uma transforma-
da de Legendre.

na termodinamica (energia livre de Gibbs): 6‘@5 - F(Q\ - Q ('b
|
FLN= wis) - 30
precisamos definir a variavel conjugada a J pela transformada J

A variadvel conjugada a J (que gera o objeto que estamos procurando) é justamente o chama-
do campo classico (na presenca de fontes ou correntes externas):
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] _SLT)+ 3¢
b, [3] = SIS % < o it S 2o
« - <UL ELﬂ g_'@j@
st )
(eq.109.1)/q 2ZL5) (eq.177.1) < =
~wl =) | .
%C_)]: & —v |WL31= -~ LN(i(_:ﬂ\ e 1779)
da
v/ W(3) _—F—+ conecta
PR IGLISI P
2309 (eq.177.3)

Algumas observacdes sobre este campo classico:
(1) na auséncia de fontes (correntes ou cargas externas) e de interagoes ele é zero:

<o|¢d1o> =0 <olo> =1

(2) dada uma corrente externa, a configuracao de um campo na teoria classica esta bem determinada.
Aqui o mesmo vale em média (ao longo de repetidas medi¢des para o mesmo estado). Este é o valor
do campo na auséncia de excitagdes discretizadas (particulas), é zero caso nao haja fonte externa e de
qualquer forma as “particulas” sdo medidas em relacao a isto, por isso ele é definido como o VEV (valor
esperado no vacuo) do operador campo. Este campo é o que realmente vai ser observado em qual-
quer experiéncia em que medimos 0 campo em sua encarnacao continua (a“ponta de prova”- uma
particula - tem comprimento de onda de de Broglie muito maior que o comprimento de onda
Compton das particulas do campo, logo nao tem energia para excitar o campo - a imagem aqui é a de
uma carga se movendo em um campo) e inclui a solucao classica e pequenas corre¢des quanticas.

(3) vemos, em 177.3, que ele é dado pela funcao de 1-ponto conectada na presenca de fontes:

C,ISQ1 [5]) = i—@

teoria escalar livre

SCM——%* [ong vl = gi < §[ - “A*”\]Cb

na presenca de fontes temos: JAN
S.[6] (-7

que tem como solucgao classica:

(XQCP(’LB = 700
/Aj N (= _n\:wa L. gb(m) j E A - 5\3(@ (A SM*)




Teoria Quantica de Campos |

Se pensarmos em um campo sem massa (m = 0) e cuja fonte externa é uma carga pontual
. 3
NOERICR)

temos que ¢(x) = ¢(>_2) é justamente 1/|>_<°| (o Laplaciano agindo em ¢(x) tem produzir a delta) e portanto
temos a lei de Coulomb:

AE-X

l
L 133
Por outro lado, para esta teoria livre sabemos que (eq. 109.1): Z [3) = C

S We[3) = —L,q(;’z[)]y—- SAT

Entao, (f)& [3—1: D (‘W"LS_X\ _ Ul 3\(&3 (que coincide com a solucao obtida via principio
~— SN ———— daminima acao)

._@ — —X (Isso s6 vale na teoria livre!)
X X

Se tivéssemos ligado a interagao, teriamos:

D= e T K )

Correcoes quanticas (sé possiveis na presenca de interacoes)
Campo “classico - classico!” vem do princ. da extrema acao na presenca de fonte

Campo “classico” significa “pouco relativistico”, nao ha energia o suficiente para produzir particulas
(vacuo da TQC), mas as corre¢des quanticas estao incluidas. Este € o nosso (O, [3]

Vamos tentar agora reorganizar esta soma, para encontrar a funcao geradora dos diagramas 1Pl (nzo ¢
ébvio que ela deveria vir dai, mas aguente até o fim), coloquemos mais alguns termos:

]

\jf mais a frente deixarei claro porque a 1Pl de dois pontos ficou outro nome
b I'™=funcao 1Pl com n linhas saindo
pe

nsando agora em uma teoria mais geral, que pode ter isso, ex: Lp> —o )L.—< )




Ai basta notar que:

e (&

\/_JL,\J
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+.\

=\ 0 A P
(A f\(u) i Al Tty b

Sﬁ AU-PT Ly (fy IR Bl OUNS

. convencao de sinal paraos T ) fator de simetria ~<1
Ou seja: ¢ . ( :

i
B=dy dey j 3y \“[“’m (s a7 \J*B 2 gy

4o _}-Cnf,,y‘ S‘)‘.N cee r B\fl-’l P (‘a))bq)...‘%‘_i\ Cbu(\zi\ - (bu(bw-«\ + ... ]}

(eqg. 179.1)

gue é uma equagao auto-consistente para o campo classico (ressomei toda série perturbativa). Pode-
mos entao definir o funcional gerador:

LR

(eq. 179.2)
S% Tty QTG baty duy)
Tal que: E\\ .
Ph( Aye -\ Xw )~ P 764
oy L) - S [£]
h# #Juf‘ O (eq. 179.3)
aran=2vale: A\A(Y;. Ly = B ﬁ N
p 2vale: |17 0% O S (. ]
(ﬁuf‘ O (eq. 179.4)

Com estas definicdes podemos re-escrever 179.1 na forma:

A
_M = = ()E A(‘(' \ -~ _ Br\[d’u\]
9 S b (“Y\“ S \ N
AT A(vb\ = 6’(\-}\

gue pode ser invertida: A
A_l (pu(\(\ — j(t) —SPE&QL}
30, (W)




Teoria Quantica de Campos |

S [da) N 1
—.S(-Q_ (p \(\) 3(1) (K\ = %d)(\[(ﬁ[d&x{_ Cb /A(f)

S‘Tb <{>Q(>b\ EE(P“(})\:SAZB A?sd)“(b\ ¢>Q<h\+mm,

l—n 2 deriv.

Definimos entao a Acao Efetiva:

f—‘[dkﬂ = I;L(bcoj + g ¢Q’A1qs‘9~

(eq. 180.1)

Para a qual vale: r-\
Ko 36O
%d)( \ Q] (eq. 180.2)

O que é muito parecido com o que vale para a aco, via a equacdo de movimento CLASSICA:

0 0

dai 0 nome “acéo efetiva”. Da mesma forma que o campo ¢, € o que vemos a baixas energias com cor-
recdes quanticas ja incluidas, a acdo efetiva é a acdo que de fato dita o comportamento deste campo
(incluindo em si as flutuagdes quanticas).

Definimos ainda:

P[d)@] Z | " qs‘l

W
N 24 N campos | (eq.180.3)

Cuja Unica diferenca para as defini¢cdes 179.3 e 179.4 esta no segundo termo:

SRR W v 0 AR ST 7 A PSR NN W ')
( )‘})\ - % Cb&(\\ S q) &(\B\ & Cbm(\\ Bq) @(\B\ gd)u(\\&bd\h\ I:l \J
ié&:O —

] (KQ}\
%chx/quau%\ - ) B £ dup = £ 309

gdx,t‘g B g q h

M:W{\CJBB—" A; 8(&—“6\

_—

(eq.180.4)

L lembrando que s6 essa parte é a funcao 1Pl de dois pontos

é possivel mostrar que esta funcao é a inversa do propagador completo da teoria:
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3 Ty DFGP ~ 5T
b B & (eq. 181.1)

Tpfpagadorincluindo TODAS as correcdes perturbativas: =—a + ‘—Q—o + "@“‘ t.-.
mas para fazer isso precisamos primeiro definir o propagador completo:

Funcao conectada de dois pontos

pontos:

J4 definimos a equacao conectada de 1 ponto (eq 177.3), facamos o mesmo para a a de dois

C
C_&(x,z)s =

T ST e W Y RGN
STl I

(eq. 181.2)
Substituindo ¢, pela equacao auto-consistente (179.1):
C

G,
Ny
G—i(x,?j)s = AQg9 — (AT PR ...

DRI ‘\u estes termos somem
l J=06 /Q/\

desde que
Séibf o) = O
C * c )
= - - :)\qulxﬂ(_‘l\’l\[(‘ *-\G'A_Qx\(
6_, &(X‘:&E@ A(B \Q S b }) \B }) b ))6 b) \S=0 (eq. 181.3)
lg PRIEN ef(b,,x\

SJ"()x [S“ﬁ B + gé”}; Na-v\ﬁy, a\} G Gyt = A(B'L\ (% /lb
gybl [Alﬁs%—b)\ = Tr){'b\bl\} C—;C (b;)X\ = g(vb- \L\
\/\//,—/

M) (1+aT) 6 =0

o que prova 181.1 e identifica G, como o tal propagador conjpféto, gue é justamente o que queria-
mos (o propagador livre mais a soma de todos os diagramas conectados de dois pontos). Notemos
que:

— =

(1+ AT = A

—

-1
0 Gy=(1+ ATY-A
N
(Y= g e
Gy= (1= AT ATAT = AT AT AT 4 ) A -
= A-ATA+ATATA -
—— propagador completo

propagador da teoria livre
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Com isso ja obtivemos um funcional, a Acao Efetiva, que gera as funcdes 1PI. Resta agora mos-
trar que podemos obter a agao efetiva como uma transformada de Legrendre da energia livre (sem is-
so ndao conseguimos calcular a acao efetiva, ja que foi definida como uma soma de infinitos termos).

Queremos mostrar que:

—SCH+ TP B

—_wL3) - Pﬂd’a] + 2 ¢c1
V4 € C

e =

ou: F‘[_?SLQl - WL3)+ T b

(eq.182.1)

N\ Demonstragdo \\

NN 3 S —
/—M= él\)_L\‘ﬂ_ + 53 ,q/)& b 3R) = Q(‘Q Que é a equacao 180.2 nova-

6(}5& (Q R QS&(\\ .—S’i(ﬂ mente, mostrando que o RHS
. ’ | da equacgao 182.1 também é a
1 aw[s) 33 acao efetiva
gr) ms = “Yua éi S
33} 58 SO

- d)a(h\
\\

Acao classica como geradora dos diagramas em “nivel arvore” (sem loops)

Uma das formas de pensar o limite

~SCH+ T+ _ ~.
e e da1+ 3 %
6 6_ %@4_3.%

*ﬂ: — () € notar que na equacao abaixo:

podemos ignorar todas as trajetdrias nao classicas do lado esquerdo e ai a agao efetiva e a classica sao
o mesmo. Sabemos que a agao efetiva gera certos diagramas (os diagramas 1PI) entao podemos nos
perguntar se a acao classica também funciona como funcional gerador de algum diagrama e, se sim,
quais sao eles. Para obter a resposta, tomemos uma teoria simples como exemplo:

g[cﬁ) - _;_ ¢"X1‘b” ga"l <}>‘<\\

SSL(b) _ 3(’&\ =D (&—1?53(3&\ +%¢3(%5:T(Y(S

5000 )
Brov= (- 3Y - 2 (¢ Yo

(eq. 182.1)



Teoria Quantica de Campos |
Que, em diagramas fica:

o—()=°—>(-_’\3_\ =°—>(—i\i ’—I—N"'Cﬂ‘—r)( Y .

7

consigo gerar qualquer diagrama
em arvore, mas nunca um loop

Isso quer dizer que os diagramas em nivel arvore sao “classicos” (no sentido mais geral da pala-
vra)? De fato se calculamos estes diagramas usando propagadores e no fim interpretarmos todos os
resultados como amplitudes de probabilidade, teremos, como esperado, efeitos ja conhecidos de
mecanica quantica, tal como interferéncias entre canais alternativos. Mas isso é porque em uma teoria
cldssica de campos a informacao se propaga por meio de ondas, e isso reproduz bem estes efeitos.

O que estamos perdendo entdo? Os efeitos quanticos intrinsecos de uma teoria de campo, que sao
codificados nos loops da expansao perturbativa. Estes efeitos serao melhor abordados em TQCII, mas
consistem essencialmente no fato de uma excitagao do campo (uma particula) acabar interagindo
com o proprio campo, com varias consequéncias (o propagador completo tem um polo que nado co-
incide com a massa na lagrangiana, running das constantes de acoplamento, etc...)

N\
Equacdes de Dyson-Schwinger
e identidades de Ward

(Nastase 18, Peskin 9.6)
A nivel classico vale:

S
SGe

Queremos o equivalente quantico disso. Considere a identidade:
+-0

| de L0 e prd=0

“a AN

Podemos generalizar isto para a integral de trajetoria e, no caso do espaco Euclideano nem precisa-
MOS que 0 Campo Va a zero, a ciclicidade da integral ja garante isso:

.~ S0+ i V< B0

—S[b}"‘ 3‘-(1) ég[qﬂj —SN)]"' 3\'4)
743 D e = [ S o0y S(n\le i
KRS/N) leia-se: (1) agimos com a derivada em ¢ na agéo;

- [_ BS L S(‘t\l = le — O (2) no resultado, troco todos os ¢ por derivadas
SO jg. X

em J; (3) essas agem em Z.
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SSL 61
- + 30 |2L3) = O Equacéo de Schwinger-Dyson

S ())(\\ ¢)‘5§'E (em sua versao mais compacta e geral)

- < g(b(l\_ 3C\(\> =0

Este resultado parece 6bvio e trivial de deduzir, mas isto foi gragas ao formalismo de intregral
de trajetdrias. Historicamente este resultado foi obtido em termos de diagramas de Feyman, e é inte-
ressante ver como isto é feito pois ele implica relacoes nada triviais entre diagramas.

(eq. 184.1)

Vamos assumir uma teoria bosénica com termo cinético quadratico e uma interacao qualquer:

Sm:i ¢-5'p + S04

2 SL$)- (/A‘quw 5 SIE?S]
Ed)(xB

(/l E%\qy ({)()\ N (A-%S”}P gg& AVIQV Sdm«\ - S%\ iy E

Substituindo isso em 184.1 (onde primeiro aplicamos A):

A-IST\ X 3\ _
[Sm\ ( ‘—;3 \/ ﬂ+@ 3(]21:3]_ ©

de onde obtemos a equacao de Schwinger-Dyson para Z:

S 2L _ Q-3) 2[3) - (A 81 a\/ =03)
b

ST 3

-87 (eq. 184.2)

2y = DT> - < D3>

Uma vez que tenhamos a equacao para Z podemos obter a equacao para qualquer funcao de n-pon-
tos, mas precisamos especificar uma interacao. Por exemplo:

f &IM‘O\B = :3;_ qJS(bs +%ﬁ| qb\’(p

é—( eq. 184.2)

SEU] AS(QZLIXS A(x \g N \[ _,,(6‘1 S .
5300 “63) \ LRy Vo 1\%3%\%3%3 3 STRPSIQYSTY -

= (AT 23 & G- { I \)2E31

N §3L~D\§,3%3 3 SJ(b\SJ(b\S)(b\
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Chamemos x = x; na equacgao acima e entao tomemos mais (n -1) derivadas: M) 5

TSI

oy (")
S 20) =G ()
5304 - - 330 [

2

-

3046 - 330¢Yy

vi-4 . _ (M-)
NNASIEHEI AV ACl-1) A 13((3)_“)),(“\ LNAYCTR SN T A N

&y KA G et D )+

—\\ 3 (“ﬂ) h| fae)
gﬁbﬁ(\q—b\ ;‘;\T G (%%mwn)\cﬂ\hz; G [%\7\\0)\(”..)*(“\]

(eq. 185.1)

(note que estas sao as funcdes de Green completas, essa relacdo é verdade independentemente de teoria de perturbacao)

Vamos expressar esta equacao em termos de diagramas (note que a equagao é sempre escrita
em fun¢ao de um ponto especial escolhido, neste caso x,):

/\(5 X *) *) *)
/. 3 /\C,’ Wy //.\(,3
v(._ . _ /J | ) /Iﬁ—"‘ o | +
1 ) \' €, ’ €, v €, v
5 l \. LN l \ Yoor l \ \\cm Ynor
> Y, -1 Y Yy-q Y w-q Y Y-

g
. I\ .

’ﬁ. - Y v(:_é .
[T v [T v

g

Podemos reiterar a equacao de DS para obter a expansao perturbativa. Tome, por exemplo,
a funcao de dois pontos da teoria acima:

C:'(L\(’QM}\ :A(%"—\(‘\ GM i SSIX A _b\[l’f g\%%ﬁ\ ! ‘éi_‘ 6—(‘1\%90\)13\“1\&

(eq. 185.2)

\(.Z‘.C_./\.z‘{_.

1 KL 3\ v" Kk

Se usarmos novamente a equacao de DS para G® e G, temos:

. ™) 9 )
(9\(5\75#1\= AGP E 6 + D6 g %\Y«r AG) & Lud i) - %\gh“w Ay NGl v
R . .

Ponto escolhido para escrever a equagao
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¥
—A_| z-oE . -/l E —
A 5 %

1\ 0N )
a3 Sy Dy Sy 3 5 oy

(©)
221\ Jo DG & (a3 3)

| hY
}‘: ——e —)) y:: —o0 =
%:_65 Y, 220— Y, T

Voltando com estas expressdes em 170.2, temos:

(J’(l\(‘tu\(l\ = A(vt,‘ YO (I("\ ) %jg‘y‘xh (\(1 'b\{ﬁ%%\) (rm('{l\ N A(b“@ G(‘\(t\

)
*2.3‘ _‘Y’U\T A(b- \D'\ (1-( (m\@\\b\t)-\ - a}%gy@- /A(% _W\G@("hwl@')h\\(%\-}-‘-
X .

~LS“’xA<«, —b\im ) C N = B -+

5
» (4 o B (o 5G9 6 (a0 33
‘ft%m Pyto) & (o) - Gy S50 F (ARYS

O que podemos continuar iterando para obter termos com poténcias ainda maiores de g; e
g,. Suponha que estivéssemos interessados no termos CONECTADOS de ordem (g,)°(g,)': para come-
car podemos esquecer completamente o primeiro colchete, pois tudo ali é proporcional a g;. Além
disso, para nos livrarmos das bolhas no vacuo, devemos dividir tudo por G (o que acontece mesmo

em observaveis). Ai s6 restam os dois primeiros termos do segundo colchete, pois 0s outros tem po-
téncias a mais de g; ou g,. Como:

Sy = A 67+ W —

ja temos uma poténcia de g, multiplicando tudo

G(l\(x,,wl\ M%Z'Bﬁ\ N M=% ~}§/ISA‘XA(\<, —b\ [AA%—A\ /A(})-Q + A(Bwl\ A%—B\} =

_ [X"V“l\ _{ 5;\31 S&K A(\q—b\A%-})\ /A(})—Q: X:—»-(J-;q—?—g&-k

L/D fator de simetria ok!



Teoria Quantica de Campos |

Simetrias e as Ildentidades de Ward

Como ja vimos dada uma simetria sobre a transformacao (global):

R i K/,_fgﬁ";h
AN |
N v7

3¢ x

0=55= (3« | s+ 35 _ 3 3¢
AR d é(af“’\

o R SN

se as equacdes de movimento CLASSICAS forem satisfeitas o primeiro colchete é zero, e temos (usan-
do o &¢' acima):

(L) -x€™ 4,

()(b’“-

6: (corrente de Noether)

Note a importancia da equagao de movimento classica. Por isso dizemos que a corrente é conservada
classicamente ou on-shell (home que ficara mais claro adiante). Suponha agora que estejamos pen-
sando nas trajetdrias ou configuragoes nao classicas da teoria (off-shell), ainda temos 6S = 0, s6 que:

M
s6-0-12 0% 3 (B )}

. “A ~
Suponha agora que nés tornemos a simetria mais geral tornando-a local ¢"— € (). A acdo
que era invariante sob a transformacao global nao vai ser obrigatoriamente invariante sobre a transfor-

macao local, a variacao agora sera: . :
¢ ' aoag O (note que ndao mudei a Lagraneana)

N T
€S = %é"t e (T B’;ﬁ ] A”(a%»sb"\ﬂ b ”{ﬁ?‘? C'MB’ L

, ;SA‘& (4€7) (T Yy [3(%4’7 <j>\} -

- '«%c\"w(éﬂe‘?«\ Yirea = ox (e e e

L? assumindo que ¢ vai a zero no infinito

(eq. 187.1)
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Esta equacao 187.1 vale off-shell, portanto podemos usa-la dentro de integrais de trajetoria.
Achamos um jeito de definir a corrente off-shell de uma acao classicamente invariante sob uma
transformacao global: basta olhar a variacdo da mesma acao sob a versao local da transformacao,

o coeficiente de d"€“«y é a corrente.

O que queremos agora é muito semelhante a eq. 184.1 (Dyson-Schwinger), que era uma ver-
sao quantica das equagdes de movimento. Queremos a versao quantica da conservacao da corrente:

C),J/g:O TV <sﬂ/6”=(3\

Aqui, no entanto, a passagem nao é garantida, pois podem aparecer
anomalias quanticas: quando as corre¢des quanticas nao respeitam
a simetria

Considere: < h*(x\ = & €00 T‘:\ q)% q)' _ (L +3¢

. integracgao)

—.S [ 4’] \ = S E cb\ l
sempre vale que: S 7¢ e = g 'vd) e (s6 estou mudando o nome da variavel de

No entanto, se a mudanca de ¢ para ¢’ for tal que o jacobiano seja 1, entéoD(b) = D({) e ai:

\ -S4
M(e_scc{ﬂ_e_sch -0 = (29 8(55@\ - (90 s ¢

se SL4N =§L<f>] ou seja, € uma simetria da teoria classica

< SS> =0

(eq.188.1) 9—p ou seja, é uma simetria da teoria quantica

As anomalias entram justamente ai, pois teorias andmalas modificam o jacobiano fazendo justamente
que ele seja diferente da identidade. Este assunto serda abordado em TQCII, portanto aqui assumiremos
simplesmente que a teoria nao é anémala. Substituindo 187.1 em 188.1 temos:

’Dq) (_ N g‘}‘lk e“(t\ é)’ %:\ (&\3 e—-SEd] -

. -S4
ga‘k X €7 Spcp h) f&,’} o € = O
arbitrario
S -S4 Identidade de Ward
gvc}» I e -©
(eq.188.2)
Z aN?j:> = O

Podemos obter outras identidades deste tipo generalizando o operador que esta sendo variado:
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D €D

SW(LhY) = Sav NUGCININEN

e obtemos:

- SLP)
_ %Dé S[C’SEM\Q(U"Aﬂ :;kgg € Cw\ép?, e %m& N S@

JE 0

De forma que temos as Identidades de Ward Generalizadas:

SW ¢ Hﬂ(y’/&m} OLoxY) = gw ¢ S ARNUITTRY

AN
%e oy (eq.189.1)

¢-T

Que pode ser usada para, por exemplo, explorar o caso com fontes: \Q -~ e

=gWD S[ e_m]wj] :Sé’w €t SWSG m[ SE3E ]
gms S [‘Sm“ﬁ ] hm&%[ 3 ¢y qﬁ] o7

OS SS sqb «3S b
. X — = AN — (b
QP(K\ | Btj_(‘\ st So* I %Sq‘bk
SN\ - S§S +3.0 0 2 =TI\ =0
(* «\[ Sd,k(t‘;/ 53(1\ ]
4,.85—3 L (eq. 189.2)

O que nos da uma identidade de Ward para Z e pode facilmente ser usada para obter identi-
dades para as fungoes de Green.

Veremos que a versao local desta historia (note que em nenhuma das passagens acima a agao
era invariante sobre a transformacao local) leva a relacoes semelhantes (chamadas de Ward-Takahashi)
que colocam forte restricdes sobre as fung()es de Green. Um resultado importante é, por exemplo:

M T
B, = — T T8 = (K S0 ~ I )T (\(3
tFungéo 1PI de dois pontos para o féton.

E é esta restricao que mantém o féton sem massa mesmo sob corre¢des radiativas (loops).

AN
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Diagramas de Feynman para a Matriz S
( Nastase 20; Peskin 4.6)
Finalmente podemos coletar tudo que aprendemos com as funcdes de Green e obter um con-

junto de regras sucinto para o calculo da matriz S incluindo agora as corre¢ées de ordem superior na
teoria de perturbacao. Partindo de (73.3 e 73.4):

—« HETY

2008 S g > = .LQ,:O wh .. |e o >
mos da teoria completa

Queremos os estados da teoria livre, vimos que (eq. 85.1):

(eq. 190.1)

—«E.T -V T

N> = Lim (@ 0>\ € 0>
A€)

T— M('l—

L~ (G_LE"Z 5uo>§ﬁ U (07T 10>

= T co(1-1€)

Faremos agora:
—LHTl 2
o Lim f
=< \ p g >
[An by > =< Tov 00(1-36) . )
L, estado livre, mas nao é o vacuo

y

(estamos deixando a constante de proporcionalidade em aberto, pois ela pode ser bem complicada)

O lado direito de 190.1 fica: r—v pacotes estreitos

—A
—+ HGETY _, — —AHETY o o
Liw <00 )e 0>~ Le <o e Py P>
T—9e0 w —__ =(1- e\ Y
<BR.ET A D
-
~ Lin <0r EY"[- ;SJ’C H (*\] NN
~ |-.,>o(1-;e\°< A ]T ) 1 |P P>,

v S()&og <(}UI(+>O'—-03\}\>

No caso das funcdes de Green a constante de proporcionalidade se cancela usando a normali-
zacao (passagem entre as eqs. 87.1 e 87.2) e aqui acontece o mesmo. Provar isso envolve provar a fér-
mula LSZ e nao faremos isso neste curso. O resultado obtido fazendo a normalizacdo correta e usando
a féormula de LSZ é dado por: L curioso? Veja as notas de TQCII (2016), pgs 93 a 98

Wil
> TR >=({2) Li- | <u.r) (‘xr’ _ ng ce\} (e f \
<ﬂ / ) g \H.o('] AQ ° pa ’ conectado

amputado

(eq. 190.2)
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Na equacgao 190.2 obtemos iT ao invés de S, pois a férmula de LSZ s6 nos fornece estados co-
nectados em que o estado inicial e final sao diferentes. Ainda resta entender o que “amputado” quer
dizer. Lembrando que Z = 1 a nivel arvore, vejamos alguns exemplos:

(2. — 1( (O(»") olado direito de 190.2 fica:

v, > 7 — — -+ ~
<()f\ P}' P/« P? ><, = ltprlta \{E,Q.E)_ <O|‘\1<’\1 G\P\ O\B\O> =
(W)

- 2B O8] 8- 0) S (A

: | A ! Desconectados (nao sao incluidos)
B — o) B \ contribuem paraaparte 1deS=1+iT
[r— 3] OO
(eq. 191.1)

ORGSR RS AT Mwﬂg

Teorema de Wick 74 O

Os ordenamentos normais nao
contraidos nao somem.

AP ¥

| S

— X -
Ja vimos que (pag 97): qb; |P>° - C {0>i f?l (i)l_ = =20 P
L

dentrode < ..| NC(‘?NB .. >= <... )@ _Y (<I>*§—h \. § ,n=0,..,N, temos os ¢* agin-

do para a direita e os ¢ agindo para a esquerda. Definimos entao: \D
no exemplo em questao
como temos 2 estados
iniciais e 2 finais, o Unico
termo que vai ser diferen-
te de zero é n=2 (N=4)

Em 191.1 temos termos do tipo: (Pb(b(#) ﬁ(b(#) C‘H}ﬁ)

O ultimo termo nao passa de um diagrama desconectado acompanhado de bolhas no vacuo:

(e gppperring = BT )
M
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O segundo termo, com apenas uma contracao, nos da o seguinte:

> =<« ™ >=07
Mcw ¢

quatro diagramas
A o—e A 1
9. 9K
P PO v

Desconectados (nao sao incluidos)

|
v
V
.|..
<~ >
D
- hi

Finalmente, no termo sem nenhuma contracao somos obrigados a contrair todos os campos
com os estados assintoticos:

—~ - (fat B ~Fi-p
<RI IR =€ P
@ L )

varias formas de fazer, mas todas
com o mesmo resultado

~

VD . 1 - 5’ q (Fﬁ'l'PB _ﬁ“Px\L
o (O<(’4 p}lNé—«‘:‘TSJK ¢;(K\+contr.kl P, P? >\ - ,..l\>\ e 1€
&

_ i@ SOt B - p)

(eqg. 192.1)

que é justamente o que obteriamos com as regras de Feynman para o diagrama

como T = (C\j 3\'

ot f-r) i N = M= -

logo a sessao de choque no centro de massa é: (

-\.L
SR Eom|(eq. 192.2)

Como o lado direito nao tem qualquer dependéncia angular, fica facil integrar em Q
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AR =T
(J\" = >\k ﬁ/g f
Tor T 4—— — ' (2particulas idénticas)
NI |(eq. 193.1) s

Até aqui nenhuma novidade, mas vejamos o que ocorre com algumas corregoes.

Até agora s6 o diagrama conectado contribuiu para esta secao de choque, mas resta a per-
gunta: todos os diagramas conectados possiveis contribuirao para ela? Vejamos o seguinte diagrama

P o
[ ' (sai da integral)
n b ;\v\

NG 1) 6 Sty )\ Sk R®)D (0
D]

( {P\ \)_ (&?)1
40
. 1 YOS N
p:(’e =1 ("‘X\ (ﬁ[\ 8 (PBJ'(’A'CI ) FL\ (‘*/V\d\x __* zero para particula
(eq. 193.2) L

_o on-shell: o>+

Essa é outra versao do problema que mencionamos pela primeira vez ao fim da pagina 99,
onde obtemos as regras de Feynman no espa¢o dos momentos e apareceram propagadores para as
linhas externas, na ultima expressao da pag 99 temos:

P—% -P, A L
qu— 1/‘-9"' 2 ,\)- \1 - (\‘P &P‘? F_‘, "P P‘ P;_
o+ 4 OB (T SR LR Rl

- Px _ w-

- -~ Py
ambos problematicos on-shell . = na~

Este problema ndo apareceu no caculo de 192.1 pois os estados finais e inciais foram tratados
de forma apropriada nas paginas 191 e 192 (por meio da contracao dos operadores com os estados
assintéticos) e forneceram exponenciais ao invés de propagadores. No entanto este tratamento nao
resolve o problema para o diagrama em 193.2 pois nao é o propagador ligado ao ponto externo que
esta divergindo, mas sim aquele que envolve p. Note que, em geral, este problema vai surgir toda vez
em que um momento inicial ou final (por definicao on-shell) “correr” dentro de alguma linha interna
do diagrama. Note que:

«_momentos off-shell

(qualquer

definido na pagina 181

Vn

onde queremos nos livrar dos propagadores em vermelho. Esta operacao é chamada de amputar o
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diagrama, uma vez que removeremos as pernas externas com TODAS AS SUAS CORRECOES, ou seja,
o propagador completo. Operacionalmente podemos “seguir” o momento externo e procurar a linha
mais distante do ponto externo em que podemos remover a perna cortando apenas um propagador:

; (resto do diagrama) D =
F;_’ — s Amput. ﬂ

E a estes diagramas amputados que nos referimos na eq. 190.2. Felizmente a férmula de LSZ faz esta
“amputacao” formalmente, basta notar que (LSZ, eq 74.3):

<£P~\3w| b, MB____ an‘ _\'\f\l/(r’ v'\’l-'\&\ll[k w: + A€
out {’ "\k N (A\S_\\WH. '(\_ ,; /\6-;“_“ 't\\

J/ Se encontra multiplicado pelos

propagaderes completos “problematicos”

2
G_J'(ps 2 2 .
P —m + AC

@ \W+4~F<;:\+j> (k—w\ +Ae>

2\
L«r) Inverso do propagador completo! ( P \

E é por isso que obtemos s6 os diagramas amputados quando passamos da férmula de LSZ para a eq.
190.2 e finalmente:

N+

/'\ /‘k (Q:\T \\‘ SH(PA*PB -2 P,LX = (Z diagramas conectados e amputados > (\!_\\

(eq. 194.1)

A\\
QED: definicao e regras de Feynman

( Nastase 22; Peskin 4.8)

Agora passamos a aplicagdes fisicas e construimos a nossa primeira Lagrangeana completa,
observavel e fenomenologicamente viavel. Comecaremos com a Eletrodinamica Quantica, que é a ver-
sao de TQC para o eletromagnetismo. Para manter a teoria bem geral assumiremos que existem dois
estados carregados: um férmion (que pode se o elétron) e um escalar complexo (que é uma particula
escalar carregada qualquer: um méson ou um nucleo atdbmico). Exigir que a teoria seja invariante por
transformacoes U(1)g,, nos obriga a inserir também um campo de Gauge (o féton) e obtemos a Lagran-

geana (Minkowski)- o '
QQW (A9, V) = -2 B+ P(D--) +(D, OV (o $) -V (9" (S = 69+ (¢6)

k_\(\) \/\u ca. .
\,E:(_/i\) LA (A ¢>> — |(eq. 1902)

o= 8- 0 A PP Wy Dr=d-aeh
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So a transformacao U(1) local os campos se transformam da seguinte maneira:
N=P {3
Pod) — PN = ponve
. ce X
by —» P = pone
ALY —o Al Ay )b

(eq.195.1)

e é facil ver (com um pouco de 4lgebra) que a Lagrangeana é invariante sobre estas transformacdes e tam-
bém que ela perde a invariancia local se fizermos A, = 0 (mantém a invariancia sobre U(1) global, no entanto).

Podemos passar para o espac¢o Euclideano (usando os resultados individuais para férmions, escalares e bo-
sons de Gauge mostrados anteriormente):

J\S(M L _S(FB
(pg 106) S\(F)(qﬂ - )ﬂ((s*é,,qS-}\/((b*(b\
(pg 140) QSLE)(‘PB-_ $(‘€N3H+\m)\*) {\K\N\X\X:Dé,ﬂ)

(- —
(pg 167) cg t\(/_\\ =+% ESE) ]_(e)ﬂv

. i ™ _
0 Unico termo novo é: AP v Ay = A

™A, Sﬂﬁbfﬁ\o—c)fqéa,fcbe

teKr):pr)tjral A,Jcb 9M¢ -2 = [\S d)g ()fd)e
AW (N N A ) A - AF 4
mas ele estd sempre contraido com: A’ A@ b AA A/J(‘) NP -ASQ AT
J" d ) Wif ¥ -L‘)EJE%

G F — U Goprs -Gy

\“A —P ';\K‘;

S8 = LR A T () (085078 + VLT

(eq.195.2)

Quantizacao:

Ja vimos que a parte do béson de Gauge, para ser quantizada, tera que passar por algum mé-
todo de fixacao de Gauge. Segundo o de Fadeev-Popov, ganhamos um termo de fixacao de Gauge:

LAY = dere (Y= [N+, :%ﬁ: RO DY

(a presenca dos outros dois campos nao muda o procedimento de Fadeev-Popov em nada, a Unica

exigéncia que fizemos em relacdo a acao foi a de que fosse invariante de Gauge, o que é verdade para
195.2)

Resta entao obter os propagadores. Na Lagrangeana 195.2 temos alguns termos de interacao

(Y Y\N/—\,J\PB ( erﬁb’b\N AH)

como:
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a forma de lidar com estas interacdes é a habitual, adicionamos uma fonte para cada campo
S — &= T,A —EY-Yg — 9 -3¢

e escrevemos as interacdes como derivadas nas fontes, que entao podemos tirar de dentro das inte-

grais de trajetoria. O ponto é que uma vez feito isso, teremos trés integrais de trajetéria independen-
tes, de trés teorias livres:

S -5(<I>3
SD“ jmc Sww

g\:,‘ﬂ,.(j‘ gg‘;g 3As

e ¢ ¢

de onde fica claro que posso quantizar as trés teorias independentemente e obter os propagadores
ja mostrados nas aulas anteriores.

Esquecendo o escalar por um tempo, temos o seguinte funcional gerador:

P SEFF[A\V U T")g
=Z[3,8,8] = SVAWW S

(eqg.196.1)
e 0 VEV de um operador qualquer sera dado por:

SEFF[A\IJ Y T~)§
2 O(AFN> = S D90 0 € o

SEFF[ s Y T")g S
SVADWD\P H35)

a energia livre (gerador dos diagramas conectados):

— ~w[3,§,%
2[35,8)- e P

e a acao efetiva (gerador dos diagramas 1PI) sera dada por (transformada de Legendre)

P[AYs Ya] = W(3,6,3) g S (T A+ S8

(eq.196.2)

(eq.196.3)
fazendo derivadas nesta equacao obtemos as seguintes relacoes:
D IO L
B d
6 )N S g g (eq.196.4)
3 -3, Sh € St 3
SAT Sy Sy (eq.196.5)
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Regras de Feynman no espa¢o dos momentos (Euclideano):

—P 1 # (Euclid.)
propagador do férmion: L = ( —_— = (=P 4 m\“I‘
- *{ + P P}. -I-VY\-L
I.’—Lo indices espinoriais (o,=1...4) (eq. 197.1)
o sentido do momento nao importa (Euclid.)
dor do foton: | = 1 k. b
propagadoradoftoton: | —~ ~_, = _— (Sr'"' _(4__-&\ r
N N k"‘ >
K
I.’—Lo indices de Lorentz (eq. 197.2)

N

' (
e . . . . . V' A
vértice: a interacao é dada por parte da derivada covariante: g: = -x€ W, ¥ L A a

entao basta derivar nos campos para obter (segundo a eq 122.1):

(Euclid.)
.<,q = a@C ({\A\«p

(eq. 197.3)

Regras de Feynman para a matriz S (Minkowski / Momentos):

As linhas externas on-shell, necessarias para o calculo da matriz S, sé podem ser obtidas no
espaco fisico, entao re-escrevemos as regras fazendo a habitual rotacao de volta:

c 9 — ; (%-’- m\uﬁ
=< f Pl _ W\-L LA E

I.’—Lo indices espinoriais (o,f=1...4) (eq. 197.4)

/,\1; o sentido do momento nao importa (Mink.)
L’L——, - J-\ J— (4 —_ *_\ —p<.,c "14
e = T, ‘h'ﬂ e
A N A + AE K
I.’—Lo indices de Lorentz (eq. 197.5)

Para o vértice basta rodar S, antes de derivar nos campos:

(Mink.)

f'—\ note que os indices nos vértices tem que estar contraidos
~<N s-ie (\@ S“ﬂ >/Jcom os indices das linhas externas ou propagadores que
| entram neles
(eq. 197.6)

As linhas externas para os férmions foram obtidas nas pgs 145-146 (eq 146.1):

< —_
> = % R Y
(’\,7& €)5

(Mink.)
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>
SLNCDY .
o < = (P,
(,s
que vém de: ’ 16 (85 = { & 10>
 ( “Px N =3 wPK rey> = (58, £;10>
\V(C(ﬁ3\5: \f(p) & o> \ple(hs\3= AT € (OS> ) | §e>= e &
— (N
30T G s » A
<CF) Y = WL e < of <@ V= o (pyer <o
— L

sendo importante lembrar que os sinais relativos entre diagramas que envolvam trocas destes estados

finais e iniciais sao fixados conforme regras mostradas nas paginas 146 e 147.

Da mesma forma podemos obter a linha externa do féton (usando a expansao da pag 164):

AR = b _;P S
v 4 - -
A (P> = e e o> P‘_lJAH ewye  <d
[—
sz na pg 164 escolhemos ¢ real, que é
util para polariz. transversa. Para pola-

; (Mink.) rizagdes horarias ou anti-horarias seria
P mais conveniente tomar € complexo
— - LN ¥ p
MA< :GFLVAB >~\W = 6,,(?3
(eq. 198.1)

Em suma: (198.2)
—Regras de Feynman da QED - obtendo /VL

(1) desenhar todos os diagramas conectados e amputados que contribuem para o espalhamento

(2) imponha conservacao de momento em cada vértice (re-escrevendo os momentos
internos)

(3) escreva as funcdes dos propagadores (somente as linhas internas ), conforme eqs. 197.4 e 197.5
A
(4) para cada vértice: = -~€C (\@ S«p

(5) para as linhas externas: eqs 146.1 e 198.1 (com atencao do sinal relativo entre diagramas
iguais sob a troca de ponto de insercdo de linhas fermidnicas externas)

4
(6) integre sobre cada momento nao determinado: SB?
()

(7) divida cada termo pelo fator de simetria do diagrama correspondente
(8) multiplique por (-1) para cada loop fermiénico
, - M/ o—
(9) rigorosamente deveriamos multiplicar por(ﬁl}w S ( 2 {4+ Ymas como estamos procurando

N+

}\/"\ (ST \1 5\‘(2 ﬁ) = (Z diagramas conectadoseamputados> S (\!_Z\\ (eq. 194.1)

basta dividir o resultado do passo (8) por i para obter}'\ (veremos o que fazer com Z em
TQCII, mas a nivel arvore Z=1)
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Conhecendo o elemento de matriz, podemos usa-lo no calculo da secao de choque, lembran-
do que na integracao sobre os momentos finais é possivel haver uma dupla contagem no caso de par-
ticulas idénticas nos estados finais (que nada tem a ver com os fatores de simetria levados em conta
nas regras de Feynman)

Também é preciso notar, que assim como os férmions, os fétons carregam momento angular
intrinseco, entdao conforme o espalhamento estudado é preciso somar ou tirar a média sobre as pola-
rizacoes. O caso do féton é um pouco mais complicado que o dos férmions, pois em geral temos pola-
rizagbes nao-fisicas em g,. Notemos, no entanto que cada féton externo vai estar ligado em um dia-
grama mais geral da seguinte forma:

S LMY = s U €60
P

entao, se estivermos somando sobre as polariza¢gdes a secao de choque incluira:
2 * ~ > * A v
D= et U] =2 € & AU W70
€ €

podemos escolher uma direcao para k e somar sé sobre as polarizacdes fisicas:

NV _ ! D
K= (%,0,05 >_ - 2 b &7 (9,10,
ZRR TR el = (0,0,1y0)

S5y = AT AN

(eq. 199.1)

mas seria mais conveniente manter a invariancia relativistica explicita. Isso é possivel lembrando da
identidade de Ward (que sera provada com mais rigor em campos I, veja Peskin sec 7.4):

S ﬂA =0
no referecial acima esta equacéo fica: fe /'7\0 (kY - % }X;Cﬂz\ =Q =P ﬂo@\—_ FC(‘L\

Q (eq. 199.2)

logo: /\/\/\—’—\
S 0= FAUEN RO e ] o)
=

Z €, € MY W7 () = =Y AR }Xv"‘cm

(eq. 199.3)

~
que vale em qualquer referencial. Como nao especificamos M _a conclusao € que em geral podemos

fazer a soma através da substituicao:
*
Z é,) €, v (25 AV
c

O\

(eg. 199.4)
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(Nastase 23; Peskin 4.7 e 4.8)

Processos nao relativisticos

Usaremos agora o formalismo que desenvolvemos para obter alguns resultados para proces-
sos nao relativisticos conhecidos. Assim poderemos ver como aplica-lo ao mesmo tempo que prova-
mMos a sua concordancia com resultados experimentais conhecidos.

Potencial de Yukawa

Queremos ver se o potencial de Yukawa entre dois férmions é mesmo dado pela troca de um
escalar, conforme a interacao da pg 144 (teoria de Yukawa):

&(:\:B‘TJ\{)C)) \\://=_;Q6(Mm')

Para dois férmions idénticos interagindo, os dois diagramas em menor ordem de g que contri-
buem sao: by (DR

Se nao fossem idénticos poderiamos pegar s6 o primeiro, pois 0 momento estaria ligado a
identidade do férmion, de fato é este caso que consideraremos. No limite nado relativistico temos:

Y):(W\l? P"z(\ml(?\\ L: (W\|E3 Q{\:(w'z\\

o

(- N= 7=l et b

W (= W( é: gs = i (2\.@\&

6@5‘
é Mt > (\q:\:\/\
t\(S\(r“\3 \;\_S(()\ - U:S \6‘“\-&_5 - W (g3 gs ><C; /(l) (%} =1'“§ gB

Isso nos permite escrever ambos os diagramas (lembre-se que s6 usaremos o primeiro):

M = (-x“()\ _\-_’-\S,\U’\\)g &), . e TR MU
(P-P') =y

\ . I VRN
AT R Ry T K
( \ Lp"ﬂ&\\ MARF 06

—_—

sinal da troca de férmions no estado final (eq. 200.1)

O que quer dizer que, para férmions distinguiveis no limite nao relativistico:

S A e e 8

o4
[P~(:\ T (eq. 200.2)
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Podemos comparar este resultado com a aproximacgao de
Born para espalhamentos em mecanica quantica:

- ~ — —u— \ —_ .
<(7‘J LT | -§-> - -/\“('Q( 5 QA7 B(t,o‘ _ \:PX C( —? — P momento transferido

(eq. 201.1)

que é vdlido para potenciais fracos (o que condiz com nossa aproximacao perturbativa - estamos pegando s6 os diagra-
mas em ordem mais baixa [LO]). Assumimos também que a troca de momento é pequena, e que o centro
espalhador é pesado o suficiente para absorver este momento sem ser espalhado. Nosso resultado é
mais geral que isso (vale para troca de momento arbitrério), mas deve valer também neste limite em particular.

A comparacao é delicada, pois usamos normaliza¢des diferentes do que usualmente se faz em
mecanica quantica (para obter objetos relativisticamente invariantes). O fator de 2m acompanhando cada linha
fermidnica vem desta diferenca de normalizacdo, entao devemos ignora-lo na comparacao.

Outra sutileza vem do fato de que, como estamos assumindo que o momento do centro
espalhador ndao muda e temos s6 uma particula inicial e uma final (1 — 1), teremos:

P_bqé ‘3’\ aopassoque  Eu =E. (1e°(= 1))

Nesse caso, definimos:

<PVATIPFD = AIM (ﬁY\B(EP\— E\o\

(eq. 201.2)
(outra forma de ver isso é notar que, como ndo estamos observando o \"/
1

momento do alvo, temos que integrar sobre ele /7/\\

e a
()\(\ 8 f+ ~ Tk 3, \\/7/ o o
g TS ( t’ \ S%TT\?///,\\AD\\ = (\I\\E(E\* t)(w\

Comparando 201.2 com 201.1 obtemos: \ (?B - —/VL
e como (de novo, por conta da aproximacgao de Born), nao ha inversées de spin (s'=s, ' =1):

b
_l) —
N(§)=Zd—~ —
[1\ o (eq. 201.3)
Para obter este potencial no espaco das posig()es fazemos:

V(%) S ——-C@— Ay L )TS k‘\‘\~ o \"_ﬁ :

. (WY Y(per-a \(wmﬁ

que absorve a delta nos momentos, deixando apenas a delta na energia:)

NN (> ""‘){) ”E GV SIS c\1+v“¢,
+ -0 , =X\ . )
)T q¢ i 1= 13! ! WR L2 © M -6
t \Iu «11 %m; g SEN(©) 00 € = &&(“”6\5 S _
SN ° T e
/[, f : \Df?e(j\ Ky T

_"\¢
\ oth >y -y
V() = ,%_m(%me oy ¢

\‘“ e A e (eq. 201.4)

que é o potencial atrativo de Yukawa.
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Potencial de Coulomb

Seguimos a mesma légica acima, agora temos o diagrama:

by (BN
\D 0
AM: %‘\\,‘;\J,\ﬁg ﬁ=P’r’\:hi-ak
Ny, /f"VS }AS’
) )
. — . N — "\ R
M = W, (-~ € oY) Wey, AEQT\UM —n e YW U
(p-'V"

No limite nao relativistico:

WO P EEr= (6 &) ( n"\v"( &\ i S
55

— 7 . o o+ O G" >
BT RO=wm (8 € }Lw i )( §$\=o
|

e obtemos: 5

=B e 60T (5= - (T RATTY
-3

<| ‘ (eq.202.1)

gue é muito parecida com o potencial de Yukawa da eq. 201.3 (salvo o sinal e o fato de nao termos

massa). Portanto ao invés de fazer a transformada de Fourier de novo, basta inverter o sinal e fazer
m=0em 201.4:

Vo= £&_ = = oL = L

‘I'TFL "L |(eq.2022) n 132

Potencial Particula-Antiparticula
O que acontece se substituirmos um dos férmions por sua antiparticula?

}‘

ACSNY
f’, P,S YL\
—_ — 9 N
SRS WS — T (S - )( ﬁ(i - —am S
2 O n ~/
_S J
mudanca de sinal
ot o+
4no entanto usando: [P = ap ey [O> <r' | =<olLy ap

—

RITYFY 10,65 = <ol an(F ) (P9l Lalo>
SALARY RN Bt
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Para “desentrelacar” as contracdes preciso fazer um nimero impar de permutacdes, que nao tinhamos

no caso sé com particulas: (—— = [
< ol wuw ot (TP T PGy ag S 10
L ] L

0 que produz mais um sinal . A conclusao é que o potencial de Yukawa é atrativo mesmo neste caso.

No caso do potencial de Coulomb também temos este segundo fator (-1) advindo da ordem

o n u,n

dos operadores fermidnicos, no entanto a troca de “u” por “v” resulta em:
g —n S et ent A\ e/ ¢ &
L_J\,s\((’\\ \6\0\/%(?\=l“\83 =p — (/—QX\ o (LLB = w\(g —S > ( \8\\‘\ g“‘ = Aw
A -5
ou seja, ndo ha mudanca aqui. Logo temos um sinal total de diferenca, de forma que o potencial entre
particula e anti-particula é atrativo.

Espalhamento Rutherford

Vamos calcular agora a secao de choque de espalhamento de um elétron por um campo elé-
trico gerado porum nucleo atbmico (néo estamos considerando o nucleo dinamicamente, assumimos que ele é infinita-
mente mais pesado que o elétron e seu tinico papel vai ser produzir o campo). A Hamiltoniana de interacao é:

hee (P e Feva,

A primeira contribuicao perturbativa para a parte nao trivial da matriz S, de ordem e, é dada
por (eq. 190.2):

—&SH:‘\": \ {8‘1 — I
.y =< 0|7 >= TI=A\e Y ed VAR por <
Zp JATlp>=<P ]\ie E\P .“+<E\\/\—l \F P~

Note que ndo tenho fétons no estado inicial nem no final, e nao estou contraindo A, com nada
(se tratasse A como operador isto daria zero) - estamos tratando A como um campo classico

Y N ‘1. —_ N
e m(e‘wmmgy" ST AL - e AP

=+ (eq. 203.1)

Se tomarmos a fungao A (x) como independente do tempo, a sua transformada de Fourier vai ter uma
delta de Dirac na energia:

A(p-p) = Au(F-P ) T (T R
E, assim como na eq. 201.2, temos:
<P laTle> = 2« MEN3(EL Ep)

Vemos que o efeito do campo externo pode ser codificado em uma nova regra de Feynman:

>AI\A/‘\® = 6%\”/&,.;(?} Zq"= F,_? nocasoacimaB



Teoria Quantica de Campos |

Queremos entao calcular o espalhamento:

e~%_/ -
Iz
4
=z

Que é um espalhamento 2 — 2 onde, no entanto, estamos olhando apenas uma das particu-
las. Assim como antes, temos:

‘}\’—\D('\‘p?‘\ —m [ouT<|TL|qu>IAP- ~
3 30 : J:(QT:-Q—::B
o\vzgo\ae i?((:)=g”, & (1 (UL d () SM\E g

T M c:fr\ ht? ") YWY EE

—_—

LS <R, SRR

Dado que: 4& = AA AN E/\ - E);\ {;\\133
=Pl __}(&\\S(Lg Ex)

gm, HEEEY o gl T

_ I . ;(g(g\_;\ SR
SCL‘,&;- E,‘\BME& £ f l'r.ke \ XM(("«—*FL\
o E

0
Ny
b éb_rlk__\au 3 Ep-t N = Jf\-g,_‘)i&_lz_.\ggg B - P = A—Q—SJ(’;QEG} ?\
(:nr)AL(; K> T N 0
Mais uma vez assumimos que: } ¢(h ‘«\]" = W g?tn;cflraa? que ainda tinha de poténcia de
e / A
el —= — — \4 0—o Py )
R o S iR S(R - | Ale—ry
—— (eq. 204.1)
* N = EiL=wm
Bl s
No caso de um nicleo de carga Ze teremos: (A (¥ )= + Zc —— A= ES
4T I
_ . ; LAY Y W
A M =-aCR (R YT WA AL (P -PRY=->=2e IIP: N

No limite nao relativistico, como ja vimos:
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IR AR IA R R

PR ) T
>S9 YRRy Y VA RHAY EWN

RN vy 2 *
A= 2 Ao Ze
o= 7 [DENAN

Lembrando que temos que tirar a média sobre spins iniciais e somar sobre os finais (ja que nao estamos
considerando feixes polarizados nem observando a polarizacéo final):

CYPA 2L
lsZs’ (vlﬂ?—ﬂ”l“

$Q <S¢ ‘ o
20 8= (v angae: o < s se( %)
sS
(eqg. 204.1)

-0 = “;;J = Iﬂj) = 1P - o= Ak SE'N(G/l\ = AV, SFN(G/l\

Enfim: S
g N
N 1 b < >
(eq. 204.1) —» _8,(]_\—_— / //)_‘“O‘* 2 €l L 2 =
JSL  qemt VREL (3o sen(90) Y Y™ B sent(90)

(eqg. 205.1)

gue é o resultado obtido por Rutherford em 1911.

\\

Espalhamento €*e™> X despolarizado

(Nastase 24; Peskin 5.1)

Agora que ja reproduzimos alguns resultados classicos conhecidos vamos atacar um espalha-
mento novo, a aniquilagao elétron-positron em [éptons, que é intrisecamente quantica-relativistica.

~—

Lépton: 2:- @_J )’—)Z_) Vey Vuy Ve

Y 4 o = = —
L=c )y N )—é)\?t)vﬂ)vz

(eq. 205.2)

Se consideramos apenas a QED podemos esquecer dos neutrinos (ja que néo tem carga elétrica nenhum vértice
nesta teoria os envolve). O caso em que Q= ¢ é chamado de Espalhamento Bhabha e tem dois diagra-
mas (ordem é?):

e - e e
+ €+ :
e €+ €+
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No caso em que | =, T temos apenas o primeiro diagrama. Realizaremos o calculo para o
muon, mas a Unica coisa que muda para o T é a massa.

é

l‘* ~ '
N //;p- (= =)L
+ /z"TD \~< +
e N M

r

ee— P

Note que para criar o par de |éptons final eu preciso ter uma energia minima inicial:

Eq.>2m
o § (eq. 206.1)
o que significa: j energia inicial estados finais possiveis (ignorando a producio de quarks)
— -t
l—:Cw\ < 1 h\)’ €c

Ay < E<dby  EES MY
Ecm 2 Ay et piTe
Usando as regras de Feynman para o diagrama acima obtemos:
W ERCMCNCIS DR G ( ;A?\ O e v (1) =

nao importa aqui porque nao estamos integrandoem g e,
por conservacao de momento, q2 =0

+‘~(I_§‘ (T (N ENOY o ()

1y

(7 0w - (1w = L (*M W s W
ny”*:f Vfﬁ Y

PR G ANGY cHOR ASTAY E A SO S TN
Qt

(eq. 206.2)

Se nao estamos observando as polarizagdes devemos tirar a média sobre as duas polarizacées
iniciais e somamos sobre as finais, obtendo a chamada secao de choque despolarizada. Estas somas
vao agir sobre os u’s e v’s (eqs. 148.1 e 148.2):

—

L (P \Q(PB - F‘Q +W\’T;x L’\)"(P\ 'V" (P = ﬁl\ —-mM ’?,})
S
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Explicitando os indices spinoriais em 206.2 temos:

o€ (PN OO T (BN )T ()Y o (S
M = (o e Nﬁ%ﬂ\(\:r > T ) ,| \ ‘ DIFR N

S

1513 T TP - S0 X2 (Fo, (o) o (),
)Z lZZZ—J 'h 9\ V\Vu \Y'*
s ¢ n ﬁ 7

) L=

LY (K- ) 08 )|

estes tracos ndo sao coincidéncia, notem que aparece um deles por linha fermiénica e isto vai sempre
acontecer.

45 ﬁwT LT (H-) B o) | T [P 25 (=)

SPins (eq. 207.1)

Para calcular os tracos acima precisamos desenvolver um certo arsenal de identidades envol-
vendo matrizes de Dirac (note que ha até quatro delas em cada traco). Fazemos uma pausa no presen-
te calculo para desenvolver este arsenal.

Identidades com Matrizes de Dirac

: S\
e o t\ﬁ\ > h /) propriedades independentes de representacao
{ ~6\N) Y\S k = O
Tal$")= 1([69‘}}1— -\(\[wj ST} = O

QICLLLI PRVE

RN Lo oul, = o
T L ¥ = Te[e@) = Tala 0 BV ] Tl = O

depende derepr.edepn -, (‘(\”\1 -+ /‘

[ ¥)= Te(¥*]=0

(eq. 207.2)

Note que o mesmo que fizemos para provar as identidades acima poderia ser usado para pro-

var:
[ Y VY. % )=0
T (eq. 207.3)

—— =
Tr\ I: K\S \85_ . _\ﬁ\s] = TQCXS} =0 (eq. 207.4)
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TaL "8 )= T [ 10 L ﬁ‘} o[£t 1y

'\
Y (eq. 208.1)
oN (X 4)\‘\

De uma forma geral, o que fazemos com um produto de matrizes de Dirac é expandir na base:
A S N oAS Ny

Or= {4459 ¥ 8%

e vale: A -
\r)_-[ '-;é d — Tf([\();rj—— O (eq. 208.2)
C\CL y .
Ja provamos isso para o segundo e o terceiro e: [/ l \fC[,]S\ @ 1 h
T&LK\ ]* |KL\6\\E \ﬁ\f} \16 _\1‘8

Produtos mais complicados podem ser expandidos na base usando:
MY A5 W NYPTT
Y \Q = 3 S %\PG"
v NY PO
K"’ Fo s e 90
P _ VPG
\S\H \6\5 = -r € Qw

ﬂVPw ~6\

FYPO e
ﬁ\ - A > (eq. 208.3)
cicL.

m
8] = T [y - v YT
(bw_%@ 3 m “CM
Ty g g ) T
Te[ ¥’ \S‘wl 16""'
R = 3y ey

TN = ")[‘6 "\ "P W+ ZSAGJ?SV]
Como \{‘ = NK‘@‘\ \6\

R[4 ¥]=0

\M(’Af(

(eq. 208.4)

(eq. 2084)




Ja o produto com 2 y.: CieL
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()

L — DR
T [T ) - REES TN -Te )0
SENEEEA -

o que nao funciona para 4 y,, caso sejam as 4 diferentes, uma vez que ja nao existe uma quinta para
inserir como identidade.

ROFEESE)

Py )x\p} = alguma perm. de {_0] 12 )3} &— antissim sobre a troca de quaisquer dois
indices

(eq. 209.1)

b A A= AP r;) - r¥=t® /para achar a constante de proporcionalidade basta
-le Lﬁ\ 6\1{\ b %\ € escolher uma das permutacgdes, ex:

iﬂ)y),x‘rb}': {0]1)1)3k

MV=P3

sz [‘W 6\" K\d\ \SP %\GJ = s 6 (eq. 209.2)

Também é util conhecer as contragdes entre os &

EQﬁTaEaﬁﬁg = 4!60123E0123 = —-24
‘ Y 0123 Y
Eﬂﬁ?ﬁfaﬁﬁy = 3!05’E €01923 — —605’
¢ Y Y 0123 Y
€M € sy = 21(010Y — 516Y )M B g9y = —2(516Y — S

e notar que é possivel inverter a ordem das y, no traco:

:TK [‘_C,l’?ﬁ\b\ucﬂcvvcﬂ L @1___01\\]{ }:.xw'r 2{;\T. ’ X _

— )y

[—

y |

-
N Tr [(_,mjﬁ’f} = (-4\“LTQ[ )

se n é impar o trago é zero.

_lf{[ " \6‘»,..] = TRE~-~ B\Y ﬁﬂl (eq. 209.3)

Finalmente, listamos algumas contragdes entre v, que nos permitem simplificar o argumento
do traco antes de fazé-lo:

(Bw ('{ 6\NJ \G\Jl: B\“AMS = \(\Nm‘:?” = (eq. 209.4)

m\ﬂ ‘\VB\H = —\6\\’ KN \6\,4"' ‘)‘BN \6‘,4 = ‘}\6\\)

(eqg. 209.5)
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K\N@VXPK\N ‘\86\8\6\,4 +;\.°6vi\ \@ﬂ—l\(\**é\ﬁ\?—%ﬁ

_1\5\)’
( seguindo a mesma logica )

Y8, - -

(eq. 210.1)

(eq. 210.2)
AN

Voltando ao cdlculo da secao de choque, podemos simplificar bastante a equagao 207.1

(eq 207.1)—» _LJ/\'\.l :%T‘L[\M SXIREY f{"' X%‘ (f{\ "“e\)

SPINs

do quatro termos aqui, apenas dois tem o traco nao nulo:

'\’X\Alklﬁ\/% }< ~ " \QH\&\)

logo:

Tﬁ[\ﬂ\]’ (ﬂ\_w\b%\v(%ﬁtvﬁa - p %° 'hcﬁ,q\u ﬁy}g\k\l_ vv\“:\‘( Cﬁ\ﬁ&‘qls
1R )2 (Bw‘bvp - Jp+ ?5% ?}QB e B” -

= "l(ﬁ)p‘(_\y 91\) -0t ‘Zw +¢Lr)9«29 - Yni’%”ﬁ

da mesma forma:

TaL Y L8 (o) = (4070 27 Eg)

P - P s ?):49
\\j i
como 0s momentos sao da

ordemde ™y e “7 L
my 200

podemos desprezar este termo

\1@ N ARY N MY
I — N\, w* 'F-,QL Q\.j Py P P -—P? }
SPINs [}Ly V+ pc’LQ nb g B ?)

_\|C &&PQP-'—&]“P a{(’)}‘z [ 1 v'\,,fhl\(lf(‘ HPFB}
“ \/_/_

_)‘, f

SPINs

P O Ly

(eq. 210.3)

Esta expressao pode ser calculada em qualquer referencial, tomemos o do centro de massa
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Secao de Choque no ref. do CM

Dado que: &E'e = 3™, ~ Y00 ™e estamos falando de elétrons ultra-relativisticos e
podemos desprezar sua massa, ou seja, no centro de massa:

p=(E,E2) pP=(c,E)

Como a massa do muon e do anti-muon sao iguais: E,J = tt A

(conserv. energia) ;\ E - T 'ri * IQ\EJ) -
(conserv. momento) O Bl =

L W _9yc
L'(P+ 3 ﬁP+FP+lPP T (eq. 211.1)
O a’\'me——uo
P\N y L .lEI
fﬂ =( Ep gy =t (eq. 211.2)
Pho=Fk - +E - K [£2) = +E -EIElcem0
f.ﬂ{: P)t?_ = E(E i\\ - +E1+ E,Z"’lme (eq. 211.3)

Voltando com estas identidades em 210.3, temos:

—Q_J/\U (+E +Em|me\ +(+E -EIRleemoN My (2B -

SPINs ‘U:S Y o

4 (L+)ﬂLJ~ne\ P (E- 1R o)

[(E+)ﬂ.,lco=e\ +(E- IR =0 +>lvvxj _

YE + AJkl w0
/—J"_).F

l’
=C |1+ 4 1_\”"3 e
E> =
(eq. 2114)

z""
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Voltaremos com este resultado na secao de choque para dois corpos (eq. 78.4):

(£’>: 1 lﬁ" {M(PA)P?——V(Z“P;\)L

IR len ERLDa- V| NeT Eew S

NO NOSSO Caso o) SPINS
F=F F=r¢ PF=k P =k
QE,\.:DEB = 2E:E<ﬂ\
- D —v)

r)OV { 2] ) . il 2
(EL N Ex. @;QE+F+(1_€ML>M@]

<'3 o Ve 2
Rt Y A Al
4 Eem [ 40~

No limite ultra-relativistico E =2 ™"~ /\ ——= R
T > : ' =
Al - (4 + oeab} (
(3 _ k\ EQ"\

m Rz (eq. 212.2)

A secao de choque total é encontrada integrando-se sobre o angulo sélido:

e st 4 5o = 37 Ao 6 -

g 0<OLT (< ceeso=-]

(eq. 212.1)

§aimsetonn

'] W\,J vv\l )_e
UToT:mrgd\(u»e\ h- Y“_i (e + ”>m -

L
4B E
=
2 i A 2 YV\).
E (- “ﬂ - e ]
[ = - —). :L
dEcn E W\—_,- >Cm £ (eq. 2123)
u a ™y
33Es
—_ 2
Que, no limite ultra-relativistico fica: UJTO]. = L”Di
SEcn (eq. 212.4)
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A og- E2

CIT

dra

QED
prediction

™

e

k|
E

—v dependéncia s6 do espaco de
fase (selM| fosse escolhida como
uma constante propriamente
normalizada para o comporta-
mento assint. correto)

phase space o« —

> FE
Qm“ \) cm
Testar a teoria significa ver esta diferenca (o que foi feito com
muito sucesso para producao de pe 1)

ANN

Secao de Choque polarizada e Crossing Symmetry

(Nastase 25; Peskin 5.2-5.3)

Para obter um entendimento um pouco melhor da dependéncia angular em 212.2 explorare-
mos novamente o espalhamento € €' — V', analisando agora as polarizagdes dos estados. Por sim-
plicidade, tomaremos o limite ultra-relativisticoonde: Y\ _—p O

[N

Lembrando das defini¢ées dos projetores de quiralidade feitas na pg 125-126 e que, para fér-

mions sem massa, temos teorias separadas para \P \P notamos que estes sdo também autoesta-
dos de helicidade.

| =S&
|F)

Para estudar polarizacdes precisamos definir uma base, e nada mais natural que usar as proje-
¢oes do spin na direcao do movimento da particula, usando portanto estes autoestados de helicidade.

Notemos que:

Considere os produtos de spinores aparecendo na equacao 206.2 (que queremos calcular), por ex:
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R CDR W

- \ - —_
queremos calcular este produto usando a base de helicidade: S\ S — W ) {_‘\)-)L_ = Oy

Suponha que o elétron inicial estivesse com helicidade de mao direita:

W) = Walf) = B W (P) = P UEN

N

Neste caso podemos introduzir P; neste produto:

A (20 fo WDioN= L) P P W0

G

De onde vemos que a helicidade do pésitron também estd determinada (mao esquerda), de fato,

como: fn \&L _ (F)n pb = O
Podemos escrever uma soma sobre spins e, se deixarmos o P; ali, estaremos somando apenas termos
nulos, com excecdo do termo que queremos:
\ _ \
2 S W ey = 2 SN RS0

\

<,
E }//( )1 L_——) note que ndao é uma média, o spin inicial esta fixo, somamos um monte
m : de zeros para aparecer com a soma pois ela é conveniente

— \ —— J !
) fES(p‘)ﬁ @‘@P\ wCiP Q“g‘ (‘D%ofvof (P
5,8

— - |
usando as somas de spin:S‘Z; "E;("> Nﬁ(ﬂ :('(; + >“t) = P;'R

SV AP~ = P,
Z VAo Af Y P

\

k * ;ih" N R ;‘t‘ ‘%‘k‘ Q
NGRS ASIE CHANASAE

()b (Iﬂ\
D%
S

)

igual ao obtido no caso nao polarizado
(eq 207.1)

Calculando o traco obtemos:

R I A
—CD\KP P +F {3 (6 FP - «€ 7 d_‘\ (eq. 214.1)

Podemos fazer o mesmo para o outro traco (para os muons finais):

AR WO A TR EFVRRN VR WS SN e

an

(eq. 214.2)
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Logo: € &pv =2 (Y 3 ES; SZB

IM| = %Ll \LJ f< qz (P8 (P00

- )
novamente (ver pg 211) especializamos para o centro de massa: J o\ =JE

fhk=p k= E(Etk we)
E= Lk

IM (e el —op pe ) = €'t rewn o)

. : L
o (50"(6;@:_0),&-’,:§> = U’kl - = = [4+m®\x
AQ (@) 6\1“. .Ec,u\ Li

[ e KO

, . . - T EVE
Poderiamos fazer a mesma conta para outras polarizagdes, no caso Ce € —D)J,_ e
o que muda é Pﬁ —» £ em 214.2, o que resulta em um sinal na frente do ¢ e obtemos (exercicio):

37, . ] > o> X
el —) ¥y, = (1 —eo®) G C —v S
(J‘Q( ) KS cm 1 Een ( A

M= O

Da mesma forma:

3G~ o< -
TEGHRY) = T (140000
AQ ¢ « < Li tCm

Mm= O
G A A
L(C L —Pe K LS = = [4_m®\
— 2
9} Y E,..
M= O
— (CL— @: —v)’r(- };{S = O (assim como todas as outras combinagdes que restam )

Crossing symmetry

Dada a natureza das regras de Feynman, é de se esperar que expressoes de diagramas bem se-
melhantes (ainda que representando processos fisicos bem diferentes) tenham expressdes semelhan-
tes. Considere, por exemplo, os dois diagramas abaixo:

"Dt 1
D4 - "p P~
+ Ll e - é
e \q )/:)J—

-t -+ o —_ —_ - = .
€€ — PN ] T\ TR ey e g
_/Zs’{ NN s \,,_
e P D}L“)') }J- M
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O diagrama da direita, apesar de representar um fenémeno diferente (¢ um espalhamento elétron-
muon, ao passo que o da esquerda é uma aniquilacao eletron-pésitron produzindo muon-antimuon), € essencialmente o
mesmo que o da esquerda, a menos dos nomes dados aos momentos (basta olhar o da esquerda com o tem-
po passando de baixo para cima). De fato, as regras de Feymnan nos fornecem:

Apler—ep) = WD Eie D ud) =8 T )re B IME)
il}
=k§@&3ﬁﬁﬁ¥lmﬁﬁwuﬁx
S

LR A e TQ[( AT TN RATE T S W}

;rm
(eq.216.1)
ﬁ:ﬁﬁ—&:ﬂ-ﬁ‘ S vl
Compare esta equacao com a eq. 207.1: 2
—

(eq.207.1) LJM‘ = [\ﬂ\ (ﬂ{;«} \6\ (%4%31 Q[\(‘ f%\f ( f{\ m\)
SPINs ﬁ
PR (A AT
(% - Ow Ol frme)
O que mudou é apenas o nome dos momentos: se cancelam

P4 p—> —Y]\ A b = -fa ‘\=P\+\°—"’ﬂ—

A secao de choque obtida para este diagrama é (ver Nastase, pgs 227 e 228), no limite ultra-relativisti-
co:

A U IR VS, R
AL e“l

W WeQ _
() (- D [:c:"\ (’\ - 6699\

(eq.216.2)

Note a divergéncia para angulos pequenos, este tipo de divergéncia que aparece no espalha-
mento de particulas sem massa (neste a particula em questado é o féton) é chamada de divergéncia IR
(infra-red, pois para pequenos angulos o momento q trocado é pequeno) € sera tratada no curso de TQCII.

A simetria acima, entre diagramas que podem ser levados um no outro “cruzando” linhas do
passado para o futuro é chamada de Crossing Symmetry e pode ser generalizada:

— ~-r
M(q) P+ = \ - /tt( - (P(&'\-’-\ (eq.216.3)
o DR = pan = = (o) = 5 oS %)




Teoria Quantica de Campos | @

,t.
¢
N % /4k=—p
o
o

E mais facil definir bem esta simetria em termos das Varidveis de Mandelstam, que definire-
mos agora. Dado um processo 2 — 2

k Y
f o S = (? + \l = (4 + &\\L = E(m "t is the squared differen-
\}\ / ce of the initial and final
) g L \ 1\ momenta of the most si-
P & t= (ﬂl—f’\ = (DL— Yy — milar particles"

Y
M= (ﬂc\ -F\L = (1&— ‘O\\ Varidveis de Mandelstam
(eq. 217.1)
Note que: , N ,
J b A NG~ N //"
\ N 1
N - -
ZN ® 2N q, ZE N
2 2 L
S 7—‘1 t = 1 N = C‘
“canal t” “canal u”

“canal s”

RN
S+t = tP AP 4 thAT = Z\N(eq.zw.z)

w=1

Os trés canais terao distribuicées angulares diferentes, para ver isso, considere o caso em que
todas as massas sao iguais:

S = EC:\ (independe do angulo)

+°<(1-<049—\ +t v O / & —vO
Y =< ['H—co-se\ UL‘—‘VO/ @—VW

Em termos destas variaveis, podemos re-escrever 210.3 (para o0 processo € e*—s M J'):

Agora fagcamos:
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S SEVE S
—v¢ \
\ L S
¢t N //;})_ € ., e
—p | \ o
e /z’ 7 \\~<\ }‘f _0>> J
° h P P'
S =(ere) = (¢~ Y=k
T=(k-p) =) t*(r-\ S
mo= (PN mos (he-eN = %

Logo podemos fazer o crossing direto nas variaveis de Mandelstam e obter:

S+

%Z) (ee—w;d\] T Z)M@P—’e’ﬂ\] B¢ R \ (\l

SPinr (3F ) s Shine






