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Tebria Quantica de Campos
Lagrangianas e Observaveis

Do que se trata: uma teoria Quantica e Relativistica (no sentido da relatividade restrita)
Objeto dinamico basico da teoria: CAMPO!

Estes campos sao Quantizados: excitacdes do campo em torno do vacuo
sao PARTICULAS (estritamente verdade no regime fracamente acoplado!)

Contruindo um Modelo:

Graus de Liberdade Simetrias
(quantos campos dife- —% K /— (quais simetrias observamos
rentes queremos descrever?) \X < ou inferimos estarem presen
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Elementos da
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\ de espalhamento

\\z Podemos testar o modelo usando
D  estes observaveis

Sobre os graus de liberdade e simetrias

A primeira simetria que exigimos é a propria invariancia por translacées e rotagées no espaco
tempo, que juntas formam o grupo de Poincaré. Cada campo da teoria é colocado em uma represen-
tacao deste grupo e isto fixa as propriedades da particulas associada, em particular o SPIN e, por con-
sequéncia, sua estatistica:
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. > acoordenada foi transformada, mas a propria forma funcional do campo
pode ter mudado
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Mas nao é sé isso, outras simetrias podem estar presentes no sistema, sejam elas globais ou locais
(ou de Gauge), continuas ou discretas, e temos que decidir em que representacdes estao 0s campos.

Em particular, simetrias de Gauge acabam levando a interacdes entre campos diferentes. Alguns
exemplos:

(1) Na escala tipica das interacdes nucleares, a forca eletromagnética é desprezivel e o proton e o neutron sao praticamente idén-
ticos, podemos definir o NUCLEON:

[/ F
Y—\q

que é um campo na representacao fundamental de um SU(2) GLOBAL, chamado de ISOSPIN (além de ser também um férmion, na
representacao spinorial do grupo de Lorentz).

(2) O mesmo pode ser feito com os trés pions (1, e )

~+
e
= o

T

-

que é um campo na representacao adjunta deste mesmo SU(2) GLOBAL mas é um escalar de Lorentz com sinal negativo sobre
uma transformacao discreta, a transformacao de paridade.

A Lagrangiana mais geral que envolve estes dois campos da conta da FORCA NUCLEAR FORTE.
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(3) O elétron tem spin 1/2, portanto queremos um campo na representagao spinorial de Lorentz, e uma carga conservada, o
que implica em pelo menos uma simetria global U(1), sobre a qual ele se transforma na rep. fundamental. Se tornamos esta
simetria U(1) local, é necessario também introduzir um campo vetorial sem massa (chamado de Boson de Gauge), na rep.
adjunta, o foton:

k() = Spinor ” ZL\N:P Vetor
o luay g - T, ALY = A + Dusels

Com estes dois campos e a simetria U(1) conseguimos construir a QED (e dela, obter as equacdes de Maxwell):

QQZE(V vv\B\{J |: FNV:
V(- -2 PR -ie P9 A,

(outra forma de chegar na mesma Lagrangiana é partir do fato de que temos fotons - um boson vetorial sem massa - e elétrons
na natureza, e buscar qual Lagrangiana consistente - em um sentido que veremos adiante - conseguimos escrever para isso)

(4) Sabemos que os quarks tem um ndmero quantico interno que pode assumir trés valores diferentes e é chamado de cor.
Observa-se também que independentemente do estado de cor, eles interagem sempre com o mesmo acoplamento com os
gluons. O modelo que descreve isto é a QCD (cromodinamica quantica) e nela os quarks estdo na rep. fundamental de SU(3) e
os gluons sao os bésons de Gauge exigidos (e portanto estao na adjunta de SU(3)).

Observaveis (espalhamento)

Um vez que temos a Lagrangiana a TQC nos da ferramentas para obter elementos da matriz
S, que conecta estados assintéticos em um espalhamento:

2 N el e i A D AN D

(eq.3.1)

O que nos permite chegar na secao de choque de espalhamento,

e C = 1+xT
L < .
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(eq.3.2)

gue estabelece a distribuicao de probabilidades do espalhamento e pode ser testada em laboratério.

Tipicamente o calculo destes objetos exige uma expansao perturbativa, que pode ser repre-
sentada em termos de Diagramas de Feynman e operacinalizada em termos de Regras de Feynman.
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que vem a seguir!

A pergunta que deveria estar incomodando o aluno atento é: esta Lagrangiana mais geral
(construida com os graus de liberdade escolhidos e permitida pelas simetrias impostas) tem um nu-
mero finito de termos? Usando a QED como exemplo, podemos colocar esta pergunta na seguinte
forma:

NECED] VN w3
L= PPl JF R et b e R o (76
CADE!?

A resposta para esta pergunta esta intimamente ligada a outro problema que o aluno ja pode
ter encontrado com grau maior ou menor de profundidade: ao analisar o espectro e espalhamentos
produzidos pela TQC das Lagrangianas estudadas em TQC |, identificamos que para cada campo na

Lagrangiana correspondia uma particula (além da sua antiparticula e podendo se manifestar em diferentes estados
correspondentes a nimeros quanticos, tais como orientacdes de spin ou simetrias internas - e.g.: a particula “quark u” pode estar

no estado “vermelho, azul ou verde”) @ as constantes da Lagrangiana tinham interpretacao fisica, tais como a
massa das particula e as constantes de acoplamento da teoria. Eimportantissimo perceber no entanto
que todas estas conexdes foram estabelecidas em primeira ordem de teoria de perturbacao! Tam-
bém conhecida como LO (leading order) ou nivel arvore. Nao ha qualquer garantia de que estas iden-
tificacdes se mantenham quando formos para a préxima ordem de perturbacado, e menos ainda se de-
cidirmos tratar teorias que nao sejam perturbativas (fracamente acopladas, pouco correlacionadas ou
o seu termo favorito para “teorias simples”). Em resumo, dada a Lagrangiana:

£ Veremos elétrons e pdsitrons

/_‘_l—b Veremos fotons

T = esta é a massa do elétron (e a do féton é 0)

{> este é o acoplamento entre eles

Todas as setas vermelhas s6 sao validas se o acoplamento for pequeno e, ainda assim, em primeira
ordem de perturbacao!

E claro que nem tudo que aprendemos em TQC | esta perdido. Veremos que as afirmacées
relacionadas aos graus de liberdade (existéncia de elétrons e fétons) se mantém em teorias fracamen-
te acopladas (que é o caso da QED) e a identificacao da massa e acoplamento na Lagrangiana acima
tem corre¢des quando consideramos a proxima ordem de perturbacao, mas sabemos lidar com isso.

Por outro lado, para teorias fortemente acopladas a coisa se complica: poderiamos escrever
uma Lagrangiana bem parecida com esta acima, so que com quarks e gluons, e o espectro daquela
teoria a baixas energias consiste em muitas dezenas de particulas que nao sao quarks nem gluons (sao
Hadrons, tal como o préton, o neutron e o pion) e elas interagem entre si com acoplamentos que nao
sa0 0 que aparece na Lagrangiana de quarks e gluons. Mantenha isso em mente!

Comecaremos o curso de TQC Il olhando de perto a relagao entre as Lagrangianas e os obser-
vaveis da teoria. O objetivo é entender bem que informacao esta codificada ali, qual liberdade temos
para mudar as varidveis usadas e quais escolhas explicitam melhor novos efeitos fisicos que aparecem
além da primeira ordem de perturbacao.
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Correcdes Radiativas
Representacao Espectral de Kallén-Lehmann

(Peskin 7.1, S. Weinberg QTF - Vol1 - sec 10)

Vamos agora olhar mais profundamente o que acontece com as funcdes de Green da teoria
completa, sem nos apoiarmos em teoria de perturbacdo. Comecemos com o seguinte objeto:

NI T{h Jrpfinz

L ( —= estado fundamental (vacuo) da teoria interagente

Como interpretamos este objeto em uma teoria interagente? (na livre era s6 um propagador)

: , AR
Como interpretamos este objeto? Tomemos auto-estados de HeP: | )V. >
Lagrangeana completa \\7
podem ter uma ou

mais particulas

Notem que estamos assumindo que H e P comutam. Isto s6 é verdade porque que se tratam
de estados livres (a interacao corrige o propagador por meio de loops) ou estados representando
um conjunto de particulas (ligadas ou nao) que tratamos como um unico corpo (a energia de ligagao
ja esta incluida na massa do estado composto, que por sua vez é livre). Nao estamos falando agora

de espalhamentos.
A carrega todos os outros numeros quanticos dos possiveis
N estados

Definamos: |;\} > — P lyx>=0
\[ZP estado de momento zero
,\ —
H e = Es(MY e

Bosst ©

\>\u\ D \>‘(’>

A invariancia de Lorentz de H me diz que \)xp> também é auto-estado de H

AN = Eoy 102

E Y= \prem

Estou definindo como “massa’, a energia
do estado em seu referencial de repouso
(o que faz todo sentido para estados de 1 particula ou

mesmo estados ligados)

Qualquer autovalor de H pode ser escrito como um boost de um outro autovalor com momen-
to zero.
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Ao,
Autovaloresde [ =(H,? 5:

mesma estrutura vai se repetindo para 3 ou mais particulas
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nuamente (para estados nao ligados)

Estamos somando sobre estes pontos e integrando sobre as curvas
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L translacdo
pe= _(:p

/ ~1 4! _;\Q\L PY
=2 = IVUG@L VINe>e™ [=2 ] dioy| >t

/ pe= _(:P pe= EP
boost de p’para 0

U|)\(J\ =\ N >

N4 ~1
UMW = gy HeRIY = <H

L—;) para campos de spin maior teriamos que ter mais cuidado aqui, apareceriam fatores multiplicati-
vos resultantes de como o campo se transforma sob transformacgdes de Lorentz. Mas notem
que qualquer que fosse o campo (ou operador composto de produto de campos), desde que
eu conheca a transformacao do objeto sobre boosts eu posso dar esse passo, e o fator que
aparecer sai do elemento de matriz.
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A} _ - o
N SR (S AN CALL W
2R §eddepre> = o A <19y Ae ¢ L
(I YN =
A
. —Js\’(‘-“\'h\ A}
— X_‘ N =
- ?w N c \<Jl|q"“\‘>‘0§\
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Poderiamos fazer o mesmo para o caso y, > x, e obter:

A

4_!L|T§<;’>cﬂcﬁ%\7x\«fa> ~ \wﬂ Delx ““A\V‘\lx\

Ve

Note que, a menos de um fator multiplicativo, obtemos uma “soma” de propagadores de
Feynman com a massa substituida por m,. Para cada estado A contribuindo para a funcao de 2 pon-
tos temos também um “peso” dado pela amplitude de criacao daquele estado a partir do vacuo.

em teoria de perturba-
cao isto seria algo do tipo:  (\¢

Uma forma util de escrever esta soma pode ser obtida fazendo:
=

cnieoqlian <\ I SUP-e) [ a1duy ] Dty Y-
AW
© A

PN = DL 6 S (2 gy o
A

Densidade espectral

= ﬁ f(/‘\l\ DF““&\{V\l\
A

° (representacao espectral de Kallén-Lehmann)
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Vejamos como a funcao de dois pontos se comporta perto do estado intermediario de uma
particula. Teremos m, = m, onde m é o autovalor de energia (para a Hamiltoniana interagente) no re-

ferencial de repouso da partICUIa: estado de 1 particula com momento zero

: e
Y(/V\)\ — (D:\T\ %(/V\l_ \n\\‘)‘\ (<le¢w\l )05\ ﬁg L)W\S(/V\l_h’) W\
st

soma dominada por m, =m
\‘7
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Z_ —> Field Strength Renormalization

Esta massa“m” é a massa observavel da particula interagente e vai, em geral, diferir daquele
parametro que aparece na Lagrangiana, que chamaremos de m,,

yn —> Massa fisica Y~ — Massa nua (bare mass)

Se decidimos definir um novo campo (provisoriamente chamado de ¢'): (1)\ = qs/@

- P YIS v\ ke ~~p e
‘e <R‘Tiq}cq¢ PY> Ay Pl_:\lnee 1

Este novo campo tem a propriedade de produzir uma funcao de dois pontos que tem polo

na massa fisica m, com residuo idéntico aquele que havia em m, na teoria livre! Com uma mudanca

relativamente trivial do campo recuperamos a forma do propagador da teoria livre proximo ao polo
(o polo nao esta na mesma posicao, no entanto).

Em relagao as contribui¢cdes de mais particulas, podemos definir:

S(RY = SR ) Z b T

Z =0 para teorias em que nao ha estado 5) \g .

, . : contribuicbes de estados de
de 1 particula produzido pelo campo na Lagrangiana ) )
(intratavel perturbativamente) 2 ou mais particulas.

Temos essencialmente duas prossibilidades: a partir da energia em que possamos produzir duas ou
mais particulas reais “livres” temos um espectro continuo da massa m,. Mas abaixo desta energia
podemos, dependendo da interacao especifica, ter estados ligados de duas ou mais particulas. Neste

caso teremos polos adicionais em massas entre m e 2 m. Isto nos leva a uma forma tipicamente do
tipo:
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Passando para o espaco dos momentos:
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Que tem a seguinte estrutura analitica no plano complexo (¢ — 0):

I
&
e 17 w2
BWND StmrEg

R VA [Y’.]

Comparemos este resultado com o caso de um campo livre:

S Cém<o | T i O 60\1l0>

I

A

(’)— V\:) ral

Os dois sao semelhantes e fica claro que temos que levar Z para 1 quando “desligamos”a
interacao. De fato, é possivel mostrar que (veja Weinberg, 10.7) :

)

S B 4 =

o

&

’l

f—
—

> + g HCOELS

Q

O que também nos garante que a contribuicao de estados de muitas particulas desaparece

na teoria livre.
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(Weinberg QTF - Vol1 - sec 10.2)

“Polologia”

Agora vamos aplicar um procedimento bastante analogo para estudar a estrutura analitica
da funcdo de n pontos:

*';*ﬁ\'(q”'ﬁ )
CT\., (-PM“‘)QA - <w»c1 ov"lm Z ( b <D_|T{QP(‘<® CADOZQ..Q ¢CYH\E\&>

Especificamente, estamos interessados nos polos produzidos por estados de uma particula (sem nos
preocuparmos se estas sdao estados ligados, ou particulas fundamentais). Considere a seguinte con-

vengéo para os momentos:

N (ndo é a convencao normalmente adotada em espalhamentos
— . .
? porque todo o momento estd entrando e nada saindo, mas
\

P‘; 4 . e
> w
(Jk * n-1 _,D ->_ L= O é util quando quero ter a flexibilidade de tratar qualquer perna
K - como “in” ou “out”)
A~
b 7

Gostariamos de saber o que acontece quando um subconjunto destes momentos fica “on-shell’, ou
seja, definindo:

LA A A J<R £y

2 RS , ;. .
0 que acontece quando c\ = ™My ?(m, éamassade algum estado fisico da teoria)

Esquematicamente falando, o momento q esta fluindo entre dois “sub-diagramas” (lembre que
nao estamos falando de teoria de perturbacao, mas na hora que especializarmos para um caso perturbativo, teremos diagramas

deste tipo):

LF“_\P“) .“Pg/ Froes )
P, Vo —

1 fL = A/Ph = -
(7 q K‘P
N
Ha muitos ordenamentos temporais possiveis, mas estamos interessados apenas naqueles em que os

tempos correspondentes as linhas no conjunto [1,r] sao todos maiores dos que os do conjunto [r+1,n]:

Go (P e = \dhey o dle C{A(MWR%\B
G A CRIT{d dley. . Poed ¥In>
TTN—

- L, 'EOl{(I’OS Iermos';

Yo > \(c’% v, € {\‘4\ .M\YL& % ><htx e,}/\«m\,,_ Qc“& temporais)

»
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% < f\
Agora usamos a identidade da pagina 6: 1A — | >+ & (%\% I; I\ ><\ \

A

mas estamos apenas interessados nos termos de uma particula (seja fundamental ou um estado liga-
do) o resto agrupo em junto com os outros ordenamentos temporais em O.T..

S (ke N
| = Lgﬁu\\ \E, I\ > 1 O

/\ LU \JB 4&2_\ + g(estadosemque}vmudacontinuamente)

>

Entao:

‘\’;"604\'(1“" P\'\YC\X

(outros ordenamentos e outros estados!)
CRITiPey . PNy T bla). . DNt +/\©_.jn\\,

para calcular os dois brackets acima, usamos translacées da mesma forma que fizemos na pagina 6:

’\

Tideaden | <{)(¥m\g: e T M(o)d)ot M <{§C‘< 41\“3 {AM
\/\Q

W en)
<hle =< K;:w;_xq/q\xsm
e >= €y

| ~3N
<DJT£CPOLD <(§(w(m\\3[\m>> = <SL)T£<P(05 4)%\\‘,0 C(SC“\R\\S\ NS € o

=Lp

Da mesma forma:

< \TEbed.. Ay > = <HTLOO bt Ayl n»@vmy
N >
b&'\ o %» Kru—\ /ﬂ:r&s SR E‘Ef

Note que fizemos uma translacao de x, em uma parte da expressao e de x,,, na outra, faremos esta

mudanca também nas integrais:
1 4 { & i A 1
g& Ly Ok%\ — g‘qu AKVM 3\*63 (\l\&\A\Q\MLMAV\N\
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Nas exponenciais, fitamos com o seguinte:

;(()4\'(1"'?\\%\\ hif\@++‘)&\\(4 (F’I‘*'\‘\' . ) PXY’I‘H \‘614'"'*?’1\16&#"“*) ml"‘ﬁ\“ﬁv\\]
[ — C
[N o e e e

T N - gy

Yt [ uh"v g ﬁ\\( ey

(R rmuw(auv _r%ekbq,r[ﬁt,, «quz,,m(fﬁ.wdm.‘.(?Ad“\

Obtemos portanto:

—
i me)
N
[l
" D
=
_j\
e—
<
v
X

A

(Vrn R Py = g c\*& c\j\&\ <9_\T£cp(oﬁ (P%\w 4)(\“\\&\ N C);(P*Vt\ﬁ""*%“\

n-n

: RSN
G ( L3y Y\\ — KMM <MT£¢[® Ci)(ﬁm\ CP(%Q\ n C L |

Lembrando que:

NS [ I
()j\ﬁ F>*N+»6

Podemos colecionar todas as exponenciais em x, e X, € integrar:

g{ﬂﬂ E_L()V(r\ ektﬁ’r“.%'ﬂ{\\(q _ (QK\T? Sﬁ(f‘—@h”{-ﬂz\“

e, € e NN C R

De forma que:
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o X A PR P . B Y
G—“ U)M--‘)me = L (ﬁ\j (rn ( )TNy 13 F}—\f\i)fr»ﬁ A ﬂ(P) M:)‘u)(:\\ X
A
b ('A/WB 8 (\D_<ﬁ+ +P’1\“ 6 (.\o +(Frt+q% ’\PV'\S\ 40\ =
P=Fi+. .+, =9
4 A R
:(if\\\JS\ 6 (P« A + P\-\ 3 Z (rft U)PM \sz N - N (J{‘Q(T) Mlyw]()v\\" \
N 4 — MG

Que reflete bem a estrutura que estavamos procurando:

~ .

SO

- ?@V\
Gr & .

e mostra que temos um polo em Gn toda vez que a soma ao quadrado de um subconjunto de mo-
mentos passa por uma das massas fisicas da teoria, desde que as funcoes G" e G sejam diferentes
de zero! Esta condicao é importante, tomando G8 como exemplo, é necessario que:

OTEOD) B > # 0
Deve haver, obrigatoriamente, uma combinagao de operadores na teoria que crie o estado:

B> = 01 Gy AL

e este estado deve ter uma projecao diferente de zero com o estado de massa m,:

3> #F O

o polo vai aparecer justamente na funcao de Green (e no subconjuto de momentos) que tiver esta
combinacdo de operadores (a situacao é analoga para G")

Imagine que estivéssemos falando de um espalhamento 2 — 2:

NN
=7 ?@ Y
G C%_R
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E que a teoria permitisse G* e G ndo nulos para algum estado intermediario deste tipo. O polo
se manifestaria como um aumento enorme na secao de choque:

QAN

P
>

E esse “pico” que usamos para descobrir uma particula. O importante é notar que a existéncia
da particula necessita apenas que exista uma combinacao de campos para produzi-la, e ndao que ela
tenha o seu préprio campo na Lagrangiana (é claro que o caso mais simples é quando a combinacao consiste em

apenas um campo com os numeros quanticos certos para aquela particula).

Ex.: a QCD produz todo o espectro de Hadrons (embora nao seja trivial obté-lo a partir de uma Lagrangiana com quarks e glons)
e em particular podemos expressar o Pion em termos de uma corrente de quarks:

; indices de SU(2)

constante de decaimento do Pion S pEa — WP Q° L«
= g
\/{ (%/ﬁ/—o )23 () = Q{L\ \8 \ﬁ ;\_ \S)q

W W Ty
<) " (xg\ﬂtp>>:\;pp?§ e

—
L» estado de 1 Pion de momento p \V = WB
X

“corrente” de quarks

N\

A matriz S e a formula de reducao LSZ (Lehmann, Symanzik, Zimmerman)

(Peskin 7.2, Ryder 6.8 e 7.3, Weinberg QFT - Vol1 - sec 10)

Note que até aqui s6 olhamos o que acontece quando em alguma parte interna do diagrama
tinhamos um momento on-shell (isso é util porque podemos aplicar tudo a subdiagramas que tem as pernas “externas”
off-shell). Vamos ver o que acontece quando usamos estas ideias com momentos externos “on shell”.

Considere: Ol {Cbm\ . CP(K“:A\\S |\ 2>

Vamos escolher um dos pontos acima (que chamaremos de x) e fazer a transformada de
Fourier nele:

P e ) Th e dy L bEaO) >

=Q T+ T
ye = SR N N
I, > ¥=2 > T
Tr Y -
T L AN
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Na regiao | o tempo X é maior que os outros, portanto:
= S —
3 N S _,\_P X —_
g e gu T i g TIh Y L Y e

T

PR 5 -
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. (=) Q Para garantir convergéncia
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> <>‘(’\ —\{/<(>CZ1\ oy (PCZV\H\X l_SLB:

ﬁ\Qrésuprimido no que segue, ja que proximo ao polo éigual a1
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Esta € uma fungao de p, com singularidades em todos os pontos E,(A). Se estas singularida-
des sao polos isolados ou cortes vai depender da teoria especifica. Vamos nos interessar com o que
ocorre préximo ao polo, que equivale a uma particula de massa (fisica) m.

dominado porA =1,comm; =m

P A v;—(w\—_ (€ore (re-Ee)
1 E

L\~ \01— Y = QE_P(FG_EFB
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o 2T bl PN L ¢EaD} 1>
> estado de 1 particula com momento '|5°

wfe b Zerlifpey.. dEanyies

i Pl .._.YV\X r A E,
i < n| d)o ITSB\/D estado de 1 particula com momento zero

este simbolo quer dizer “tem polos iguais a” (estamos desprezando os termos finitos)

Se fizermos 0 mesmo para a regiao lll, veremos que

fo e ) Th e dy L bEaD} >

o ol e
i

A regido Il ndo possui polosem % — Ep ou (o — - Ep setentdssemos o mesmo procedimen-

to chegariamos a algo na forma: ,
S A

?" _—t—’u-r* Ew

Gostariamos de continuar fazendo isso para todos os outros campos dentro do produto
temporalmente ordenado, mas temos que ter cuidado com o isolamento das particulas externas. A

forma de fazer isso é voltar na pagina 15 e, ao invés da transformada de Fourier, usamos um pacote
de onda estreito:

S — ' . . —
A X, —4P-e 3 A Yo =k -
G P e S P VI P e \{)Uk\

TN e .
\P(J’CB - distribuicao estreita centrada em f)b (voltamos a transformada de Fourier se fizemos
esta distribuicdo virar uma delta de Dirac)

Esta pequena indeterminacao no momento da particula associada faz com que ela fique
com a posi¢ao contida em uma regiao do tamanho deste pacote (de forma que ainda faz sentido olhar cada
perna externa perto do polo de UMA PARTICULA). Retragando todo o raciocinio acima teremos agora:

i Ph g A~ 2 ] Bl | TIPEN . @(%\}lm
(N AL p° - GO FAE

A

L\ Pk L N@D (2T« TipeEN L feudn>
p“.pEr ():“.\\ FL_W\L+&E PE(P&'})E\
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s 4. Y7 Y/ . — . s .
Na pratica agora o polo “anda” conforme variamos k, ou seja, o polo de uma particula virou
um pequeno corte cujo comprimento é a largura de (k). A volta ao caso anterior é bem definida con-
forme estreitamos (k) até que vire uma delta e o corte volte a ser um polo.

Se fizermos 0 mesmo para todos os pontos na funcao de n+2 pontos da pdagina 14,
obteremos:

nt+x o~
i } (L\BDL‘ yw; (—;L i VKKP. (0?’\ < (1| T{C(S(“q\ e Cf) (\(v\+—>_\}\_j)_>
@y’ s
A=
N
De novo temos trés regides: 1T \| jg_ ! - D \,(i
T 0 T
: \

sobreposicao maxima dos pacotes

Se tomarmos os tempos que dividem as regides suficientemente grandes (para o passado ou
futuro) podemos assumir que nestas regides ja nao ha mais sobreposicao alguma dos pacotes e di-
vidir cada uma das integrais anteriores em trés regides, assim como fizemos antes. Mais uma vez, nao
precisamos nos preocupar com a regiao I, pois as integrais nessa regiao resultam em funcées analiti-
cas. Pensemos nas regides | e lll, e no caso em que s6 “empacotamos” dois campos:

—_—

0 Q
g €L

RV IO Cf) (e = < Q1T 5 GG GO Ty - g, e

/%
S_ﬁ J))K /) i \ (jQL ‘)\e DRV
L dwr € (&
(J:\T\‘ AEK A= k{)*(_‘i\

\ A Qmy

¢ < 21 THOOG OOYINS L AT deey - e, N>

Q\/—J

E aqui os pacotes de onda se tornam importantes. Como este estado tem que ser aniquilado por
campos que sofrem a restricao de sé serem diferentes de zero em locais isolados do espaco ele
tem que ser composto de duas excitacoes distintas e isoladas espacialmente. Neste caso podemos
fazer a aproximacao:

Z_ &— _Léﬂ\-\z(b(‘(btﬁbt}\kl}\“> <Ak) _
Aoy 2Pk

— 5 3
:2 A_&_ -—L Aﬁ(ﬁ; _/L— <ﬂ\4)(14\l/g(‘> CR\¢(X}\\/\&1><>VM >\Vz {
My oy b , (x7) LER, >
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Agora podemos separar a contribuicao dos “polos” de uma particula (que na verdade agora
sdo pequenos cortes):

pY

_(T(({?LT‘\; c)“wl @;(?.: L \P;ﬁ (”?i\ C_f)_l TZC{S("A\ C e (f) (V‘v\+>_\}\_ﬂ__> ~J
. I
A=

= \EA o
~— _(T (‘m 9.5 - 28 b [TF ey P M

P4‘DE“ (T ﬁ v~ KRS
Fox“’ Er&

A=A

Para voltarmos em estados assintoticos de momento bem definido, basta tomar o limite
em que os pacotes viram funcoes delta. A expressao acima se torna:

/l\ \ (f’« AN +-»E,\ ou (:/: Ticb(‘ci\ ‘P(\(“ﬂ\} \--Q—3

Finalmente, podemos fazer o mesmo para as funcdes que restam (colocando-as na regiao
lll - passado) e vemos que o termo mais singular de:

VS

T)_(m& Feo 0 ) < Ly § SN~

- o
~ 3 ( \ e |RIR). =
r«.—‘f\\ + & ouT IN

contém em si elementos de matrizde S

Resumindo
— propagadores
< N \2({5(“0 o 4)(‘“&\} > W completos <55
acotes de onda
Lp ,>¥/ o T volto ao pacote estreito

termo mais
singular

g“_a}f»-\P@’sd > 22, g " \P(Na b
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* se pudermos inverter a ordem das duas operacdes indicadas, fica bem facil obter os elementos
da matriz S. Na pratica esquecemos todo o caminho que envolve os pacotes e calculamos o
correlator da teoria interagente no espaco dos momentos:

12

\\‘\‘_ T, t‘ 2 W % ¢ %‘@ < \2({5(%\ q)(u\\(#)%\\ ¢(\XM\}\_IL>

A =

N _ ~ )
u/\/ \\‘—@« ‘I—(@k ) <F« V“]S\DL1

™ By

(eqg. 19.1)

ai basta olhar a funcao resultante na regiao em que todas as particulas externas estao “on-shell”,
perto de seus polos. O coeficiente do produto de todos os polos é o elemento de matriz S.

De fato, a posibilidade de fazer esta inversao foi provada por Lehmann, Symanzik, and Zimmermann
e a equacao 19.1 acima é conhecida como Formula de Reducao de LSZ
ps: no caso de particulas com spin, teremos fatores tais como us(p) acompanhando os propagadores, neste caso temos tam-

bém que separar estes fatores da matriz S, multiplicando por polarizagdes que projetem nos estados de spin finais e iniciais
do espalhamento que queremos calcular

ps2: também temos que lidar com o fator \E podemos identificar quanto ele vale na funcao de dois pontos de cada
particula e “separa-lo” junto com os propagadores para obter a matriz S

Importante: note que o fator Z e a massa fisica apareceram neste desenvolvimento geral, mesmo
sem termos identificado qualquer divergéncia nas correcdes radiativas. Suponha que estivessemos
trabalhando em poucas dimensodes e as integrais de loop convergissem. Teriamos que introduzir

Z e uma massa m diferente daquela na lagrangeana (m,) de qualquer forma.

1
Note que se definissemos (assim como na pagina 8): <D = Cb/
&
removeriamos todos os fatores {? da férmula LSZ, de forma que este novo campo também tem
propagadores para as pernas externas idénticos ao de uma particula livre (s6 que com o polo na mas-
sa fisica). Essa redefinicdao, no entanto, ndo significa que podemos simplesmente ignorar o Z, pois
este tera outros efeitos sobre a constante de acomplamento da teoria (que veremos mais adiante).

— \

Field and Mass renormalization
(Peskin 7.2; Weinberg QFT - Vol1 - sec 10.3)
Vamos agora relacionar estes resultados com o que obtemos por meio de séries perturbati-
vas. Considere, por simplicidade, a funcdo de 4 pontos completa e conectada (uma vez que diagramas des-

conectados nao contribuem para os elementos da matriz S): \64\\\ ",

B .
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A funcao de quatro pontos no espago dos momentos é:

A BT
T (e 65 X Ity € *m CRIT g g $uali
=1 ,'A:'\

estou pensan-
do em uma teoria
com um unico vér-

tice:

Mas é sé para fim de
ilustracéo, o raciocinio
é geral

Isso pode ser bem complicado:

— —— comisso agrupamos todas corre¢cdes que
O s6 modificam o propagador nestas “per-
~
1 Y, ‘6*

nas”- os Propagadores Vestidos ou

et “ Completos

Resta a parte que modifica o vértice da interagéoﬁ/
que chamamos de diagrama Amputado

Pensemos primeiro na estrutura dos propagadores:
_()_:_/——f--+»Q—-j>— —D__Q_Q_ﬁ—%(i 1&3—%’;

Podemos dividir as correcdes em dois grupos:

o— = —— 4@%?_“_@_ O o e S

One Particle Irredm%duaue

1P| 1Pr
Se definirmos um objeto que coleciona todas as correcoes 1PI:

— (\/\l CPA\ =
fica claro que as correcdes 1Pr serdao dadas por: —l— + +..

\ .
e que estamos re-organizando a série perturbativa: L«7: @U"\ + @L\\\{— \90\ \Jr . UCO: L\
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Tome uma teoria escalar: D{‘ = 1?3“4) D»d) = %4)1 — \1 (¢\

a funcao de dois pontos completa pode ser escrita como:

ARV <111J§F{¢03<$@5}Lﬂ:7ﬁ‘”“:: O -

J Y . b\ .

—_ A : ("‘ - - — (*f\/v\ N (‘A \ N +...=

‘Pl_m)éhc ¢ ‘“" P—™ao ¢ =T P;—‘M’o_ p— NS

L—D suprimido por enquanto

- . R "L -~
=_L\“<1+(—U‘\\ F =M _~ (am) ~ .\ =

N N a \- 2 ~

P —ma P—‘Mo P~ P—" 0

A N A

= Pl—r”\% '\ - L — b} 1 BN 3

O propagador completo é dado por uma funcao complicada, que envolve a auto energia M.
Conforme a discussao das pags 7 a 9, sabemos que para uma teoria perturbativa teremos um polo de
uma particula na massa fisica, com a forma:

'LZ

p—

A ~J 3+ (funcao sem polos'\
2

P -wa —MNE  EE

O que nos diz que a auto energia deve ser responsavel por mover a posi¢cao do polo e mudar seu re-
siduo. Sabemos também, que uma redefinicdo do campo faz com que este propagador tenha resi-
duo igual ao da particula livre (0 que nos livra do Z), vamos entao escrever a Lagrangiana em termos
desse campo renormalizado ¢,:

A
6¢ w&zhy3“§v}:ﬁh

(eq. 21.1) (eq. 21.2)
Ci::%f¢%¢~DL5}_q(¢3=
2 O 0, 4 — %( mn>c\>n NG

~— V4®5
el g RS L
o -y,

(a definicao de dm, foi
escolhida para produzir
esta forma conveniente)

A
3
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Assim como a massa de ¢, aparece em um formato “canénico’, gostariamos de fazer o mesmo
para o termo cinético (como sabemos que o propagador tem uma forma familiar, isso deve ser possivel). E bem facil:

Z= /)'\‘SZ (eq. 22.1)

3=
,J f\-j\__j N < « m]_ 3
R A LA T = =3 -

2 Go 2 dT 4 20 0.4 D N (00

X

L 4

L

Estes sao camados de CONTRATERMOS e note que nao mudei o meu modelo (Lagrangiana), ape-
nas estou escrevendo em termos de novas variaveis. E a MESMA LAGRANGIANA.

Na teoria livre: 2 =1 &> 52 =0

Logo 8Z e dm? dependem do acoplamento da teoria, o que justifica inclui-los na parte de interacao.
Assumindo que faz sentido fazer teoria de perturbacao neles (veremos mais adiante que faz) entao
as regras de Feynman nessas variaveis sao:

P .

d - :
—D o——0
0 P“—wh,ke

g’n j (X;f dﬂd)“ a’q)ﬂ}—e X SZ‘ \BL P

) N = T
(‘B’C—(meB — -4 O

Vi (CDQX — depende da interacao (chegaremos 1a...)

Segundo minha definicao de propagador completo (acima) estas novas contribuicdes sao inclui-
das nos diagramas 1PI:

{}:f+++---_

A

pl—\m:— R(?’\

. L
= 1’\‘).~ + 1N;~(‘RNN\\—N§+‘“° =
Pombe  pPlang Plomhe

Calculado com a“nova Lagrangiana’, mas nao vou batizar de
M, para economizar notagao
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o 60
= —— -
d)‘\/\l\1 = }u( P 62“8““\-\ *N[\[\t\mr

Para fixar os contratermos de forma que facam o seu trabalho temos que impor as Condicoes
de Renormalizacao:

(eq. 23.1)

2
(1) m? é a massa fisica: Pl__ "~ — [\/\(Pl\ —O

(posicao do polo) N

N
[\{\1(\“\1\ — O (eq. 23.2)

(2) perto do polo o propagador se comporta como: M .
(valor do residuo) U = P)‘\W\{
Py
Fazendo uma expansao préoximo ao polo:
Pz‘ ~ oY = - /\&U)B/"— ('] - _SWP% (P= Y + @(F-m“\k
\’\\_{E(\ﬂl é(’l ('x_ -
S =
-1
N [D;D‘('\L N Z’,— )W(pl> \
A Q’ A CB P;_ r'\gf"\"
P = — M) Pim
ISTTERN M =0
/1= 31 \ = =iz
O p>  Jree P Pz (eq. 23.3)

(valor do residuo)

As equacoes 23.2 e 23.3 fixam o comportamento do lado esquerdo da eq. 23.1 perto do polo,
e nos permitiriam obter 3Z e 3m? ordem a ordem em teoria de perturbacdo (uma vez que tivemos
calculado os loops, é claro):
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N\l[PlB ~ ( prIR -0y + DL\ooP l‘Pd ) (eq. 24.12)
Pl 32 — v = /V\‘T.QGP(PIXX IR
P=m (eq. 24.1b)
b P;\PEP) = -2 *ALP‘ M:ocP (’W (eq. 24.22)
3E = ()3_1 Mo U’*{}
e pr= (eq. 24.2b)

Na pratica, a forma que usamos isso é fixando de 8Z e 5m? de forma que um polindmio do ti-
po (cy+c, p?) aparece do lado lado direito das equacdes 24.1a ou 24.2a com coeficientes tais que acon-
tece um cancelamento entre contratermos e loops, removendo de M?(p?) os termos que violariam as
condi¢bes de renormalizagao (23.2 e 23.3). Obviamente se houver termos divergentes nos loops estes
terdao que ser eliminados, uma vez que as condi¢des 23.2 e 23.3 exigem que o resultado seja finito (de
fato, no esquema de renormalizacao que usamos acima, o resultado é zero, mas este nao é o Unico
esquema possivel).

Note que, como todas as contribui¢des perturbativas para a funcao de 2 pontos envolvem
loops, 8Z e dm? também sao zero a nivel arvore, eles estdo intrinsecamente ligados aos loops. De fato
tudo que é calculado a nivel arvore usa o fato de que os propagadores nao sao corrigidos naquela or-
dem.

No entanto, devo ser chato mais uma vez e insistir que provavelmente também renormaliza-
riamos uma teoria em que os loops fossem finitos, sob a pena de descrever nosso sistema em termos
de um parametro m, que nao é a massa fisica da particula observada, e cuja relagdo com a massa fisi-
ca deve ser corrigida ordem a ordem em teoria de perturbacao.

N\

Func¢des de Vértice e Renormalizacao de Acoplamentos
(Ryder 7.3, Peskin 11.5, Cheng & Li 2.1, Schwartz 15.4)

Voltemos agora a funcao de 4 pontos completa definida na pagina 20. A discussao acima
nos diz que a funcao de quatro pontos tera o seu termo mais singular na forma (antes de qualquer renor-

malizacdo. Estamos pensando em teorias perturbativas, com as linhas externas sendo estados de 1 particula “fundamental”):

WS Y.
le_ - —-

termos regulares

onde, do lado direito, resta apenas o vértice e suas correcoes (diagramas Amputados)
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Comparando isto com o lado direito da a formula de LSZ (eq. 19.1), reconhecemos os produtos dos
polos e vemos que a matriz S deve ser:

<0 RISVl h>= 27 /i

. 25.1
L, ’, (eq. 25.1)
N R W «':7_.,[5‘
PulSTh, > = ( A ":
Os fn

Da mesma forma que fizemos para o propagador, podemos também definir uma soma para
todas as correcdes do vértice (por exemplo em 1.%):

7 ey = 8+

Note que no caso da teoria Lp# temos um vértice com 4 pernas externas e na QED com trés.
Podemos também (em ambas as teorias) definir uma funcgao de vértice para duas pernas externas (

que é a auto energia definida anteriormente com M? no caso escalar, aqui usaremos uma notacao geral para outras teorias ):

TTY (p)y= ¥ r S+

E importante notar que, a menos de constantes que definimos diferentemente de teoria para
teoria (acima incluimos o acomplamento A de A¢* dentro da definicdo de T, ao passo que para QED deixamos a carga fora), €S-

tas funcdes de vértice sao as mesmas que definimos em TQC | geradas pelo potencial efetivo I" (veja as
notas de aula de 2022, pgs 177-180, e video 25 da playlist TQC | no YouTube - com o cuidado de que ali fiz tudo no espaco Eucli-

deano, a versdo “Minkowski” pode ser encontrada em Peskin 11.5 e Ryder 7.3) .

O que queremos agora é discutir que informacao podemos ter sobre estas fungoes. A discus-
sao comeca a ficar dificil de se fazer no abstrato, entdo comecaremos pensando em Adp*:
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[=1{a0y -3¢ &d
Sy pY 1!

Um espalhamento 2 — 2 sera dado pelo elemento da matriz S:

g o .-
Que pode ser facilmente reduzido a (basta remover poténcias de 21 e deltas de momento de ambos os
lados):

/\/\/\ (S)—h)\} = )~ z‘ P(S)—h)\'\/\

Onde ja explicitei que as fungbes M eI dependem de apenas trés combinagbes indepen-
dentes dos momentos, que escolhi como as varidveis de Mandelstam. Sabemos que em primeira

ordem de perturbacao (nivel arvore):
w  —Z \
dem d _ 00 :
pZ:tuerrEagZo Z - /] P +®L\\ /\r)\ = T A /\0 Al @(/\30\

—

‘—1(1\ _ _—>\O

Se esta fosse toda histéria, a coisa fica facil, basta fazer um espalhamento com qualquer
combinac¢ao de energia e momento e medir a se¢ao de choque e usar o resultado (TQC 12022 - pg 79):

A‘i' 3 lMll L(_)—_(I;N\ /\l

qQ

d-SL 6y T s> (T o

|

meco (LU’ obtenho diretamente \
{s,t,u} d_T]_ —V /\\ b Q

A coisa se complica assim que vamos para NLO:

M= 220 (T P00y )=

_ _’,\,ZLXD 2 .

lﬁu?%%)kq; (=Y P(s;c)\x)

' TS
. [\)\(%,‘C)\'\;} — ZL L_ L>\0 4 LP (S)J(,,\.\\ (eq. 26.1)

(lembre que Z também é funcao de A,)
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Agora, atribuir um valor para experimentalmente sé me permite atribuir para A, um
valor especifico para aquele arranjo (leia-se, para a combinacgao especifica de s, t, u em que foi rea-
lizada a medida, e para aquela ordem de perturbacao):

meco ()\v obtenho solucdo
{s,t,u}f cLTL — N “gezr Y /\0(5)153\)

O que fica ainda pior se as funcdes de um loop forem divergentes, pois isso pode intruduzir
escalas novas no problema (quando tentamos controlar as divergéncias colocando limites na valida-

de do nosso modelo), de forma que:
'P(Sl BNy P (&,t SN
/\0(9)%3\’\13 — /\Q(S)Q,\'\* ‘;U\wl}
Um ou mais novos parametros {\A

Nossa teoria nao pode depender destes {A} porque eles representam nossa ignorancia sobre
0 que acontece em escalas muito maiores ou menores (de tamanho ou de energia, por exemplo) do
que aquela que estamos descrevendo, mas A, certamente vai depender deles. Queremos uma cons-
tante de acoplamento que seja um numero, representando a intensidade da interacao e que possa
ser obtida de uma medida feita nas escalas que estamos querendo descrever. Por isso definimos esta
constante de acoplamento renormalizada como o valor obtido diretamente de uma medida em uma
escala de referéncia (com valores fixos {sq,to,Uo}):

(2
- X /\_: M /\'\V[SQ)-(:Q'\}%\:ZL - ;‘>\0 + LP Mo\ Sq )tox\ko'\{/,\wi\}

- A .
Esta condicao define a constante de acoplamento fisica e exige o cancelamento
~ 7 . /
de parametros ou escalas nao fisicos deste lado.

P
A= = /\D _POJ(S")-&HU“"S

Que de forma mais geral definiremos: % \/\ = \ . 2> _ >«

(eq27.1)

incluindo correcdes de qualquer ordem

I = T 5 0%)

a previsao que sai daqui é que elementos de matriz“medidos” (por abuso de linguagem, o que meco é a secio
de choque) em pontos diferentes do espaco {s,t,u} terao valores diferentes. Além disso, qualquer dife-
renca entre duas medidas fisicas finitas dever ser finita, e portanto: . o

IR A

~~—— O\
M[S4 )-t1.\"1\ “‘}\/\ (So/_ho\k\/o\ =~ %( /\\ S s-t*) M"\
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onde g é uma funcao que posso obter se calcular os loops da teoria. Portanto a TQC deve ser capaz
de prever como M vai mudar quando nos afastamos deste ponto de referéncia. Note que este é
um efeito novo que sé surge apos a inclusao de loops na teoria (ele ocorre além de outras possiveis

dependéncias em momentos e energia, tal como em teorias em hé interacdes envolvendo derivadas na Lagrangiana)

Na pagina 22 implementamos a mudanca para as variaveis renormalizadas:

O{:%bcpb.,d%%cp_\ud?\: p-7'¢

= —}8"“3&2),% _Y{‘}qb-')b_ + % Ay 9, &, _Eﬂé—d)")—— —\{“(’Qq‘\

Agora fazemos o mesmo para o potencial:

\/C¢3=—§%¢q %{D Na ()= Z 2 ¢

Y\ E 1\ L

Ay

4=z

O que nos da duas regras de Feynman novas:

\IIL(,CDFL\—D X — —h>\ = —}v5>\

nos permite re-escrever a fungao de vértice:

;E = ><+>X<+>Q<+Ei+%/ o

)

—_—

e consequentemente calcular o elemento de matriz (que nestas varidveis nao tem fatores de 7):

(>
M DAY = —o - LT

(eq. 28.1)

Mais uma vez, temos uma condicao de renormalizacao para fixar &), neste caso a exigéncia de
que em um ponto de referéncia {so,to,Uo} medimos A:

[\/\_: ’X - ‘)—1(,8‘3){(9)\&05

(eq. 28.2)
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(2)
(eq. 28.1) —| ) —*/\ = —)\ - DA + R (5036‘31\)"5

1)
. LT AR G

(eq. 29.1)

Onde mais uma vez vemos um cancelamento entre contratermos e a contribuicao dos loops
funcionando para definir um acoplamento “fisico” (em um ponto de referéncia), além de cancelar
eventuais infinitos que estejam nos perturbando. Sabendo o valor do elemento de matrizem uma
escala, podemos entao obté-lo em outras:

(A\) )
MEED= N+ [ (555, < 195 40

M(S:Jtux\hx - M [S’UJGMW\\ — EI(AB(%)JCM‘“Q — Wx&(%;h) “w

‘_/_\/\/
F\N\TO \

N ———

Ad%a um loop, Reqularizacdo de Pauli-Villars

(Peskin 10.2, Cheng & Li 2.3, Nastase 33.2)

Resumindo o que ja obtivemos para A¢*:

pg 28 eqgs. -

21.1,21.2 R L

o{_“ 1XJCISZ)d)*"")o 4)1 A \‘_“/ 221, 27.1 z=143Z  Qh=A2 -0
B I ——T(‘] — 4

[/]
g1 szzﬁgb M= E -

R

_’/] _ 4 ) L 4
R R R K 1

com os contratermos satisfazendo as condicoes:

(24.1b) S S . [\/\l ( 33
I} &% - = = LoaP ° }‘Q:\h"

(24.2b)
ST = l»_f‘\_}w/l
Ke for= w2
(29.1)

M
8>\ = D (Sﬁjw)és‘t,k}=zsofto,%ﬂs

(vou suprimir esta notagao “r")
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— O Y
Temos portanto que calcular a primeira contribuicdo com loops para M\ }< [

B P LY

@ - X+ YO+ g+ D &
N——"—
uma vez que o contratermo tem que cancelar parte da contribui¢ao dos loops: L,, (Dé}\l)
< W VRGN
- "/\/\ - M
/\/\

: _®_+/\ﬁ 4+ OO

Vamos comecar com esta ultima.

Funcao de dois pontos

Queremos calcular o seguinte diagrama:

P.DQQW% = o )\ dk ~

LAY powyae

Fica facil ver que esta integral diverge fazendo a rotacao de Wick (TQC |, pgs 38-47; TQC | video 6; e revisaremos

em breve):

D= wley o5 B=p-F =-Jo-K =g
h = dldby O, 4k = Cdly. dlk, = 1dh

.P_p@% = M Qe =%%mc 1

2 )ATY —p R ye (WY kebcio, g L

w““,: —> Medida de integracao em 4D Euclideano (posso escrever em coordenadas esféricas 4D):

1he |
f €
ikﬁ SIN(W SNC®) Cas(d), kg SN (WD Sin(ey sNDY Tee SiN (L cosle), ke Cos(wy)
ke 20 osb< W O<w,B<YY

he

I

Ve = ke b AR, A%, = sudw) sin () A dwde
gmfw‘

M - I .
)\ %(\kcﬂfaclﬂa 1 Suzﬂa‘;:um {,;xlguzkﬂ
X T L A =T 2 IR LR A

bo) (@]

|
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Fica claro que o limite superior é problematico, nesta regiao podemos desprezar a massa e
o integrando se comporta como 02 / , logo:

. 2L
P “%k _ Lim :~_>‘<_A +...
JL = Nwe| 16T X
I—v termos finitos ou menos “explosivos” do que A

O fato é que a integral tem um numero grande de poténcias do momento no numerador, quando
comparado ao denominador (para isso nao divergir pelo menos como um logaritmo, deveriamos ter uma potencia

n+2 no numerador acompanhando uma poténcia n no numerador):

= =)
s ) e
N ke P ke

O processo pelo qual modificamos a integral para obter algo finito, mas que obviamente volta
a divergir em algum limite, ¢ chamado de REGULARIZACAO. De fato, acabamos de fazer isso, quan-
do escrevemos:

=2 N (note que estou suprimindo o Lim A — oo,
pois vou continuar manipulando a expressao

. e 3
o S e ke —_D =z~ A S Ahe k- e s6 tomar este limite mais tarde, quando supos-

1(,’“'1 }2;{_\,-,{- 1&’“’1 }Z;'\'\”':. tamente ja o terei eliminado o parametro de
observaveis fisicos)

esta é chamada de Reqularizacao por Cutoff. A razao fisica pela qual esperamos que isto dé certo, ou
seja, de que observaveis nao dependam de A, é que estamos alterando nossa teoria apenas em esca-
las distantes de onde a teoria é valida. Podemos pensar isso como se estivéssemos alterando o inte-
grando da seguinte forma:

JA) 3
LB

e (@ B €N
~~D

@) p(E >N\
_ > b

A =
se conseguimos uma descricao que nao depende desta fisica ULTRAVIOLETA entdao deveriamos con-
seguir eliminar A olhando os observaveis corretos. Esse cutoff mais simples tem o defeito de quebrar
a simetria translacional no espaco de momentos, o que pode atrapalhar muito se tivermos que conti-
nuar manipulando o integrando. Entao utilizaremos uma versao mais sofisticada de cutoff, a Regula-
rizacao de Pauli-Villars, que consiste em fazer a seguinte modificacao nos propagadores que apare-
cem nas integrais de loop:

A Pauli-Villars
) - +
B -\ +46 Q¢ VY 4iE 2\ (\a—«@

(eq. 31.1)
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Note que se os coeficientes a, forem negativos, e A, >> m, estarei subtraindo propagadores
no UV. Ai basta escolher um nimero suficientemente grande (junto com valores apropriados de a)
para fazer a integral convergir. Vocé pode arriscar uma interpretacao disso em termos de particulas
novas a altas energias, mas note que o cancelamento nao é muito facil de se obter (particulas escalares
teriam que ter a estatistica fermidnica para ter esse sinal negativo). o) importante é que temos uma modiﬁcagéo dos
integrandos que altera o UV, mantém a fisica a baixos momentos inalterada e nao quebra a invarian-
cia translacional da integral. O limite que recupera a integral original é:

/\‘N‘b%

No caso que queremos resolver, precisamos obter uma poténcia igual ou maior a 5 no deno-
minador do integrando. Isso pode ser obtido com a substituicao:
/ A oW 4N
—b + +

2
B - vie R*-rrie  R*-Nrie  R-Nrae

/)-I— 6\‘\"‘ Qs
925

(s6 conseguimos poténcias pares deste jeito)

&

Que no limite Qj —9 D C\ml<</\1<< Lelx >

A soma dos trés propagadores é (posso fazer ¢ — 0 no numerador):

(1+Q,+ ) e [6‘1("‘1”\:\*’ CNERY +’\'11+[\QQ + f‘\l(("l[\:-* O\s,\x\*/\}[\}x
(931 —rr g (R =Nr ) (R - Ny a6

Como nao quero também ganhar poténcias de momento no numerador, escolho ai satisfazendo:
04 = l'\l;)\_llg
N =Ny
[&1(»\1+I\:\+Ql(v\l4—l\f§ +l\;+[\;\}1 Q) . TN
NN

4._.

(’1+Q4+Ck1\3©

L
NENFGNVENN, = (N ) (N = =)
™M<L< I\ 4 << N\

De forma que, finalmente: N 5
1 (/\1‘sz (/\>~\/\L~B

—

B -3 vie (k> -+ 26 (R ~Nr ) (7 - Ny 26)
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Como os dois As sao arbitrarios, posso simplificar fazendo: /\1: N, = /\

I.‘
{ /\

‘D§-\,}+xe o

(> -+ 1) (R =N+ e

Note que o que estamos fazendo é um cutoff “suave’, temos trés regides onde o integrando

se comporta como:

@ L <<\ ;L‘m Je v\ CILY e > A
f | A : oA
V) | A E N )

ou seja, a fisica a baixos momentos ndao muda, mas eu “corto” o UV:

Integrand
) I (\ original
) [l) | ’EX | (mx
| |
i |
) : —= bpy
B 2 6 8 10 12 14 k
finalmente:
PR PN ! 1 2
Lo = ek O (ak \
2 )LTY Eadvie 3 MY (g (RN g}

(eq. 33.1)

Que nao parece uma integral facil de resolver. Felizmente ha todo um ferramental desen-
volvido para resolver integrais deste tipo, que veremos a seguir, mas antes vamos aplicar a mesma

regularizacao a funcao de quatro pontos:

Funcao de quatro pontos pontos

I
= O 3+ X
Ak ok
N 1 aY
% — SO ‘L\’LL- ~ ~

A N (@ (1 %2 4 he) [Py - vre )

+ (eq. 33.2)
PE Fq"'P) ——UP:S
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. ) ()
Algumas coisas que podemos dizer sobre r's ¢

. () O 3\
(I) E uma funcao escalar de p e, como nao pode depender de k: PS = ‘;( 5@9 B = E‘ (3\

Ry (formalmente tenho que “Wick rodar”
~ 95.,5 para o euclideano, entdao imagine que
(Il) Edivergente, e diverge como: @ fizisso direito e cheguei a esta conclu-
Sao)
~y L(D(._,., AN
) o
y
f\“)za (eq. 34.1)

Os outros dois diagramas tém expressoes idénticas (s6 muda a definicao de p):

QA /vl? \gl /00?'1 }E
K1 i P=h - (P, PRk
P, PL_: t 2 PL-: U
S, P

Entao podemos eliminar a notagao inicial e escrever:

S S A PO N (Y = G
L= == (A

E bastante util escrever a série de Taylor em torno de p? = 0 para esta funcéo:

r;(‘f-): gd’o_\.gf,l f .. 4_‘94*“ (P‘XY\_\_”_ ;
N "
\, (o)

HE L - SR
3((’13“ =0

porque as divergéncias vao estar contidas nos primeiros coeficientes da série. Para ver isso considere
que:

Oy _ ey Ip _ 2
JP Jer  of J P

[3,) (BQ(P\) - 2fs P D U)Xx :Q (P)-) — Fl! L%(\PRB
Jf IP’ PL &‘} 3}1
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(ol p \ L : |

IS 2 )E @ e o eyt ed [
;

_ oy Lok (QQtP)‘P
AT (i\‘\’\"' (}{‘-—H‘ e XVU(_i-PSL—Ml Fh _y"

Que converge melhor do que antes da derivada:

A W,
MNG @ﬁ NN

N \— N —

N Koy o A

Esse termo ja é convergente, e se formos mais adiante na série de Taylor aumentamos cada
vez mais as poténcias de k no denominador. Assim, podemos simplificar nosso trabalho e escrever:

F,’(?‘B = R(,OB + F‘:LQ‘P‘) (eq. 35.1)
———~—

todo o resto da série de Taylor (ndo estou truncando nada)

R(P?B é finito, e vale: R(OB = QO

ATENCAO PARA ESTE PONTO: é verdade de uma forma geral que tomar derivadas no momento
destas funcdes de n-pontos aumenta a convergéncia. Usaremos isto de forma mais sistematica adian-
te, para contar e classificar as divergéncias de uma teoria. Também podemos usar isto como uma re-
gularizacao em si mesma (veja Nastase sec. 33.3)

A regularizacao de Pauli-Villars aqui € mais simples, porque na eq. 34.1 vimos que ja temos k*
no denominador. Sé precisamos mudar um dos propagadores e sé subtraimos 1 propagador:

. -« %\1 ‘L\’LL- ~ ~
): ¢
N ‘\‘;, (,P )\ (j\\\\’\“ 027— - \(»3‘ N NGS I:ULTPB—L‘ e N 6]
| 4
=eaNT\ Uk | s o . 5
L (S‘\\\J\‘l @; — \("\1 1 LGS 021 — /\1 1 ‘r\,C:B [UU’P?'— s A Gi\
\/—\/\_/\/

—_—

0 -2 0 -N 10
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__ NN\ LR 1 4
)@Y B R aed®E N e | (erpy et e

Temos entao:

- _ NN\ Lk 1 Ao hc
NR’(O\;_ BN S(i‘\\'\‘l @;—\"\1;}»6?@;—[\1,%6\ o N&’GR’\

(eq.36.1) €

. S X - :

L\) de novo h& um certo abuso aqui, s6 é verdade que P =0 =i D P = QO no espaco euclideano
estamos fazendo isso aqui porque pretendemos mesmo rodar para o euclideano para fazer a integral
em d4k (em coordenadas esféricas 4D). Entao isso serd verdade.

AN = 2 () - o)) =

XA\ Lk 1 /
)@Y -l N e | ey MM[_\

WA\ Ok 1 .
PR )@ B -w adE -N e
Lok 4—(:
-l ) - Ty «ﬂ}
& 5
D= - ¥NC§@2 ANt {UL*PV o~ a—&(;_\

O que nos permite verificar que esta parte de fato é finita:

W\_M Ok N (kg
<A\\ S D (eq.36.2)

[

>/r’
o >r
NG
Vz[f’

Noeo

o (el (=akee-f)
@\\SI (1—- ,LNC\ {UL*PB o~ *"“(f_\ %
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Parametrizacao de Feynman e rotacao de Wick

(Peskin 6.3, Cheng & Li 2.3, Nastase 33.5 & 32.2)
Agora queremos ir adiante e calcular as integrais em 33.1, 36.1 e 36.2. A primeira ferramenta
gue vai nos ajudar é chamada de Parametrizacao de Feynman, que nos da uma forma de combinar

os varios fatores que tipicamente aparecem no denominador em um Unico fator. A versao mais sim-
ples é a formula:

1

G S\ pde Sl Y
AR [ OB\ x I\ “6 (A *73?) \”
> |

0

N

1 AR I n
L‘l) ga\kﬁ;&:@{—; qg s, Parametros de Feynman
B

A partir desta podemos obter outras, tomando por exemplo derivadas:

) — (\ L (= %c\u »h BL‘U— -1)
AR l 0\3 A% E&ﬁ -OBY g
)

‘@

B_p, +‘69'1

BtPf’r‘GBT

&Jq& 8(\“"' -1 ———\é——m_,l
YB DAY

oa—

(eq. 37.1)
Ou para varios termos:
A " A \
/\ b g‘bﬂ...éﬂlh 5(2“; ~—'\\> (Y\-« X
~ - n
/)‘1/3‘)~“"/Ah o) - E“'\A«'\'*‘QP‘L“N‘.“.*Y-nAA

(eq. 37.2)
(A prova deste é feita por inducdo, partindo da férmula para 1/(AB), pode ser encontrada em:

https://www.youtube.com/watch?v=A5jF19viwsY

ou na entrada do Wikipedia para a Param. de Feynman - sé que usando outra parametrizacao, a de Schwinger)

Comecaremos aplicando esta parametrizacao a eq. 36.2 (com A — oo, uma vez que esta parte
é finita neste limite)
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[(—3kp—¢)
& - 16D {UL*PY—M‘ m(;_\

(eq.36.2)
A\

oo (e
AN I

A

A\

. 1 oty Stergoh 2y o (e S
Podemos usar 37.1: 7 & o0 M*@M DR

)

Q

/] ’\ A 2 (! -
& L 2 . B L A . b} by ’3
();- - by _],}\,GS I(JL*PB - -\—l\.e] [\C{(}LfPB PR Ve -\—Né]-\—["l—\\()z ——\(y\ _‘_ng

1; h:l A D
D = xLlrPY - ere ] (1) (B v ied = N DA NS
/\ 3
BRI W\ dx & (“1D2'F—PBU“\
J»R(‘P\ = @ D§

0

Uma das vantagens da parametrizacao de Feynman é que podemos “completar quadrado”
com uma mudanca de varidveis no momento, fazendo este denominador ser uma fun¢ao apenas do
modulo ao quadrado do momento (o que facilita muito para integrar).

ou seja, quero definir: &N _ 93,, +\<, / Ql=9£+)92~p Y+ ()1 7L . '
e ,,:7(, -
ol R R

&ff JD(',—} -V('PN )] ()\?92 N quﬂ

D= U io0f —mi+ie = Y =Alsie

> dkp—p -2 LP-p +ur = kPt QNP
/\ /DO (impar)
L = *\“’\‘ o LR Bend -2%p |
N L -

(S‘\\"1 PRI . 3
) I GEYANEINA

/§= m =y 1O

(eq. 38.1)
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Note que o A no denominador nao depende da varidvel de integracao, entao realmente
simplificamos muito o integrando. Podemos inclusive eliminar o termo linear em (, no numerador,
uma vez que o intervalo de integracao é simétrico e o denominador é par.

Agora usaremos a segunda ferramenta necessaria para este tipo de integral: a Rotacao de
Wick. A ideia é fazer a continuagdo analitica da integral para valores complexo de ,, obviamente
esta continuagdo so é possivel se evitarmos os polos, que podemos encontrar:

L
{(Tl‘“d%/\ — »é} -
[T eI R )
INS)

€= 2Txe >0
exc

N L L SR

o 3, St i

~(TL+£K%¥+ NS

. ) “(@al e Ca\\/
Que podemos visualizar no planos complexo: X

Note que estamos calculando a integral na re- 4 = P REYQu]
gido p? < 4m2 — A2 > 0 (caso contrario
os polos poderiam estar em outros lugares). Quando N7 X(Tldﬂ/‘ e
tentarmos estender isso para a regidao p? > 4m? teremos
que lidar com polos / branch cuts no caminho. O que vai
aparecer na integral que segue (pg 41)

A integral em que estamos interessados € pelo caminho C, e a soma das quatro contribuicdes é zero
pelo teorema de Cauchy. A contribuicao dos caminhos C, e C; vai a zero quando §, — oo, uma vez
que temos f,° no denominador. As contribui¢cées de C, e C, devem portanto se cancelar:

+00 D 100 v
Al + L punite =0 Py AL, = (pay e
C‘;/Q‘o C //V—lkea -~ T
Mudamos entao a variavel fazendo: QQ = LQ\i | R\ = —Q: ——TD—_ — 95(;
+00 TR
poayal, = ( Pyt BW P

Tal que agora estamos integrando em um espaco euclideano 4D:
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fw‘\‘(\P\ \c\\c (M)

0

Como o integrando sé depende do médulo do momento, fica facil fazer a parte angular da
integracao em 4D (veja pg 30):

J)(QE%S b AL A Jiy= 2 &ME 1 {2

o

M =1

Sme BN FUS §1\ .

[4+W- ;613

~d Y

CO o 87 R ape) TR
o
A integral é uma das formas integrais da funcao beta:

0 21 -
B (21 ,2*3 — g I —— o — 2
(—/1 u 1+ a2
3 Y \

que podemos expressar em termos de

fungbes gamma

NONOssO Caso: 2, =) , 23-= A T = =1\

BI’QE B T A

O [Eaand A ER(E-Qpey BT

L\) A\)\,\( eq. 40.1)

)

‘ﬁ ‘P\ -.k>\ P &c\‘( (' =) @w(. 1 &: mi =y 1O
32 A _iC

0 (eq. 40.2)

Note que temos comportamentos distintos dependendo do valor de p?:

“\1 — X (1-W) PL >0 4—= P e P Altl: Q) (possoignorar o ie)

4 N (a integral em x passa por polos que ficam
O \( X (_4 - VL\ < /"| P > T prOX|mos aos extremos de integragao
para p2 grande)



A resposta para integral em x é (Cheng & Li 2.3, eq 2.87):
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(eq. 41.1)

xﬁw\i B

A

N

nwt

;'I‘ L\\m +\(>

G—a

'-IY“-l-k:\ "’&\f

e +\ e

p<o

le\

SN
P

: m\\

OS\Pl< Y

RS
f\.;\ D4 1_\_'\(_‘1 \I'—\ {P =Mt L p\>/\1w\l
P’“ P-}W "

segundo a referéncia acima a integral é “straightforward’, para ter ideia do que isso significa, vamos
fazer o caso p? < 0:

~ ) 1
ey 2 L) = PN gcm (100w -1 1pY)
= =P BT e

~

{

B Ve (- 1)

(100 -1 )
Y (A =)\ %)

Yt F (A =) | 9%

IP\ + (”\— b(\

(c-FO-F)
Ly M\ETRCNENT)

- d}eN

‘lvn1+\\>‘\—§\(?\&\1w?+\@\ w4 E S W&W»&H@\

Qe g1 JErT (130 Y g1 le G Bt 16000

T=x- L“”“— ﬂ\WUMmHVKE‘%@
aXﬁYTFﬁ

(‘1\(\(\1 _\_\‘:‘\ 3 m' &\1\~3+\P:\X
GEERREN

= & -

1
Ln LLMHP’HWW[*W‘\X
6
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— _ bW heed) | [ 1| + Loeter ST o) U L, [t T+
- (<2 Jin e e ) CORNERIENE

_ i WG| [t it Bt | + (i sty W7 () | [t i1 bt |
(% g ) (% g e

S Y 2 \S\] St
o e LHNHWWW} MR N LL!M\P‘HWWK
I
T AR ATy BV

T
U i1 =g

= XL+ o

- Ip \PN4WH&$

Algumas observagdes importantes sobre o resultado em 41.1:

(1) No caso do diagrama que chamamos de i\’ na pagina 33, apenas a regido p? > 0 é fisica (p é

a soma de p, e p,, ambos momentos on-shell em um espalhamento fisico). A vantagem de olhar to-
das as regides é que podemos usar esse loop dentro de outros diagramas e o resultado também ser-
Ver para os canais t e u.

(2) no momento em que p? fica maior que 4m? I'.® deixa de ser puramente Real para e desenvolve
uma parte imaginaria. Isso acontece justamente porque a partir deste ponto as duas linhas internas
do diagrama podem estar on-shell. Veremos isso com mais detalhe adiante.

Agora queremos fazer o mesmo para 36.1

(36.1)
N

| WA\ Lk 1
N‘:,(O\“ L EY B - el -N e

Passo 1: parametrizacao de Feynman

1
e 2 (e S ﬂ
) mof )@Y ) R R ) + U= O R 1aed L
(37.1) © \/

D
Pl
PE k- N +Ge-Dviv a6 = K - Naic R=v N —le-Nwe

t)
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(neste caso nem precisamos completar quadrado no denominador, ja nao ha termo linear em k)

1
- A\ =\ Lk
AR(O\ %O (i\\\’g (¢ recl

Passo 2: rotagao de Wick e integrais no momento

A analise de onde estao os polos e como podemos rodar é exatamente a mesma da pagina
39 (aqui de fato A2 > 0 sempre), fazemos:

b=+ M 2=~k

NP 4c\L ( (}:'S%c 1
MNOEEREA g ©am @Y LI v a6

(@)

ja fizemos esta! (pg 40, eq. 40.1)

1
_ A g“ 6= = A (s I I
31'“’1(&,LG\ = -

Passo 3:integral nos parametros de Feynman (quando possivel): ‘ Tntg] - amcrat) - e

ro\_u/\ (m=NTY N L% 3}

> (=N

o | R DR 3}

B (/e — 1N

B Bn ILN [3)- 1 S Bﬂ e

/\——VOO

‘\I 0\_ i LNL/\‘N:X

22

(eq. 43.1)
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E finalmente podemos terminar o calculo da fun¢ao de dois pontos:

e Q“%“ 2 (A A
N EUR) (> =1+ ) (R N+ m.e\

Passo 1: parametrizacao de Feynman
4

8 L _
P Qﬁ _ lgcwc ‘{ N (e (1= YO -
L):WB ; EVLUQ'—\(Q#'RQ\-\- (A —‘L}( e —IN LLE:\j

Al

Podemos deixar isso mais parecido com a integral da pagina 42, fazendo: \/h = 1—%

>\
e £ -
gzkm« /\ &‘W [(1-?§)L92‘—v~1‘+xe\+\»2§(k‘—/\‘we\js

_ _>\, ! dlk d /ll:vQ)\L—(‘b—‘\w}
3N &w >N gtlm* [ A" rre)
0

Passo 2: rotacao de Wick e integrais no momento

Lo __u,\‘\wwgov :

Y [ h+ A I
5 O ~—_

(40.1)
1

R ( _KE) >\ \14 \JX
_ o Ny ——%
_))D\,n,;}\ bLK,_,(\)\ __(vh—1\‘m_,/\:6

Passo 3:integral nos parametros de Feynman (quando possivel):

b RSN I B¢
?_D D) ___x.>\ (f\—\m\.“m LH\, N—u>\£ ,\/l
= Q=N = N L)

(eq. 44.1)
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De posse das equagdes 41.1, 43.1 e 44.1 podemos finalmente obter um valor para os contra-
termos e calcular o elemento de matrizem NLO. Comecando com a funcao de 4-pontos, temos:

(201) = § \ = r\m( SO)T@)V\/OB
;,r'(\\(g,t NENS [ () +% (L) w2 T (W)
=y [ (Y =17 (o) + Tl

Fagamos uma escolha conveniente (nio necessariamente do ponto de vista experimental):

{50y Te, Vol = =}y o0 0ok

N = TGt 2 Tlod = ﬁHKV 2 1200)

vtu\/: | ¢ () F T ()
(41.1) <P ﬁ( X: ’\i (34- —‘—E Lu [P ‘ \X«LL\\

N

(431) =p> ‘\‘ O\_ — |~ L/\N'X
AR 3)\7 (;+ﬂ>+ ke %: e [B L[| u[)’l

(eq. 45.1)

(2)
_ a (N
M= - +uiﬁ§,*\9 )

T — ., ~
= \sr SOV (T ()1 () + DN

Moty ==+ QVCSW‘;LCEH‘@& (W) = Th ey £ DN

Como haviamos previsto (pg 27), o elemento de matriz agora depende de (s,t,u) e esta depen-
déncia: (1) vem da parte finita de I'; (2) acontece em relacao ao ponto de referéncia {s,,to,u,}={4m?0,0}.
Basta substituir {s,t,u} por {4m?,0,0} para obtermos a condicao de renormalizacao:

MLH,0,0) = <)

(eq. 45.2)
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Esta dependéncia é uma previsao da teoria que pode ser checada experimentalmente, ou se-
ja, conseguimos extrair uma dependéncia fisica que estava escondida somada a uma parte divergente
e nao fisica (nao observavel).

Podemos também obter os contratermos para a funcao de dois pontos. Note que a funcao

obtida no loop néo depende de p*: o
MM oer
PN
C AR 2 —
(231) = - x M ((})_—_ - — —I—J,L =

441

T

= ',\,( P 62“6'“ -

’>3\"Tl

Portanto:

(eq. 46.1)

pee

s 322 9 Ww®] 2 [32-0

(24.1b) ::'\> [P’SE - 5\("\)— = l\/\tobl’ LPD\B} P"___

N — ’\/ ]
))J\rTl L LN \X (eq. 46.2)

O que deixa Z =1 mesmo a um loop, e fixa a massa fisica. Note que esta independéncia de p
é uma peculiaridade de L¢* a 1-loop. Por isso sequer nos demos ao trabalho de expandir M?(p?) em
série de Taylor para separar a parte finita da parte divergente (como fizemos para I" na pagina 34),
todas as derivadas dariam zero e a série seria trivial. Isso ndo sera assim tao simples para outras teori-
as (de fato, mesmo L¢* a 2-loops ja fica mais complicada).

AN
Regularizagao Dimensional (em A¢4)

( Peskin 7.5, Cheng & Li 2.3, Nastase 33.4, Schwartz B.3)

A regularizacao de Pauli-Villars pode se tornar bastante complicada (em teorias envolvendo
férmions, por exemplo), portanto vamos aproveitar que temos os resultados para Ay* e explorar uma
outra regularizacdao, chamada de Regularizacao Dimensional, cujos resultados poderemos comparar
com os resultados acima, obtidos via Pauli-Villars.

Simplificando ao extremo, podemos voltar a pg 31 (aquela do meme) e perceber que, além
de aumentar a poténcia do momento no denominador (o que fizemos com Pauli-Villars), também
poderiamos ter regularizado diminuindo a poténcia do momento no numerador. No entanto, nos
loops que calculamos até agora*, as poténcias de momento no numerador vinham da medida de in-
tegracao d*k, portanto teriamos que diminuir a dimensao do espaco.

(*) ha casos em que os proprios propagadores vém com momento no numerador, mas reduzindo as poténcias que vem da medi-
da de integracao resolvemos todos os casos.

M =

2
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Em alguns sistemas esta diminuicao pode ter interpretacao fisica (como por exemplo em alguns sis-
temas de matéria condensada em que toda dinamica se confina a uma superficie ou linha, reduzindo de verdade a dimensiona-

lidade do problema para 1 ou 2 dimensées) mas nao € disso que estamos tratando. O que queremos é real-
mente uma extensao analitica das funcdes que estamos calculando, passando a tratar o niumero de
dimensdes d como uma variavel e estendendo o dominio nesta varidvel de numeros inteiros para
reais. A principal desvantagem deste método é a interpretacao fisica (nzo esta claro que com isso es-

tamos alterando s o limite UV da teoria, por exemplo), mas ele também nao quebra a invariancia translacional
(além de outras simetrias, que veremos adiante) € @ vantagem prética é enorme (contas muito mais faceis) por isso
ele é o mais usado.

Comecemos com um exemplo concreto, a funcao de 4-pontos em 33.2:

\ﬁaji gki 3
\>Q< = l"“’%\ ‘ULL A ~ me Lo(r(l\\l
?\Tfe Ny, ). (;\\ @2 S LG Y_UL"P\ o *"“C] Nvso

. 4-d (XIX.J)_L " -
— L Y (- U\\ ~—
Y B s e

é\ —p regulator, esse é o cara que em algum limite vai tornar a integral divergente de novo.

J“) —> escala de massa ARBITRARIA, cuja funcdo é manter a dimensao da integral igual a que
tinhamos em quatro dimensoes:

A=y — [ =00 [ X\ =y
(=

Introduzir este u é convencional (o Peskin e o Nastase, por exemplo, ndo o fazem) € uma outra op¢ao seria

absorver a dimensao errada da integral na constante de acoplamento da teoria. Basta notar que em
d dimens()es o requerimento de que a a¢do seja invariante fixa a dimensao da Lagrangiana e dos cam-

ed V=0l [=4 (9= b2
S Topim = - {=9,09- Jl)l—lma\? Edpj:‘L“}
Tooa1 e

Logo: L,\df}:(\ 5 [1\—‘\4_1(‘%\3;&\ — EX}:%“X
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Ficamos com um acoplamento que nao é adimensional (em d = 4), mas a série da funcao de
quatro pontos continua fazendo sentido:

e ~\+—6M‘S&LKQAF
4
[,\]:“I-SL [) ML] A1-d)+d -4 =H-4

Colocar esta escala é equivalente a substituir >\ — N A na Lagrangiana, mantendo A
adimensional. Ignorar completamente isso faz com que aparecam um logs de grandezas dimensio-
nais (no Peskin ele corrige a dimensao sé no final).

Esta escala é tao arbitraria que podemos (e iremos) inclusive atribuir a ela alguma escala fisica
relevante (ou usa-la como a escala de referéncia), mas isso nao é necessario. Nao confunda essa esca-
la com alguma escala UV, que temos que mandar para infinito (quem recupera a divergéncia é d — 4).
Acabamos de introduzir dois parametros espurios (d e n) dos quais as nossas previsdes nao podem

depender.
Apds a regularizacao, os passos seguintes sao 0s mesmos do caso em que usamos Pauli-Villars:

(1) Parametrizacao de Feynman:

N ks i J\)q—ck EESG 2| A, " R
><>< - D Lﬂ&’“ 0 — 2 O [Py =T rie )

R Sk,

: DH'? estou mudando a nota-
¢ao destes caras pois
quero usar € para outra

coisa

g ,})e BN .)K !
) ). Lﬂ\a“ LY_UL*PB—M ek (1) (B - \»w.es]

D

E=Y4-4

A
_ +—)DEP\<."|—(J(—W\ 4—/\(, &Q—Q*’“e

F‘AS% A= V2w (=2 )p?
K,J—J% U PN

OSSR q
P AE ) [ o)
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(2) Wick Rotation (pg 39-40):

Il
\(jor?z\ /va‘\_vl})e [-—L)\\l ‘LQ\E J-\c N /\Q —
JOK = T @t ) [
R-Q,-I—? b

Nos ainda podemos escrever isso em coordenadas esféricas, mas agora a integracao angular exige
uma certa reflexao:

&ME S Smf Nl

Para estender a definicao do angulo sélido para d real, partimos da integral Gaussiana:

b &7 =1 c\v 5)

{g &\\(_ e = - AQ&'&(\,\Q \L\q—'1 e_\a—— m & ()\\{} YC_.l _\8—
0

0

E ai podemos estender: \y —o ‘k pois a ultima integral é a definicao da fungao gamma

M (=) = gkc =7 e

o

que é bem comportada em todo plano complexo com excec¢ao de polos simples em zero e inteiros
negatiVOS: Gamma function

T

ot
(Wikipedia ),

Assim: c\/ A'\T)\/;
Lo\ Ay AN = gc\*ﬂx = =
/n\’ ( \ \—,(J‘/Ax (eq. 49.1)
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~ DE
: Du—? b 0
Wi
(%)*
o5 f\M

=3

A divergéncia continua ai, se manifestando agora nos pontos em que a funcao gamma é
singular:

TI(EB —v polosem: Z= Q,"l\‘*)'b)---
L= .6 g 10, -

entao claramente em d = 4 temos uma estrutura nao trivial. Note que Lim[d — 4]=Lim[e »>0,] e
que perto deste ponto temos as expansoes:

M) = 2 -¥ + 0
(oY - A€

-
d <
N = 1 - ¢ L[a-re] 9N
N-.€
€ ‘Se/‘ 1+ € Lelv™ 1+ Q>
2

D)

I"U Constante de Euler-Mascheroni (0,577...)
N o= =

~ ~&1 by
i A‘___ (:1’.\\‘3/ — _,\—:L +—é—1LN|:\1Tr1 \*\9(6\}
(™ ’l@:ll N
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’ ( ) \ NCARRRER WSEENEEE (‘\+Lu(ﬂ’5+\9(c}
@,“A A€ (A \/\i_\/
—\_N(ALB
N

(note que se nao tivéssemos o p ai, ficaria um Log de A2, que tem dimenséo de energia ao quadrado. E também que seria
facil absorver o 41 na definicao de . )

/&
W% _ l-—k>\\ 1 i‘c[_ ~La 354_ }
= N %v

3 Q,-I—? (\] \_ (‘\

Que deixa clara uma divergéncia quando tomamos , agora podemos separar a parte finita
da divergente usando as definicdes da eq. 35.1 (onde usamos a série de Taylor):

A

)‘\‘;‘(T}): _5%; lx[% -L,u(\ml—\ft,\():—)‘)(’lB*- }

0 (eg. 51.1)

_oah i Y| “}L{BH\&} 1 VA NN
(0= o ) L€ " N S < \

(eq. 51.2)

Que podemos comparar diretamente com o resultado obtido via Pauli-Villars:

s oy 22 L SR

e notar que eles nao coincidem, o que nao é um problema pois esta parte divergente nao contribui
para observaveis fisicos. Podemos escrever um diciondrio entre estas duas regularizagoes:

24 (M eN <> Ly (/\\S

6 (eq. 51.2)

J4a a parte finita da funcao de 4 pontos:

i) = AP -~ Deo) =
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A

:;l/)ﬂl“{ glm {a__\_,{\m MU_X)PSPS [ |_N /—BT N]E

6

(! 2= v (1= ) 9
:*__L c\){_ LN(\’V\_»t e j:t“/; (%_43 O -1 p M
T w\/\L S I R Y

Q/(J o
Ao A v '

Além de ter eliminado todas as constantes e arbitrariedades intrinsecas da regularizacao dimensional
obtivemos a mesma integral que tinhamos via Pauli-Villars (eq. 40.2). Isso tinha que ser assim, pois

os observaveis fisicos nao podem depender do método de regularizagao, mas é dificil nao ficar im-
pressionado.

Seguindo a mesma légica para a funcao de dois pontos (exercicio):

b .

A L-\—\TJB% ,Vz\,"—\%.\.kﬁ
( O v P
/0y (YT

A:D_L\) L>\ ——LN haa 4@(@3
c=o, N |6 C )

(eq. 52.1)

No passo intermedidrio fica claro que ha um polo para d =4 (1'(-1)) mas agora aparece também
um polo em d=2 (1'(0)). Essa é a Unica indicacao de que este diagrama é divergente quadraticamente,
olhando acima a divergéncia continua sendo da forma 1/¢, exatamente como no caso da funcao de
guatro pontos. Isso se deve ao fato de que todos os polos de I" divergem como polos simples (1/¢)

e mostra que a Reg. Dim. nao é o lugar apropriado para olhar se estamos interessados em saber quao
sensiveis sao os loops da teoria a este cut-off UV.

De fato, o dicionario aqui seria (caso estejamos interessados na parte mais divergente):

N X ’N>\m]_1 - \
OO NemadmTa e m}
P v S o

(44.1)
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A Y~
N |2 Lo =0
c N
Que é diferente da funcao de 4 pontos. Por outro lado, se comparado com a divergéncia logaritmica:

/7+A/\yv\ LN(/\ \5<> 2 —LI\'(‘:‘:\

(44.1) = PP

)_

T

LN(/\lB@ ‘;f %LNCW\ *N‘]

que, a menos da constante N’ (que poderia ser absorvida em p de qualquer forma) é o mesmo que
foi obtido para a funcao de 4 pontos (eq. 51.2). Isso indica que o polo que estamos encontrando aqui
realmente é a divergéncia logaritmica (e que a divergéncia quadratica foi regularizada para zero).
Argumentos mais sélidos nesta direcao podem ser encontrados em Gaumé & Vdzquez-Mozo, An
Invitation to Quantum Field Theory, Lectures Notes in Physics 839 (2012), chapt 12.2.

Podemos entao aplicar as condi¢des de renormalizagao (como nas paginas 45 e 46) e escrever 0s
contratermos calculados com Reg. Dim.:

i, wk = 11, 0,03 ) o)

S = L 0 3Ry 2 X | (3T) +3(% _gLN(»_‘L\?Nj

l\l

(eq. 53.1)

( continuamos com 8z = 0, aqui nada muda)

Svm = = Migsp = -2 [——LNCD——y-(\IX

0Tt

N\ _ ’\’\QE +Loc (:-HTB

(eqg. 53.2)

E claramente nada muda na discussao do que acontece com o elemento da matriz S, uma
vez que estes s6 dependem da parte finita da funcao de 4 pontos (que é exatamente a mesma).

A duas regularizagdes aqui apresentadas nao sao as unicas, muitas outras estao disponiveis
(veja Nastase 31 e 33 e Schwartz 15 e apéndice B). O importante é que a regularizacao escolhida (“boa”) nao
quebre alguma simetria importante da teoria, e entao regularizacdes “boas” devem concordar em to-
dos os observaveis (que foi o que aconteceu entre P.V. e Reg. Dim. no nosso exemplo).

Além disso a parametrizacao da divergéncia deve ser tal que é possivel absorver os infinitos
com uma redefinicdo das constantes da teoria, 0 que em termos de Lagrangiana é equivalente a dizer
gue eu consigo escrever os contratermos e estes sao operadores hermitianos e locais, caso contrario
a Lagrangiana escrita em termos das constantes “fisicas” nao faria sentido.

No que segue usaremos quase sempre a Reg. Dim. porque algebricamente é muito vantajoso,
e preserva a simetria de Gauge (abeliana e f-abeliana, PV. viola esta ultima). O calcanhar de Aquiles
da Reg. Dim. é a matriz ys, que nao generaliza para qualquer dimensao, atacaremos este problema se
aparecer algum observavel em que v tem papel importante.
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Contagem de Poténcias e Renormalizabilidade

(Peskin 10.1, Ryder 9.1 a 9.5, Nastase 32.3, Weinberg 12.1)
Até agora, focamos em reescrever nossa teoria (A$*) em termos de grandezas fisicas e mos-

tramos que isso, além de fazer sentido em si s6, também removeu divergéncias das funcdes de 2 pon-
tos e de 4 pontos. O que nao sabemos é o quao geral ou definitivo isto é, ou seja:

* Sera que aparecem divergéncias novas em outras funcdes (de mais pontos)?

* Sera que aparecem mais divergéncias se eu calcular mais loops para estas mesmas funcoes?

* Sera que em qualquer teoria (além de A¢*) eu consigo eliminar divergéncias? Se sim, sera
com estas mesmas trés redefinicdes (campo, massa e acoplamento)? Se nao, quantas redefinicdes se-
rdo necessarias?

Uma outra forma de colocar estas questdes seria: como € que eu sei que nao estou olhando
para um ciclo infinito de redefinicbes, em que cada vez que for calcular uma nova quantidade eu en-
contro novas divergéncias e sou forcado a fazer novas redefinicoes e recalcular tudo de novo?

Para responder isso temos que olhar o processo de renormalizacao de uma forma mais geral,
mas comecemos com Ad™:

Contagem de Divergéncias Ultravioleta - A"

Aqui generalizamos apenas um pouco a nossa interag¢ao (nio estou usando m, ou i, agora pois ndo
vamos redefinir estas constantes no que segue, e a forma da Lagrangiana deixa claro que sdo “nuas”):

L=1(ty -1 -y

Para qualquer diagrama nesta teoria, podemos definir:

(er & DinENSGES )

=3

|\[ = numero de linhas externas \/

— numero de vértices

numero de propagadores | = numero de loops

Estamos interessados em olhar aquela contagem mais inocente de poténcias que pode aparecer
quando integramos os loops, e ver se o diagrama diverge no UV:

Ve K Aoes [
I e W" D

finito
. : . . . . J,d“
Ha uma divergéncia em potencial para cada loop (cada momento indeterminado): %

E em uma teoria escalar, isso é atenuado pelos propagadores:

1

b -

Il
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Em um diagrama com varios loops temos diversos momentos independentes, imagine que
estamos olhando a regiao em que todos estes momentos (e todas as componentes de cada um deles)
estao indo para infinito juntos (faz mais sentido pensar isso no Euclideano, obviamente):

\Illu ﬂ:/\JVE’: /\/D’ZA;NQQAD O
ﬂ,-.=z\<%+zhw o= (L)

momentos externos finitos

(L& JJ;LL\M) (‘1’+w} gx—&ﬂa ;pr g C}&Df DLLLQ\L\

numero de integrais em momento (ou loops) numero de propagadores

Isso nos motiva a definir a Divergéncia Superficial do diagrama:

D=4AL-2FP

(eq. 55.1)

de tal forma que:
A N Y >0
D -1
C}\Dt 3 LM< A D=0

/
? D < 6 Integral Converge

Integral Diverge

Esta analise simplista (qQue se aplica bem a uma integral) pode falhar no caso de diagramas

por trés motivos: ><
(1) Diagramas sem loops nem propagadores tem D = 0, mas sao convergentes. ©

(2) Se um diagrama contém um subdiagrama divergente, a divergéncia pode ser pior do que
parece:
L=

Sy -af
ey [ D7

mas a integral no “loop pequeno” é completamente independente do resto e diverge mais fortemen-

te:
| 1 >~
,Q\ —9 St)\o?'l -g‘?_— n/ /\

(4 ~
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(3) Se alguns termos do diagrama sao cancelados por for¢a de alguma simetria a divergéncia
pode ser menor ou nem existir:

k N}l\__-'lv\ CD-I-—C1 L.NC/\\"‘ C—;/\;S

simetria — C, =0, etalvezaté C, =0.

Veremos um exemplo disso mais a frente, pois as identidades de Ward-Takahashi fazem exatamente
isso em QED.

Apesar dessas ressalvas, a divergéncia superficial é bastante util. Seria bom expressa-la em ter-
mos do numero de pernas externas do diagrama. Sabemos que o nimero de momentos nao deter-
minados (logo o numero de loops) é dado por:

L—: P N""B -— V + 1| teasen)

vt;cada vértice introduz uma conservacao de momento, mas se
formos aplicando estas uma a uma, a ultima sera a conserva-
¢ao de momento total, que nao envolve os momentos internos

cada propagador introduz um momento

Em A¢", de cada vértice saem n linhas, como todas as linhas se conectam a vértices (de forma que
as linhas externas se conectam a 1 vértice, e as internas se conectam a 2) entdo temos uma relacao
entre o numero de vértices e de linhas:

h\/_ N‘_\_Q‘P (eq. 56.2)

D= [ (22) Ly (At )uean (s

\ f\) (eqg. 56.3)
I

(eq. 56.4)
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Note que 0 A, acima é uma propriedade da teoria (da interacao e da dimensao do espaco-
tempo) e ndao de um diagrama em particular. Ele fixa um comportamento importante da teoria (por
enquanto tomemos d > 2):

(A, > 0) A divergéncia diminui se eu aumento o niumero de vértices! As pernas externas também
diminuem a divergéncia. Isso quer dizer que apenas uns poucos diagramas podem ser divergentes,
guando eu aumento o numero de loops vou acabar encontrando apenas diagramas finitos. Chama-
mos estas teorias de Super-Renormalizaveis!

(A,, = 0) Se eu mantenho o nimero de pernas externas fixo, tenho divergéncia para um nimero
arbitrariamente alto de vértices, logo de loops. Ha infinitos diagramas divergentes na teoria. No en-
tanto aumentar as pernas externas melhora a situacao, o que quer dizer que apenas fun¢des de pou-
cos pontos tem divergéncias e as fun¢des de mais pontos da teoria serao finitas. Chamamos estas
teorias de Renormalizaveis!

Note que até aqui temos esperanca de repetir o processo de renormalizacao por contratermos,
uma vez que cada condi¢ao de renormalizacao resolve o problema de uma fungao de n-pontos
I'", e existe um numero finito de I'" divergentes (se n ficar grande elas sao finitas). Logo consigo
renormalizar a teoria com um numero finito de condicoes/redefinicoes.

(A, < 0) Agora todas as I'" sao divergentes! Mesmo que eu pegue um n arbitrariamente alto, vai haver
algum diagrama em ordem alta da expansao perturbativa com nimero grande o suficiente de vérti
ces para que a divergéncia apareca. Estas teorias sao chamadas de Nao-Renormalizaveis, pois eu pre-
cisaria de um numero infinito de redefini¢des (ou condices, ou contratermos, como vocé preferir) para definir a
teoria em termos de grandezas observaveis.

CUIDADO: isso nao quer dizer que teorias nao renormalizaveis sao inuteis! Em muitas situagoes
é possivel “truncar” essa série infinita de redefinicdes e estimar o erro cometido pela ndo inclu-
sao dos infinitos contratermos “faltantes”. Se esse erro é menor que o erro experimental vocé
tem uma teoria que efetivamente sé depende de uma quantidade finita de constantes fisicas

e é preditiva. Exemplos famosos sao a Teoria de Perturbacao Quiral ou a interacao de Fermi.
Veremos quais sao as condi¢des que viabilizam isso mais adiante.

Em suma:

Super-Renormalizavel & numero finito de diagramas divergentes (logo, também de I'™)

Renormalizavel €«=——> numero infinito de diagramas divergentes, mas eles contribuem para
um numero finito de I'" divergentes.

Nao-Renormalizavel <4——3 numero infinito de I'" divergentes.

Assim, A" sera renormalizavel dependendo do numero de dimensodes e da poténcia n:

0= DEd ()
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AN<O & 0 > _2d Nao-Renormalizavel
d>2 " -2
= h ) _DA\ 1743
QV\ O <=p Y Renormalizavel
__ n\ < Ql)\.. . 4
Av\ > O =v s Super-Renormalizavel

d <2 (d=2oud=1), ateoria é super-renormalizavel independente de n (exercicio)

b — &_A‘_ = é
=Y o\—l

Outra forma de chegar a 56.3 é analisando a dimensado da Lagrangiana. Como ja comenta-
mos antes, em unidades naturais a agao tem que ser adimensional:

Dim£51= O - o

5= (& L D [H]+ DT =0 5 Do fLl=4
—

Ge\l-d\ O o a ——6\

Voltando a Lagrangiana do campo escalar podemos ver que:

D\‘MC%(AN Sb\l] =d = 2 w
DINEAES

P‘ME(b = d— > (eq. 58.1)
\ 0 =

. Y
D@ ) =d = alimlm) 2 % Dir 09
d—x
LViN{_W\l: d (para nossa sorte! \L\
i A =0 = Dl A+ n Pim [P (56.4)
e[ 29 s -

'D\m[%l: ‘)\_ i@ — Av\

N
(eq. 58.2)
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Suponha agora o seguinte diagrama:

1 Poderia originar-se em uma teoria que tivesse AoV na

,_\N_ 'ﬂ pernas/ Lagrangiana, pelo seguinte diagrama:

PR ’ .
-
~

’
, -
g

2
>
z

1 vértice )

A
A

Din[ ] = Pen[An] = A

Como devo somar sobre todas as possibilidades, qualquer diagrama com N linhas externas tera

D,-Mﬂgjqr ) - N

(58.2)

(eq. 59.1)
Mas em nossa teoria, ele pode ser gerado por meio do vértice A,o™:
divergéncia superficial (agora eu inclui os loops)
N ‘o \\ e m
j‘\ .- \/ D
MUf@m: ~ A
/t~ V vértices
: Tyt | vV D
D{ @ | pLDLR)
) N (eq. 59.2)

Igualando 59.1 e 59.2:
i E/\]_— d
ﬁ\f/a (cut-off de momento)
A A - N (- _ - - Ny
Dim (A ]2 & = 252 =0 N DA+ D d - NLh-1

N >

d-1 (que é o mesmo obtido em 56.3 considerando a topologia
D - & _ A\ﬂ\/ — ( T} N dos diagramas)

(eq. 59.3)

De forma que podemos reescrever a critério de renormalizabilidade em termos da dimensao do aco-
plamento:

Dirv\ E/\»\\j <0 Nao-Renormalizavel
Dimn E/\;j = ()  Renormalizavel

DIFN [: /\;j >0 Super-Renormalizavel
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Nés podemos agora ver se ja conseguimos dar conta de todas as divergéncias em A¢d*. Esta
teoria tem uma simetria discreta sobe a transformacao ¢ — -¢, que proibe todas as funcao de n-pon-
tos para n impar, entao de cara podemos esquecer estas pois serdo todas zero. Comecemos com I'’

4 .
ﬁ(\j{) 2, QL‘ e ﬂ—j(w_S)_—O =D D = ‘-L — N (s6 depende do numero de pernas)

9] )) V _ u\‘ (divergente mas nao nos interessa, sao bolhas no vacuo que nao contribuem para
r — - nenhum observavel)

) —@— = D-2 = _ DO
] @ < D=0

Logo as Unicas divergéncias relevantes estao em I'2 e I'* (estas divergéncias claramente ain-
da podem aparecer dentro de I'*¢ como subdiagramas, e ainda ndo mostramos que o processo
que usamos para resolver os problemas em G2 e G4 resolve isto, mas o faremos em breve). Podemos
ver como estas divergéncias estao nestas duas funcoes fazendo uma série de Taylor em p? (o momento
total entrando no diagrama), assim como fizemos na P9 35:

PV\: Ao‘\' A« P1+ALP1+"'

1

M cada derivada em p2 diminui o grau de divergéncia em 2, uma vez que:

J 1 N

— ~NJ
e & NGRS DE 3y B(P)')_[\%A

Lo este é o momento integrado ¢—J

Portanto o termo A, € sempre o mais divergente, temos:

RN
[ = Aot Aip” + o) ~v A+ g* L (N + Ginitos
|G —
D= D=2 D=0



Teoria Quantica de Campos I

Que é exatamente o que encontramos anteriormente:

(I"*) A série em p? para I'* estda em 35.1, e as expressoes analiticas para os dois termos estdo
em 41.1 (termo finito), 43.1 (termo divergente obtido em PV.) € 51.2 (termo divergente obtido em Dim. Reg.).

(I"?) A expansao de Taylor é trivial, pois a 1-loop I'* ndo depende do momento, portanto todas
as divergéncias (e termos finitos) vém de A, ;. Tanto os termos divergentes como os finitos estdao em
44.1 (pv.) e 52.1 (Dim. Reg.)

Renormalizacao a dois loops e subdiagramas
(Peskin 10.4, Ryder 9.7, Cheng & Li 2.2)

Ainda usando A$* como exemplo, vamos discutir um pouco o que aconteceria a mais loops
ou em diagramas com mais pernas externas. Uma das coisas mais simples que pode acontecer é o
aparecimento de subdiagramas que sao essencialmente os loops divergentes de 4 ou 2 pontos den-
tro de diagramas mais complicados (que sao superficialmente convergentes). Isso quer dizer que se
tirarmos o “subdiagrama problema” dali o diagrama converge:

)\gbﬂ) d=1

LN([\B
A~~~

—D

( convergente)

neste caso nao ha divergéncia associadas aos momentos fora do loop na caixa acima, e nada muda
em seu calculo. A divergéncia é cancelada pelo mesmo contratermo que cancelou a divergéncia da
funcao de quatro pontos (sem que nenhuma condi¢do nova seja imposta):

A situacdo comeca a ficar complicada quando temos diagramas em que dois loops divergen-
tes compartilham um mesmo propagador, chamamos isto de divergéncias sobrepostas (nested ou
overlaping em inglés)

S =

/\¢\' ) @ — 0
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Pensemos primeiro na regiao em que so6 k, é grande, podemos esquecer o loop em k, e
pensar no loop inferior como a correcao da funcao de quatro pontos:

Isso é equivalente a levar os pontos x e w muito préximo um do outro e ter um diagrama com esta
divergéncia logaritmica multiplicando:

Qj}(() r LN( X [’\l “I_LN( M)+ LN(Pﬂl
Vem de quando k; & pequeno r

O que sugere que estas divergéncias sao removidas pelos contratermos em diagramas do tipo:

9

Estes termos proporcionais a vao contra nossa expectativa de que as
divergéncias aparecem multiplicando simples polindbmios em p2. Chamamos as divergéncias que de
fato multiplicam polinbmios em p2 de divergéncias locais, essas divergéncias que nao multiplicam
polindbmios sao chamadas de divergéncias nao locais. Se fizéssemos a conta veriamos que de fato
as divergéncias locais sao removidas pelo diagrama acima.

Uma vez removidas, resta apenas uma divergéncia local que vem de quando k, e k, vao jun-
tos para infinito. Esta é cancelada, como de costume, pelo diagrama:

——@ —— (queagora teria termo de ordem A2 somados ao que ja encontramos em 46.1 e 46.2)

Logo:

E possivel mostrar que isso funciona a todas as ordens de perturbacao, contanto que a teoria
seja renormalizavel pelo critério da divergéncia superficial. Isto quer dizer que uma vez que coloque-
mos 0s contratermos necessarios para cancelar as divergéncias locais, todas as divergéncias (locais
OU nao) sao removidas a todas as ordens - este resultado é conhecido como teorema BPHZ
(Bogoliubov - Parasiuk - Hepp - Zimmermann), e o esquema de renormalizacao que vimos até agora
(que consiste em reescrever a Lagrangiana com contratermos) é muitas vezes chamado de Renorma-
lizacao BPHZ (no esquema on-shell, uma vez que nossas condicdes de renormalizacao forcaram o
polo do propagador completo a ser a massa fisica da particula)
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Contagem de Divergéncias Ultravioleta - Spin 0, 1/2 e 1
(Weinberg 12.1, Nastase 32.3 e 32.4)

Queremos agora generalizar a contagem de poténcias que fizemos nas pgs 54 a 56 para teo-
rias que tenham interagdes quaisquer envolvendo campos de spin 0, 1/2 ou 1. Definimos:

N\Q = numero de linhas externas do campo “f”
FP = numero de propagadores do campo “f”

\/;; = numero de vértices da interacao “i”

Cada interagao da teoria sera caracterizada por um conjunto de numeros:
Interacao “i” f\/\h? = numero de linhas do campo “f” que saem do vértice da interacao “i”
d;, = numero de derivadas agindo nos campos no vértice da interacao “i”

e como agora estamos aceitando que podem haver diversas interagdes no mesmo modelo (Lagran-
giana) usaremos a classificacao anterior (renormalizével, super-renorm., ndo-renorm.) para cada interagao, de
forma que a teoria como um todo pode ter setores renormalizaveis, misturados com setores nao-
renormalizaveis.

Exemplos: -
do= el Ad -2 () | &a=- e ATy
A
fe} 140 SR
Nep = 2 N, ¢ = € Ney= 2
e V‘e‘[s\:/l >\yv\>;b?:7 Vet = 4
r}\,e = /) Z(_X): ¢ de = o

Ainda queremos introduzir a divergéncia superficial como fizemos na pg 55, e a poténcia que os
|OOpS inserem no numerador continua sendo dL (d = dimensao do espaco tempo, L = nimero de integrais de mo-
mento, ou loops), Mas 0s propagadores agora dependem do spin da particula. No limite de alto momen-
to os propagadores se comportam como:

% BéSO"S /\ —D g{) i@ pOSovS
_ - o
I, 215 2 ERM QS

= Felmig NS %

1

De forma que a poténcia total vinda dos propagadores é: ; a* (QSP } l\>
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Além disso, cada derivada insere uma poténcia de momento no vértice, entao temos que

somar esta contribuicao:
Vi &g
4

A divergéncia superficial pode entao ser escrita como:

D=4l +2}l}[18¥—3\} +ZV"”(&”

A equagéo 56.1 continua verdadeira em esséncia (uma vez que s6 envolve conservacio de momento) mas te-
mos que somar sobre as interacdes “i” e os campos “f”:

| = 1+%$ —z\/-k

(cheque que se reduz a 55.1 para A9")

(eq. 64.1)

(eq. 64.2)

f
D :”\+%|}CQS¥‘L+<¥3+ZV:»(<\-—&\

D = 3\4-2&Pp—&z\/;‘l—%il}éﬁg)z—l\}*\’zg\/&a“:

Resta obter o equivalente a eq. 56.2. A proporcao entre propagadores e linhas externas no
lado direito de 56.2 continua a mesma (cada vez que adiciono um propagador, tiro duas linhas externas, e vice-versa),
mas o numero de linhas saindo do vértice é diferente para cada campo e depende da interagao. Te-
mos que somar sobre todos os vértices que podem produzir um dado campo:

V/J):D Z‘QLP\/,; = N? + Aﬁl

(eq. 64.3)

C ez -0

) N -
p =L ST W52 ) 2R -0)

- _ (cheque que se reduz a 56.3 para A)")
D= d =2 D Na=Z S+
L é] {L (eq. 64.4)
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S AT [‘*“X“%WC >) +ix;—1\]

O A de novo guarda as informacgdes da(s) interacao(6es) da teoria, incluindo agora informacao
sobre o spin e possiveis derivadas, e controla o que acontece com a divergéncia superficial quando
vamos mais longe na expansao perturbativa (aumentando o numero de vértices).

(eqg. 65.1)

GEo]  eATYTY skl NN
d=4 /\f\,\
Ney= 2 Sy = '1/3\ 1 ) B
st =D Ne =4-0 —a4+N\-Y0or)= O
de = O & (eq. 65.2)
\fu KANVA X Q\f gb *:iﬁ J? - {,\\Jsdr%
=Y
N

=2 S =t
=4 i ABZO

Ay =0 oA
p alguma combinacdo de matrizes de dirac, com indice contraidos

[P @<wawaws
= \BZX -

(eq. 65.3)

F\P—Ll dp = O S‘H_

Olhando 64.4, vemos que para teorias com A, = 0, temos um D maximo (obtido com um pe-
queno numero de pernas) e que sé decresce quando aumentamos o numero de vértices, e as intera-
¢oes deste tipo sao classificadas como renormalizaveis (A, = 0) ou super-renormalizaveis (A; > 0) por
todas as mesmas razoes que vimos anteriormente. Se um dado modelo tem A, > 0 para todas as suas
interagées dizemos que o modelo é renormalizavel. A QED e a interacao de Yukawa sao renormaliza-
veis.

Caso A, < 0 teremos novamente todas as I'" que envolvem aquela interacao divergindo, levan-
do a uma interagao nao-renormalizavel, basta uma interacao desta no modelo para dizermos que
ele é nao-renormalizavel. A interacao de Fermi nao é renormalizavel.
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Usando andlise dimensional nos termos cinéticos de campos fermidnicos e vetoriais, vemos
que:

D [T §¥)= a0nln)+ 1 -4
KJ D'\ML\\)KC%«— = Sp+d

D{N\EE"’ FN\] — D‘M[A,AVS*AA=)\‘D\'A\D\,ﬂ‘\‘>\: (}\
Lvm[;ﬂ: e

e portanto basta lembrar que qualquer interacao aparece na Lagrangiana como um operador (que é
um produto dos campos na teoria) multlpllcado por um acoplamento:

=3+ Z@

para obter, em termos das propriedadesja definidas para as interacoes, as dimensdes do operador e
do acoplamento:

Dim[ Vs J D‘M[O“?‘V“m\l * Z_ Dw[@p

N LD campo do tipo “f”

ng[czy @J =
Dim Lﬁz@'— L-Dim[0: )= A

Percebe-se que o resultado obtido para teorias escalares é geral, e A; ¢ mesmo a dimensao
do acoplamento. Esta equacao deixa também bastante facil decidir se uma interagao é renormaliza-
vel ou nao, pois vemos que basta comparar a dimensao do operador que introduz a interacao com
a dimensao do espag¢o tempo.

(eq. 66.1)

Comentario sobre teorias nao renormalizaveis

Para ter uma ideia do que aconteceria se tentassemos usar contratermos para uma teoria
nao renormalizavel, vejamos o que ocorre com a interacao de Fermi (d = 4):

ERCTRAR DI
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A funcao de 4 pontos em NLO, contém loops do tipo:

. . . R
> .
\\, ‘ N < ~ 4
-~ ,7 \\ -
v - . “ AN s
N =~ .7 N ’
~ -
— - +_ ~ +
—_— ) ’ ~o " vy
N ’,
4 . So __7 RS
- N ~
.
S . <
’
. .

E tudo indica que poderiamos redefinir G; e aparecer com o contratermo abaixo para renormalizar
esta interacao:

OG- (T TYHTT Py

O problema é que a funcao de 6 pontos também é divergente, e quando calculamos o diagrama
abaixo:

A =
’
AR

temos uma nova divergéncia. O unico tipo de termo na Lagrangiana que pode eliminar esta diver-
géncia é um contratermo de uma interagao com 6 férmions, que podemos introduzir:

(T TN T TYYTTPY o (Gt Se( T YT TOIITYY

e com uma nova condicao de renormalizagao resolvemos este novo problema, mas o custo é introdu-
zir uma nova interagao na teoria (G). O grande problema vem do fato de que esta nova interacao
também contribui para minha funcao inicial, de quatro pontos:

.—*\\\,7’ J G’_ / Q )Q’
T 7 é e

o que quer dizer que precisamos das condicoes de renormalizacao para a funcao de 6-férmions para
calcular a fungao de 4-pontos. Nao é dificil perceber que o problema é sério, pois é muito facil agora
escrever um diagrama com 8-pontos e mostrar que este também tem uma nova divergéncia, necessi-
ta de uma nova condicao e vai criar uma interacao de 8 férmions que contribui em praticamente todas
as funcdes com menos de 8 pontos. E uma torre infinita de problemas, que em principio precisaria

de uma quantidade infinita de parametros (e portanto medida experimentais) para ser resolvida.

Existe uma situacao em que estas teorias sao preditivas no entanto, e um pouco de analise
dimensional nos permite identifica-la. Primeiro note a dimensao destes acoplamentos vai se tornando
mais negativa (conforme a dimensao do operador aumenta em 3, a cada passo):

CTF = G‘(l) ) 6l:‘ = C’m ) 6113\ ) ETC
“ ( @\
DIN\EG(F‘—A——D\ DIN\[__, “23__5) Dh«[@i \l‘-\% Lo
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e isso introduz uma (ou vdrias) escala(s) na teoria, que posso parametrizar da seguinte forma:
- -
13 -5 (8 _ g
=M =g 6= M
Din[ M1 =1 D(m[“éﬂ=o

(note que usei o mesmo M para todas as interacdes, mas isso ndo é importante para nossa analise, elas poderiam ser todas dife-
rentes. O que importa no que assumirei a seguir é que estas escalas estejam todas bem acima das energias do experimento e

por isso posso assumir todas iguais sem prejuizo algum)

No entanto o elemento de matriz de um espalhamento com quatro particulas tem dimen-

sa0 zero (em d =4, basta voltar no LSZ e fazer anélise dimensional para ver is50):

PmLMY=0 = Dl IMT)=0

Uma vez que eu tome o mdédulo da amplitude ao quadrado, a dimensao de Gg vai ser com-
pensada pela a unica outra grandeza dimensional disponivel, uma combinacao dos momentos exter-

nos (vamos assumir que os 4 sao da mesma ordem e chamar de p):
Ab
o E
> p] by E
| M=) 81 £ "'4'%6 10 1_"*6& ¢
M M

(o mesmo vale para fungdes de mais pontos, quanto maior o n em g,, maior vai ser a poténcia de M no denominador)

Fica claro que se as escalas tipicas do meu experimento (aqui representadas por p) forem pe-
quenas quando comparadas com esta escala M, intrinseca a teoria, entao a contribuicao desses opera-
dores de dimensao superior vai desaparecer dentro do erro experimental. Talvez eu precise de um ou
dois operadores nao-renormalizaveis (os de dimensao mais baixa), mas é isso, o resto é suprimido.

Esta foi exatamente a situacao encontrada quando se usou a interacdao de Fermi para descre-
ver os decaimentos fracos, ou no uso de teoria de perturbacao quiral para descrever interagées hadro6-

nicas.

Em um primeiro momento parece que tivemos uma enorme sorte de que a natureza foi bon-
dosa em escolher que todas as interagdes que encontramos em altas energias sao (a) renormalizaveis
ou (b) ndo-renormalizaveis com alguma escala alta deste tipo, suprimindo a torre de infinitas contri-
buicdes de dimensao superior. Veremos que nao é o caso, e que esta situacao é de fato esperada uma
vez que entendamos o papel destes operadores e o significado fisico desta escala, faremos isso adian-
te quando estudarmos a renormalizacao “Wilsoniana”.

N\
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ldentidades de Ward-Takahashi

(Ryder 7.4, Nastase 23.4, Peskin 7.4, Schwartz 14.8.3)
Nosso proximo obijetivo é usar a contagem de poténcias que acabamos de explorar para de-
terminar como faremos a renormalizacdo da QED. No entanto, diferentemente de A¢*, na QED as sime-
trias desempenharao um papel importante em eliminar divergéncias e introduzir relacdes entre con-
tratermos. Por isso vamos ver primeiro a encarnacao em Teoria de Campos da simetria de Gauge.

E muito comum que os conceitos de Invariancia de Gauge, Conservacao de Corrente e Identi-
dades de Ward (e sua generalizacao, W-T) sejam usados como sinGnimos por ai, uma vez que estao to-
dos fortemente conectados. Eu gosto da distincao que o Peskin faz no ultimo paragrafo da secdo 7.4,
onde ele chama de Invariancia de Gauge uma propriedade da Lagrangiana:

Invariancia de Gauge

&QED: LR R AT (Feae AN - Y

\1 de novo estou suprimindo estes “0” que
indicam campos e constantes ndo renorma-
lizadas, volto com eles quando for falar de

AN L.‘('B —0 /A&'(-\'\ + C);J °<('¥’5 contratermos
8 \‘) W) — A e \) X - = *)
Yoo — Yoo i€ <t Yoo | (5L ey
(eq. 69.1) °

€ 0 mesmo que:

Y(\«\’— GAMN‘K‘Q
Adyz Aples - % drelly

basta fazer: (&> —€ =<1\

\ %4
&er = &er

Em uma teoria classica, como a simetria global é também satisfeita, e o Teorema de Neother
garante a Conservacao da Corrente (que € uma equagao de movimento):

Conservacao da Corrente

5$ = Q =0 - [h A =0
"b')(\é =P AR

Em TQC | (pg 187-189 das notas de 2022, ou no YouTube video 27) mostramos que, se a teoria nao for

andmala (ou seja, a simetria continua boa na teoria quéantica) @ simetria global implica em uma versao generali-
zada da Identidade de Ward:

Identidade déWard

(eq. 69.2)

(eq. 69.3)

i (nao falamos em campos |, mas em NLO isso também depende da nos-
< C) N > = Q sa regularizacdo nao estragar a simetria, o que tomaremos como condi-
¢ao necessdria para a escolha da regularizagao)

(eq. 69.4)

Que pode ser facilmente transformada em restricdes sobre funcdes de n-pontos da teoria, impondo
a simetria sobre estas e portanto sobre as amplitudes quanticas da teoria. Como exemplo podemos
partir de 69.4 e provar a identidade de Ward ("Ward mesmo’, sem generalizacio).
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(Peskin 5.5)

Basta lembrar que para um diagrama qualquer envolvendo um féton externo, eu posso

escrever:
?DL //_\Q’;separei”a contribuicao deste foton

S M = A € ()

mas sabemos que este o indice p do féton tem que estar contraido com um termo da forma:

T poa - s

dentro de j\)\’: . Portanto podemos escrever:

Mo P AL
Frpy= (e e < I
\L__L? todos os estados “antes” e “depois” da aplicacao de j

~ hx
e
Agora podemos usar 69.4 para escrever: 'D?*’
/\_/\‘_/.\
! r\ali. N \1 JeL N
M e <C),| (N> = O ___gJ <’h>
O mtegrando por partes e assumindo quea corrente vai a zero

no infinito

J)Z,a I 6”“4?3’5 =0

"(&) =0
)2’) /\L (eq. 70.1)

(que coloca uma restricdo direta em todas a funcdes de N pontos da teoria que tenham fétons externos)

Vamos deduzir agora uma versao ainda mais poderosa, as chamadas identidades de Ward-
Takahashi, que além de ser consequéncia da simetria local, também se aplicam a quaisquer diagra-
mas (o féton ndo tem que ser externo).

Lembre-se que, ao quantizar a QED, introduzimos um termo de Gauge-Fixing:
_NY
OEEFF— /) F:"V ’\\V&(()ﬂ*"‘e(l\ \\\) \"\\P\P ééA\

\"\/
S

e para definir um funcional gerador (de onde obtemos todas as funcdes de Green) temos que intro-
duzir fontes:

(eq. 70.2)
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S = (I (&t 374 79+ )

Tanto o termo de G.F. quanto as fontes parecem quebrar a invariancia de Gauge. No entanto
sabemos que: (i) a fixacao de Gauge aparece no método de Fadeev-Popov como uma simples redefini-
cao da integral de trajetdria (hao muda a integral) €; (2) que a invariancia de Gauge nao pode ser que-
brada na auséncia de fontes externas fisicas (e aqui estamos pensando nestas fontes como artificio para o calculo, se

fossem fisicas eu teria que especificar como estas se transformam sobre a transformacao local). Portanto sobre a transfor-
macao local, devemos ter:

SEESH)@ lYLl: @,

(note que isso nao é uma condicao adicional que devemos impor sobre a teoria, isso deveria ser satizfeito automaticamente e
funciona como um teste de consisténcia da teoria. De fato tanto o Peskin, quanto Itzykson-Zuber, sec 8.4.1, provam W.T. sem
qualquer mencéo a Lagrangiana, usando apenas a conservacao da corrente.)

Quase toda a Lagrangiana efetiva é invariante de gauge, com excecao do termo de gauge-fixing:

A (3AN %(5 A, +D§<\((§ Ay T =

%
AN L A NDS O
Q§ i e

integracdo por partes:

gc)h (& AHB (D%B = gd\‘\(, (DA” A,)\ < ()
As fontes também contribuem para a variacao:

- _ N C RN N N}
3A YT 5 S v D Jax hexnf bae®y
— ~ integracdo por partes:

- gau 3 e = - S P (37) <03y

Portanto: aqui esta a variacao de Z
S
B B S

e Ekm-h e @Z]*“\E CAS
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Considerando que a.(x) é pequeno, podemos expandir a exponencial e obter:

22 -I-[\J DA 7@"))\{) ‘«gyk[_%(géf AP - éﬂjﬁ_‘,\c(;ﬁ _@D}%\L\ CXS
N _

O CA/-’ )\’e ’\Pl
Uma forma simples de tratar O é usar o mesmo método que usamos para tratar interagées ante-

riormente - transformamos ele em um operador diferencial agindo na exponencial da acao, fazendo as
substituicoes:

% parece errado no Ryder

S g.its

= — (14 kgé“x ~20 )z

O>
\Y
I

Para garantir a invariancia de Z, qualquer que seja o, precisamos que:

[+€D5"§?_ '3, - e(v’g 5_*1 &L\AX -0

1o Y AW )T, cke/n aW _pov y”“_
[S WY /VZ ) 250

_%D ) %_\‘_;\N _()r‘\ *k@/? 5\1 8\2/23

Como vimos em TQC | (pg 182 das notas), podemos obter o gerador das funcdes 1PI, fazendo
a transformada de Legendre de W, neste caso com trés variaveis:

NEATAERYEICEE A —g P(THA R S7AN
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3| =N OW  _
=3 — = A Q
OA, Y
$
di _
:}\-7 VZ, S_,.\\"J = @
S \P‘Q %Q, N sk parece errado no Ryder
on «L QN f P
D) CP—Q d YL & alguns autores
% 2( se referem a esta
AN ; equacao como
tem umi b 4 b" Adl C)H S_D -re )1 1) Ward Takahashi ou
na derivada em A — D ~ -\- J! \Q &P —\ = Q A
b R Q@ \p W-T Generalizada
S DA N
(eq. 73.1)

Esta relagao entre os geradores das fungdes de vértice garante a invariancia de gauge de Z
em todas as ordens de perturbacao. A partir dela podemos obter algumas relacdes mais conhecidas:

(I) aplicando as derivadas abaixo de ambos os lados de 73.1

S 5 ;
316}1\5%( h ) S/ o

— % N
i S F,D_\ \P&“ﬂ = —S: [S(k"sq\ EL +. - —%( \&\ 5\ +(\j\
. T TR

S S ‘“SP } S [8(&«,3;_\: Fee |2 Sleey, 3"
3*’%\5*& ) (\P‘* S g OB )w@@ S5 )

e entdo fazemos: \PQ: \(_;&: A,} =0

N 'ﬂ—_-\ﬁ.e ~g(1—33 D 4 ) Sl o)
S SRS A AREADHD g\p&@b« BTL
o (‘(}n O [S\: (x -M\] ESE <D‘ -M\]

1] T G = ke SIS (o) - e SIS et

Y k.ty]

(eq. 73.2)
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Queremos escrever isso no espaco dos momentos, usando a seguinte convengao para 0os mo-
mentos, obtemos a transformada de Fourier

P 1&”(1

:"'& b “ﬁ
@ SA‘* S e e
Ao ?)

lembrando que é convencional escrever a funcao de 3 pontos da QED com a carga multiplicando
explicitamente definimos (veja pg 25):

C_‘)“’ P-IJ'L P;BI ACP

QED3)

QAN 02\1 =
R PR o
= S “0 \'Ll € L (\64)\(‘5\(\

cheque por analise dimensional de 73.2 que, removendo explicitamente esta conservacao de momento, acaba-
mos com uma funcao de trés pontos adimensional, de acordo com o que definimos na pg 25

O lado esquerdo de 73.2 fica: PpnTES
F
A “0 P 1 "'u(t ( Y \( =
?) \4"1 C ‘ﬁ, NNA ‘6

Py
:-,;)C“SN ?)AW‘ “ﬁ e& P'\(M‘«s“\:

G
r\.mﬁ

QED3)

=~ Om'S (B 4k - Pl)e}kf’ W (e R

_—

e o lado direito de 73.2 fica:

ﬂ -l. \ C (.
g()\:{ (J\‘ivh A\?\'L{ \h e'»u( {NC’ —nC E(\L—\wgr (x- vt,,ﬁ;g'
:‘,\ng (}\Af S(O +f, - \& P;} k

P\—ﬂl

logo, igualando os dois lados:
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QEDBD

— }kd Pkf\i” ( Py ,F"\b\: ~ - &\i ({)1 *‘(}Q\}J]k

LT Oy = s e - o)

Identidade de Ward-Takahashi

(propriamente dita)

(eq. 75.1)

Que, em diagramas, fica:

:—M
R @ =(_a -1 ol
RS {Eﬂ "4":} B Eﬁ ()11

.'1 (A

A partir da equacao 73.1 podemos fazer outras combinacdes de derivacdes funcionais para
obter relagdes entre diagramas com mais pontos ou diferentes campos.

_— \\
Renormalizacao da QED

Contagem de poténcia e definicao dos contratermos
(Peskin 10.1 a 10.5, Ryder 9.5 a 9.7, Schwartz 21)

Vamos usar os resultados das pgs 63 a 66 para repetir a analise que fizemos para A¢* (na pg 60)
e determinar quantas divergéncias independentes temos na QED. Da equacao 65.2 temos que:

(65.2) = &G(ED = O

eportanto:
(624) = [) = ()L—Z AN \h—%( S)Z+ix;—1\Np =4 —'?p;(SQJf'\\N*:

elétron

— féton D:LI/%\’\I@“N%

(eq. 75.3)

O que nos mostra que a divergéncia superficial s6 depende do nimero de pernas externas.
Somente diagramas com poucas pernas tem D > 0. Temos poucas possibilidades na QED, de fato sete
combinac¢odes (abaixo). E como as pernas externas nao entram na integral de loop, podemos conside-
rar a soma de todos os diagramas 1Pl que contribuem para cada combinacgao de pernas externas.
Qualquer diagrama que contenha divergéncias vai ter um destes como sub-diagrama:
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A )= B D=3

O diagrama A é o mais divergente, mas nao contribui para elementos de matriz S e nem pode
estar contido em outros diagramas porque nao tem pernas externas (de fato nem para Z ele contribui
pois é cancelado na normalizagao).

Nas fungdes 1Pl com fotons (B, C, D e E) estamos amputando estes propagadores externos,
mas ainda vale que para cada um deles deve haver um vértice onde age:

f =900y

Por isso a situacao é parecida com o que fizemos na pagina 70, mas como nao ha linhas
externas, os estados “antes” e “depois” sao o vacuo. Tome como exemplo a fungao B:

@ - e (- eV an) Thp Y >

Esse operador deve ter uma valor esperado no vacuo igual a zero pois senao quebramos a in-
variancia de Lorentz (isso é uma quebra espontanea de simetria que nao observamos na QED, esse valor esperado dej, de-
finiria uma direcao preferencial no vacuo) € a conjugacao de carga, que é mais facil de ver:

C, ‘ ﬂ_$ = [_fl? (QED é invariante por conjugacao de carga)

etemos: \TJ IS C = - ?f““\) (notas de TQC | (2022) pg 159)

entéo: <Q|T§’N(%\k],ﬂ_> = _<J2,|‘\'5/6,4(%\k],n_3 -0

< |T£ /0"‘(%‘\'” ;N“(};\k ln™> - (-QK <« |T£ ’0,44(%\\.., ;N“(\OAX |-n>



Teoria Quantica de Campos I @

Qualquer correlator com um numero impar de fétons externos é zero. Isto elimina os diagramas B e
D acima. O restante dos diagramas acima é diferente de zero, comecemos pensando sobre o diagra-

ma F (auto energia do elétron) - ele é funcao do momento do elétron (p), a série em tornode p =0
fica

(= ~R 2B = Aot AL F AL e

(eq. 77.1)

Aos 5 b5 @)

(se vocé ja ouviu falar de divergéncias infravermelhas, pode estar preocupado agora. O fato é que muitas teorias com particulas
sem massa - nesse caso o féton - tem divergéncias para momentos pequenos. A QED é uma delas. Entdo os coeficientes A tem
duas divergéncias independentes, uma para momentos grandes (UV) e outra para pequenos (IR). Aqui estamos interessados no
UV e resolveremos a divergéncia IR mais adiante. Obviamente obter uma expressao explicita para os A, exige que cuidemos de
ambas)

Sabemos que estas derivadas em p diminuem o grau de divergéncia do coeficiente, como
agora estamos agindo em um propagador fermiénico, a divergéncia diminui em 1:

A
CW( %i ~ (L + ¢ = N\

momento integrado

A divergéncia superficial de A, (que é a maior) deve ser D = 1, isto quer dizer que a divergén-
ciade A; é logaritmica e o restante dos coeficientes ndao diverge (como antes, esse argumento ignora os sub-
diagramas). No entanto, ha uma simetria que entra em agao aqui, a simetria quiral. Lembremos (Toc | -
pgs 1252 127) que a massa de um férmion é dada na Lagrangiana por:

Y o=dor¥e = VP = ”f‘_o@ﬁ’w@"ﬂ

se este termo é zero, ndo temos mais nada na
Lagrangiana que “acople” \]Jbe \ﬁ{.Com isso
obtemos duas teorias separadas, uma para cada
quiralidade, e nao ha correcao radiativa que va
YL produzir um termo de massa.

pmb:ﬁ&\p“%m*)

g Y\ ~ Y4 (note queisso quer dizer que um férmion de massa zero nunca ganharia
massa)

Como as corre¢oes radiativas nao podem dar massa ao elétron quiral (que nao tem uma massa nua),
a correcao independente do momento (A,) deve ser proporcional a massa nua. Por analise dimensio-
nal vemos entao que, apesar de ter D = 1, esta contribuicao nao pode depender linearmente de A,
tendo uma divergéncia logaritmica. Temos, portanto, o caso em que uma simetria torna a divergéncia
menor que a divergéncia superficial:

/’?\ = Qe M™% LN(/\\ t o« )P/ L—HC/\B —\-(Termos Finitos)

(eq. 77.2)
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Podemos seguir a mesma loégica no caso do diagrama G, neste caso, como a divergéncia su-
perficial ja é 0, qualquer derivada em qualquer um dos momentos externos ja nos da algo finito. Por-
tanto a expansao nestas trés variaveis sé tem divergéncias no coeficiente Ay:

@ = -irP Pn(ﬂp‘) ~ 7L (N + ( Termos Finitos )

4 l/D some Dirac matrix (or combination of...)

(eq. 78.1)

A auto-energia do foton (diagrama C) também é influenciada por simetrias da QED. Se defi-

N /‘\(QVHB

a estrutura mais geral que podemos escrever para este tensor é:

TTNV(W\ :M aml 4 m C\p(\\l
\

No entanto, as identidades de Ward nos dizem que (exercicio da aula anterior):
L “'\NTV” (=0
17"y =TT+ T (@) § ©
Y= -THE § = TTegy 9

("

(eq. 78.2)

P funcdes arbitrarias

= (77— O T

(eq. 78.3)

0 que ja é a série de Taylor que procuramos, dentro de I'1(g2) temos os coeficientes A, n = 2,3...
Os coeficientes Ay e A sao zero, e a divergéncia superficial cai de 2 para 0 nos termos de I1(g2) que
nao dependem do momento (os termos de I1(g2) que dependem de q sdo finitos).

f\T [(11) v LN C/\\S + (Termos Finitos}

(eq. 784)
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Temos aqui dois exemplos importantes do que chamamos de “massas protegidas”
por simetrias. Veremos logo que a forma acima para a auto-energia do féton impede que
ele ganhe massa (que ja era zero a nivel arvore por conta da simetria de gauge) a qualquer
ordem de perturba¢dao. O mesmo acontece com um férmion sem massa (que tem uma simetria
maior que no caso com massa). O impressionante é que este mecanismo continua util mesmo
quando a simetria é quebrada explicitamente! A simetria quiral impediria o elétron de ter
massa nua e de ganhar via correcdes, mas ela esta quebrada pelo fato de que o elétron tem
massa. No entanto o conhecimento de que no limite em que a massa nua vai para zero to-
das as corre¢Oes radiativas também devem ir, nos diz que estas devem ser proporcionais a
massa. Esta simetria quebrada protege a massa de divergéncias mais intensas (em vez de
lineares sao logaritmicas).

- Observagao importante:

Nos resta apenas o espalhamento féton-féton (diagrama E). Sabemos que (identidade de
Ward, de novo):

M
@) \ =©°
E possivel mostrar que isto implica na seguinte estrutura para a amplitude deste diagrama:
Ny a NG~ ¢V
(?gﬂl\_ 6 Qﬁt\y(cﬁ o"\k_ (\6 QLL\(“BRS_WBU’LB\ ((bul'l"cbx\“\
Como ha uma poténcia do momento em cada termo, temos que todos os coeficientes da série com

n < 4 devem ser zero. O primeiro termo diferente de zero tem quatro derivadas o que levaa D =-

O que concluimos é que s6 existem trés blocos basicos divergentes na QED, os diagramas
C (auto-energia do féton), F (auto-energia do elétron) e G (vértice). Os diagramas G e C, de fato pos-
suem apenas um coeficiente divergente, ao passo que o diagrama F contém dois. Isto quer dizer
que a QED tem um total de quatro grandezas divergentes que temos que absorver em redefinicdes
de parametros para obter uma teoria finita.

Uma consequéncia interessante de 78.3 (a forma imposta a auto-energia do féton pelas identidades de WT)
pode ser obtida calculando o propagador completo do féton (no Gauge de Feynman, para simplificar):

M\Qw CEN AV ViV VVE: ; b
& J“J%?‘PL‘(TZT—%”%'W“ *'%
({/‘6?(%%':‘\‘1‘(#\ X —‘\i—;\"fl(ﬁiﬁvﬂw

—_—

%
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3 0y =(5) - TN - By & e e - B

’ﬁ%_L _q%; DT Yo Do, TOTE + . =

—_——
1 N

= e iy N[ T = T + IR

) \
SV T R 1A _ — A w10 A 1_,.’\_‘7\
- pi%‘ ‘KRE(SV HA( 1= 5 ) T(‘-\T(T\\(B 1'\15 (\{ “lk>

Na pratica, para o calculo de elementos da matriz S, este propagador devera estar conectado
a uma linha fermiénica de um diagrama mais complicado:

4 ‘ | °®
y N - =" w- iy _’_& MV (

\
E neste caso as identidades de WT nos garantem que: 0\\, /\k (‘\\ = QO

\

)

em algum lugar neste
elemento de matriz temos:

Y
A (qel) & L
ﬁ*ﬂ - i — v

Portanto, para fim de cdlculo de elementos de matriz S:

MAQM = ”.‘ci\”q
U

11(1 _W(‘\}\\

(eq.80.1)

As contribuicoes para I1(g? sao dadas por estados ligados ou livres de muitos elétrons/pdsitrons, e sa-
bemos que nao ha estados de massa zero neste espectro (o unico estado de massa zero é o proprio
foton, que nao contribui para I1(g?) ). Isso quer dizer que I1(g?) é regular em gq> =0 e o propagador
completo continua tendo o polo em g = 0! Ou seja, a massa do foton ndo é modificada por correcoes
radiativas (em nenhuma ordem de perturbacao!) E possivel mostrar que se usassemos uma forma er-
rada para IT,, (aqui“errado” quer dizer “viola WT") obteriamos um féton massivo:

I —IT—NYC“\\: N /\/\)‘ tGNV __v ,WO,W - -t ‘(%‘_HVT (Exercicio)
3 —

Note quado restritivas sao as identidades de Ward-Takahashi (e portanto a simetria de gauge).
Além de garantir que o féton é sem massa a nivel arvore, “protegem” sua massa de corre¢ées a um ou
mais loops.
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Agora podemos fazer a renormalizacao por contratermos da QED. Comecamos com a Lagran-
giana:

—3

A ORI AL AR

Os propagadores completos serao dados por:

m ;\2}_ Estamos definindo a massa fisica do elétron e dando nome
> U o— = too.- aos residuos nos polos de 1 elétron (Z,) e 1 féton (Z3). Note
,P/ - m que nado precisamos nos preocupar com a massa do féton e

que a eqg. 80.1 nos permite ver que:

d

, Zy =
A_/\/O\/v\ = —A’é_m_} ’ 1 -7 ()
ﬁl -« - -

Comegamos entao com a renormalizacao dos campos:

‘\/a \{J . 1. N
= A
< |(eq. 81.1) A o 23 *

(eq. 81.2)

S 23 (& Y ez P Y e - ez 2 T A

E definimos a carga fisica:

C Z? = Go Zlg-zl

(eq.81.3)

Veremos mais adiante que este Z, é um fator que aparece no vértice (multiplicando a carga) quando
g =0, por isso é conveniente definir a carga desta forma. Para a massa usaremos:

e m, —Im
g'ﬂ\ —23\ ° (eq.81.4)

Fazendo entdo as defini¢cdes adicionais: Sg — ~
/ S » = 21 - 1
'1/_L
\} 51——21",]2 %‘—ZL%} _/l
— (eq.81.5)

o[ — % /PNV\ + 2 \P (,L,Y-MAK\)Q B Coz-ng/l Eﬁ;cw‘\)n A"I" =



Teoria Quantica de Campos I
L Y —_—
1 = _% St WD SR AL S 0 At

_ %SBZP;’WLJrﬁm(;SJ_S m\“\)m -%e%‘@ﬂ\vn A"H

(eq.82.1)
deve ficar clara a conveniéncia de introduzir Z, e sua conexao com d—\
a renormalizacdo da funcao de 3 pontos
cujas regras de Feynman sao:
QWA Ve Ve \WaN = — ;L N3 f\'
N o—p v U2 D e —
9 9 "G B —w +tieE
I
— -—A.éﬁ\ ’*H\Lk(%g.\.-’s}'\\

Z

g % 1 gy E_Aﬂ( y ““+>"XW\4}

As condic¢des que fixam as normalizacdes dos propagadores e definem a carga e a massa do
férmion podem ser escritas usando as definicdes que fizemos anteriormente:

Tops M T

]J

N
. _ o [T
= —a€ (P} PB S6 que agora estou REDEFININDO estas

grandezas, todas incluem agora as contribui-
¢oes que vem dos contratermos

A definicao de I" agora é feita com a carga fisica
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Como discutido na pagina 79, temos quatro grandezas divergentes na QED, isto levou aos
guatro d&'s nos contratermos, as quatro condi¢des que usamos para obté-los sao:

2 (=0

(eq. 83.1)

[ (q"=0y= O

(b)

0
—_— (f/> — O - GP)J P\ = — G\B\N
JVZ L A G

(d)
_E (c)

Onde os momentos p, e p', sao escalas arbitrarias que escolheremos a seguir. No caso da
auto energia do féton a posicao do polo é fixa e, portanto, nao temos essa escala livre.

Estrutura do vértice da QED
(Peskin 6.2 & 10.3, Schwartz 17 & 19.5.1)

As identidades de Ward-Takahashi ainda nao terminaram de nos presentear. Observe que
se escrevemos a equacao 75.1 para a teoria nao renormalizada, temos:

_ "\N P:K ( Plf’]“ c‘\ —_[g: (¢ +ﬂ§y1 [_g;@”

Assim como para os propagadores, que tem um fator Z, entre a teoria renormalizada e a nao-renor-
malizada, posso definir um fator para a funcao 1PI de trés pontos:

NR ~1 Iy
rﬂ = 2, [:

(neste ponto nao é 6bvio que este é o mesmo Z, definido na renormalizagao, depois mostraremos isso)

~—) essa é a fun¢ao renormalizada, vou omitir este indice

Queremos aplicar a condicao para o vértice em 83.1(d). Note que esta condicao define o que
é a carga elétrica e historicamente todas as medidas desta carga foram feitas em experimentos de

baixa energia, por isso é costume defini-la para g* — 0 (fétons com longo comprimento de onda).
Assim vamos impor 83.1(d) em p'*, - p*, =qg", = 0:

Nl=oy=%] = |- o,

(eq. 83.2)

Os propagadores completos dos férmions sao dados por:

SF(PS - _‘:'__Z_t\i—.,.

P a massa ja é a fisica, s6 nao redefini campos e acomplamentos para
- v i ’
/\/\_/V sumir com os Z's
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portanto, colocando as duas linhas fermidnicas on-shell e tomando o limite g* — 0:

P [N Rl N SO
f)f’v—vm :u~kﬁ)ﬂv20—~mi8\<{ +\9(c\3—-ﬂ.2?{\

0O 2 ¢

[g “’*ﬂ S5 ﬂ ~ . (M e = 57y

~ "\N P:R (r e ) =[St +j§y1’ Lgf_;zry
7 o

qu—r 0

- =
- 2 y{\ = - ,L%Jj( Em qualquer ordem de perturbacao!

21:2

N (eq. 84.1)
A
\/D Iogo_)

Para ver que este Z, € o mesmo que definimos em 81.3, basta lembrar que para elementos

da matriz S o que aparece nao é a funcao 1PI, mas sim a funcao amputada via LSZ, e a diferenca entre
as duas” sdo fatores de Z" deixados para tras pela LSZ (veja 19.1):

*outra diferenca que poderia haver entre a amputada e a 1PI
seriam diagramas 1PR contidos dentro da amputada, mas como

N ja estamos falando da funcao de vértice I'”" com apenas 3 pernas,
S nao ha como aparecer diagramas 1PR (no caso de I"", poderiamos
- '\‘ 1 pensar em diagramas 1PR formados por dois I'"” ligados por um
' )
N y propagador, por exemplo)
L= ¢ (9 Ex Y NZEs
- 0 'NR
A
// \:J r'l"l \/"V—\J ~ Y (isso também pode ser pensado para um féton
- = 4 off-shell. Neste caso o propagador do féton tem
1 ( \\ ‘ LQ al I lputagao de 1 foton um fator Z; e estamos absorvendo a raiz de Z; em
R . cada ponta do propagador, onde fica o vértice)

amputacao de 2 férmions

Depois de renormalizar os campos, eliminamos estes Z's:

\

’ ~ = -.C PUC‘\B

" N r+1

e temos:

1

Co zo\ 25/1 R;U‘\‘ G P C‘t} =) Co Zg\ Z;/l: 216

2;1 Vﬂ(‘\\ (como definimos em 81.3) //
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Uma consequéncia importantissima da relacao Z, = Z, é que:

1”0 1
Cbﬁl Z) = ?‘\1\6 g S Zb €° (eq. 85.1)

Ou seja, as correcoes a carga elétrica vem unicamente das correcoes ao propagador do féton! Para
ver o quanto isso é importante, pense em uma teoria em que temos mais férmions:

elétron: (= — ] (emunidadesdee) 3 €
ﬂ — %)\ | i/\
v\ = Me

)-I

muon: = - N
y } = 7,2
V| o QOO MC—‘

quark u: ﬂ: é)/_5 . %:: )_Zw

1

vy D L1 me

Seria um milagre se os Z, e Z, destes férmions fossem todos iguais. Tome como exemplo
o elétron e o muon. Os diagramas para calcular Z; e Z, seriam todos 0s mesmos (os dois tem todas as mes
mas interacoes) Mas a massa do muon é muito maior. No caso do quark, além de mudara cargaea
massa, ele tem outras interacdes (fortes) que vao entrar no seu propagador. Até poderiamos forcar
a igualdade em uma escala especifica, mas fora desta escala as corre¢des finitas de cada um seriam
diferentes. Perdemos a “universalidade de sabor” da interacao elétrica. Somos salvos pelo fato de que
todos tém carga elétrica proporcional a“e” e interagem com o féton (que é um sd). Assim:

2 5k
e:€o—g V“F":Z{CDJ"’J\L‘E
&
As identidades de WT (ou seja, a simetria de Gauge) garantem que a corre¢ao a carga ve-
nham somente do féton, independente de qual particula esta interagindo. Isto garante que o acopla-

mento de gauge da teoria continue universal, e que todas as particulas sintam as mesma corre¢oes
finitas para a carga entre uma energia e outra.

Outra convencao bastante usada para o vértice da QED consiste em expandir a funcao de
3 pontos:

@ O e T =P -

// J r'l"‘l

I

Que sem perda de generalidade pode ser escrita como:

0 A (Y B (P e
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A, B e C poderiam ser fun¢des escalares dos 3 momentos (p*, p™* e g*, contraidos entre si ou
com matrizes de Dirac) e da massa. Mas considerando o caso em que o féton esta conectado em um
diagrama maior, e os férmions sao pernas externas (on-shell), esta funcao aparecera sempre contrai-
da com os espinores:

M= ke WY T wied
e vale:

Fu@=me WU =R e

Portanto posso trocar a dependéncia nos momentos contraidos por dependéncia na massa ou em
g2 (lembrando que ﬂl = aphpran) = (-0, Ee.. )

A= ACRY BB (Y CoClp

Mais uma vez as identidades de Ward reduzem a liberdade:

TS| AR YD - ﬂwm =0

70O (\) §(115=@

Podemos simplificar a coisa ainda mais usando a Identidade de Gordon (exercicio):

WY wlpd = Vx(v\\Lﬂl" P8 3‘7\ apy | T =]
S

A

(eq. 86.1)

Qe =Sya « e ey
\EN@{~@B’N I,
= Q[B’P‘/\\ £ e B l\'\
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E a forma convencionalmente adotada para A'e B'é:

0—' \@\‘4\&&\-\-/‘_/3—‘:("‘\\

—~ (eq. 87.1)

\) Fatores de Forma

A expansao perturbativa nos da informacgao sobre estes fatores:

R \ %) N )
@ = « T a M 8 +
1 T AT I

QPN - _,;e\g\ﬂ

L.O. —»[=m — = ~ = (-
L.O. - leading order ‘—q ((11\3 = ___l7 r,\ ((\l\ - /\ i S r'] (o) B
(erimeira contrib.. I:LOC )\ B Q — . \ S = N

ndo nula em teoria ¥ 0\ - (eq.87.2 ) Y C“\ B = |,_ (“\ 3

de perturbacao)

e a condicao de renormalizacao implica:

_.C Pﬂ - p _- 6 TLOB \(\N
1=0

(832) = PJJ(QB = }QM = E (U\:« (eq.873 )

Tanto F, quanto F, tém interpretacao fisica. O espalhamento em um potencial eletrostatico

(dado por um campo externo classico) é dado por:
(para lembrar como tratamos um potencial externo classico, ver problema 4.4 do Peskin ou TQC | aula 29)

M SPT- P e WY, WY A (- )
A?(m\:(@\oso)o) — /L\ci (cp=@5<¢3$cf5)o)o)o\

indep. de t

WM o= —r e T T wed i)
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Se o campo esta variando lentamente em escalas macroscépicas, podemos assumir que ¢ (3)
tem um pico estreito em q = 0, e tomamos este limite:

4—0 =Dr° = ¥ 70D

_ — ) ~ .

A= cne Ry KT MDY = =+ V)
\/‘(TQC I pg 201)

Que é a aproximacao de Born para o espalhamento por um potencial:

N = € F(od) b Dy

De onde vemos que F,(0) é a carga do elétron, em unidades de e, e introduzird mudancas para in-
teracao elétrica quando g sair de zero.

Algo semelhante pode ser feito para F, e mostrar que ele modifica 0 momento magnético do
elétron. Considere um campo vetorial constante:

N "w:ﬁxj‘: N ~4\'}Q“Mr\.ﬁ)
AU; 6 = (Q) AGHY oo Jed- VA= )= - €V A

AM =R RO T M ALY =
= e U\J(‘Q &CN E(@Jr N G;':\f\a F;(c“)l\up) Aiﬁt\v\

Queremos tomar o limite nao relativistico nos espinores, mantendo somente os termos lineares em
g (senao da tudo zero):

per (m, 770 (Po= Wh-2E V= - 22)

wed=(FPos) o[- 58

() \pa'S (22 ¢

P )
— \ﬁ el AP I S Lp.O
S wpy= 2 7 [ B oy o %\k

)‘& % N FESY ; N R VL Wy
PRGRET PO PN ) et 0" (P1-)
m Qg = Q}’B 6‘““6+6)Jb,~\g*“00‘g M
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TPV W)= dn " Pﬁ _New \g
m

(este termo é uma interacdo dependente da velocidade, o que é esperado
para uma carga se movendo em um campo magnético constante, mas ndao
tem nada a ver com a interacao do spin com o campo)

Focando na parte que depende de spin:
\t . vk ) N}.\ —
AM = e AWS iﬁ(o)(ﬁ%&sw ‘\\s)lg ALCTY +

Fre U\J(P\[ (c‘ )}wkp) AS U\

comOJa tenho uma dependéncia explicita de q aqui, posso
jogar fora a dependéncia em momento nos espinores e em u(p)

Y PUY . N N ) ,EG\GM o %:4 ;%k Ath 1 6]
g %:~®M“‘-f§[w“-ﬁ“@hk:4§< L@»)gzl\ﬁ - <<> \

O 1

k
= &Gﬁxmgr[ﬁ(o}( '\6 K k‘\'&BlS A" Q“\\'\'
Ak : ~
H@“’\gﬁ'ﬂﬁmc\% E(o}]g AL TN =

a2

— —i (o) eg 0“ [r () +F, Lo\lgg ~h€”‘°‘ ( A¢1\>

e 9" P\{CTB = B.3)

que pode ser escrito como:

AMZ —¥wa Q(—Mk gﬂLBS

(eq. 89.1)

onde:

_ @_[ﬁ(o&%—ELo\lL
™

(eq. 89.2)
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Na aproximacao de Born:

ANy = s Tl )

~ ~ LS =)
V@ = — < po> by, A

(eq. 90.1)

que é exatamente o potencial da interacao de um dipolo magnético spin do e

- D _ <
Se escrevermos o momento magnetico da forma usual: J\P = — S
AV~ &D
—
S=

v <

%3)[@*5(05‘_‘ = 2+ F (o)
7

(eq. 90.2)

Vimos (eq 87.2) que F, = 0 em primeira ordem pert. portanto g = 2 nesta ordem. Mas ele sera
corrigido em ordens superiores:

=2+ Oy 4.

\[; Momento magnético anémalo do elétron

Este momento andmalo é um efeito que s6 aparece em NLO (1-Loop) e é intrinseco da TQC, de fato
calcular esta correcdo a g (que ja se via experimentalmente estar desviando de 2) foi um dos primei-
ros triunfos da QED. Note que se F,(0) esta assim tao diretamente ligado a uma observacao ele deve
ser finito, apesar de ja sabermos que a fun¢ao de 3 pontos diverge, calcularemos esta funcao explici-
tamente em breve.

Auto-energia do féton
(Peskin 7.5, Schwartz 16, Nastase 36.1-36.3)

Agora so resta colocar a mao na massa e calcular as corre¢ées NLO (1 Loop) da QED e ver que
diversas destas previsdes que fizemos com argumentos baseados em simetria se realizam. Comece-
mos com a auto-energia do féton:

. A o v A NN ~
g @ = AT = - T

i (78.3)

A primeira contribuicao em loop para esta funcao é a famosa Polarizacao do Vacuo:



loop de férmions
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—\

» W@\Mv = (—ne ) (FO\ V. Tm?}“ ;(f m} " L(%fﬂml\ _ "T@]\
Kl ) Bt (bl - >

para indicar que estamos em ordem e? ’A

Note que o que estamos calculando é s6 o loop ? , até porque é isto que contribui para a parte 1PI, mas este loop sé
tem efeito fisico quando conectado a um diagrama maior pelas linhas de féton (por exemplo na soma que da o propagador
completo do féton, calculada nas pgs 79 e 80). Entao, embora muitos livros nao deixem isso muito claro, nao estamos interes-
sados em uma “bolha no vacuo’, o que chamamos de polarizacdo do vacuo é o efeito deste loop conectado a um diagrama
maior por um féton (ou equivalentemente, o “efeito de polarizacao” que um féton produz no vacuo).

Agora usamos 0s mesmos truques usados no caso escalar, comeg¢ando com a parametrizagao
de Feynman:

‘m&“ (e (eden) | LIB\v ek s (K497 - 'Z{v (uzl*k'crhhﬂ
B () e 1 [ =3 [ er gy =7\

usando o arsenal de identidades com matrizes de Dirac (TQCI 2020, pg 207)
ou o pacote FeynCalc no Mathematica

t t
1 % ﬂ C " denominador que tmos
R na pg 48
e N e ]
D
D= A

p A.\(,

[£-87)

R ) Ky - (6 )

‘*é‘?&w{m‘m“'h“(’ ¢ +»~\} (1-30 709" £ (1201 G\+1DU+L‘L e 7
L,Imearemé 5’—/

— \123 &"J{‘] _&l ‘6“ - )\\,(_,(4-*\(.\5 ({“\\’ '\“‘&Y\n\’-l-\(_(ﬂ-l\‘r\ + Linear[ ll

Voltamos em I1", lembrando que a integral dos termos lineares em € da zero:
A

\((1\ 46 %&.\c LN Y -M(“c\q'"q?’f")g‘(vﬂ\c(m\‘\‘l\

U

(l\\) T [— Q_-)’_ A” 1”'
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este termo também sé ndo integra para zero se u = v, portanto o termo que nao zera
deve ser proporcional a g*v (simplesmente porque é um tensor), entdo:

VL er oy = (LR Ao e

(%Y (Y

A B A my 1
S%MM g%ﬁg} A g P

KR\

KL= A

Fazendo a rotacdo de Wick: 5 )"

S s
L)(LO: xb&a

temos:

A
;\T('N(\ = Y\ b | e G T Dy Y (o2 He(i0g)
3 @ ’ [_Q + N ]

(eq. 92.2)

Esta integral é divergente, como previsto na eq. 78.4. No entanto se colocarmos um cut-off A
aqui, concluiremos que ela diverge como A? e ndo como o Ln[A] que previmos. Isso ocorre porque a
Regularizacao por Cut-Off viola as identidades de Ward fazendo com que IT* tenha justamente a
forma ruim (mostrada no pé da pg 80) que gera um féton massivo (fica como exercicio mostrar isso). Por isso a
divergéncia fica igual a divergéncia superficial prevista na pg 76 (D = 2 para este diagrama), antes que ar-
gumentos de simetria nos fizessem observar que a divergéncia era um Ln[A]. Supostamente, se usar-
mos uma regularizacao que respeite a identidade de Ward isso deve ser corrigido. Isso é verdade tanto
para a regularizacao de Pauli-Villars quanto para Dim.-Reg. Este é um exemplo de escolha de regulari-
zacao usando a implementac¢ao quantica da simetria (W.T.) como critério.

Usaremos a regularizacao dimensional. Usando os métodos das paginas 49 e 50 podemos
deduzir uma forma bem geral para as integrais que aparecerao a seguir (exercicio):

-1 n-d o
( —Om‘ Tlaomd) Tk (V75
(m +Y Ty TRy \B

(eq. 92.3)

Neste exemplo nao foi preciso fazer muitas manipula¢des de matrizes de Dirac, mas em geral
temos que fazer as seguintes modificagoes:
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1" =y Rl s oy
oV

L~N TGN p=11203,4)
€~ O B 8
P -(2-eNY

K”\?V‘SP%‘,F‘MS'P— éﬁ\vf\P
N QY WP AT F AP Y Y 0P \®
L%\F\ﬁ\@&’:*lﬁ\@@*e\mﬁ (eq. 93.1)

(se estiver interessado em uma derivagao mais formal destas coisas, veja o Polchinski (String Theory, Vol Il, apéndice B)
ou de Wit & Smith (Field Theory in Particle Physics, apéndice E))

Voltando em 92.2 temos:

E=4-4 ﬁ mesma func¢do do p introduzido na pg 48, mantendo e adimensional
A

% a2 (e (e (V0N - e (g 14 (et e pag)
/\T()(1\ ~"L1,be N % g@l U ['Q’\—A]

23) (g, 72K
= () TG
: 28(?\( RY : (£)*

Ay
(92.3) Q. T (- A A i T‘(l—aﬁ By
t\“fz g(m (L - (m B % H«(‘m % (=
T(-L) ’
— _L\' be )J e Cﬂr\ ﬂ\ R \_——\\(j_/k ‘6

A
"I *X”(N““-“‘ﬁ}:

—V(-Lh, » %M < L \3 i[\x o) y

2 1 —5/ Lo W 1
= (T eﬁf)%éw e TE) o (g L)
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gue agora satisfaz explicitamente a forma exigida pelas identidades de W.T., com:

ﬁ(l) —\L%& L(1-v) 1€ )
()™

(eq.94.1)

parad — 4 temos:

L M /3 _ ] [_ L (A/ﬂ\ L+ Ln(‘ill%-\— wCéB

oL—v‘ ( L,Trg/x (ﬂ\%" E

slok A . i
(\M a(l}
/l\]/ (,({l) = dve L(1- \(,) (— — LN(A/,J\ ‘Q + Le(MT )}
' l\\
’ (eq.94.2)

Esta sim diverge como esperavamos! (este 1/¢ € equivalente ao Ln(A), mas para ver isto expli-
citamente teriamos que usar Pauli-Villars, veja pg 250 do Peskin).

Além da polarizacao do vacuo, temos o contratermo que contribui para a auto energia do féton:
N\Q\MV 4+ 7 W\) +®<@>
[RAY BN Ty
SRS DUCR RSN S DICR RN SAPRS

E a condicao de renormalizagao 83.1(b) impoe: W(({l: OB p O
O

TT)(("':O> — 53 = &(CI).:OB: e MX
A
53 = ——%ﬁ A.\L )L(ﬂ —\(,) (% — Lg(‘v}/;g\ _ \Q + LN(WTTB}

'S (eq.94.3)
1

(‘\ DRSS 3“ S‘V (1~ *)LNC‘“ 5+\6(6 ~ o)

6 (eq.94.4)
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Note que esta Ultima expressao, que é a primeira correcao radiativa ao propagador do féton
tem varias caracteristicas notaveis:

(1) E finita e proporcional ao parametro de expanséo (o ou e?), logo no regime perturbativo
ela sera uma pequena correcao ao que se encontra a nivel arvore. O que ocorreu aqui é que os dois
infinitos (um no loop e outro no contratermo) se cancelaram para dar um termo finito que multiplica
o, e isso nos permite falar de uma série que faz sentido! Por esta razao este método é frequentemen-
te chamado de Renormalized Perturbation Theory.

(2) Ela depende do momento (a dependéncia esta escondida em A), mas independe dos
parametros nao fisicos da teoria (¢ e 1 foram eliminados). Esta correcao é fisica!

Ja vimos que as correcdes do propagador do féton definem a carga fisica, na eq. 85.1, mas
aquela equacao é pouco util para entender como, uma vez que tem dois parametros nao fisicos
(tanto Z; quanto e, sdo infinitos). Vamos tentar expressar o efeito do propagador sé em termos das grande-
zas renormalizadas. O propagador completo do féton é dado por:

(eq 80.1) :
) y = — N \M
KM (1= T

que calculamos em ordem o na eq. 94.4

E ele aparece no espalhamento entre quaisquer duas particulas carregadas:

17 —sel’ F\R—u este é um numero CONSTANTE, definido pela condigao 83.2

A P\ 61
H—T@m
43

o estou interessado na funcdao que sempre aparece aqui, que é o produto

- e "

- das cargas vindas “de cada ponta” com o propagador do foéton, estou igno-
rando o resto da expressao.

Note que para g?> =0, temos:  (83.1(b)) _‘T(ﬁf =C)B'—1©
g} 3
_r A\ € _ . —x X8 C

N 0)\ D /\(?B

P (=T Y) i

E a interacao se comporta exatamente como esperdvamos, com a carga fisica e na escala de renormali-
zacao que define esta carga (g2 = 0). No entanto para g° # 0 tudo ocorre como se tivéssemos outro

valor para a carga:
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3

«
Sere(q) = <
A1) = TN (\ EETE)

funcdo de g° e de e?, também conhecida como Running Constant!

QlEFF~ (Y=¢" ot (01 = o<

Embutir esta dependéncia da interagao com o momento (que no fundo é uma dependéncia
de M(g?) na carga é bastante conveniente, apesar de causar confusdo em um primeiro momento, e
por isso usaremos estas Running Constants com frequéncia. O importante é nunca confundir eg((g?)
com e, mesmo depois que suprimirmos este subscrito “EFF”,

EFF

(eq. 96.1)

Efeitos fisicos de IT(g2) (em ordem «)

Além do running da carga, podemos ver outras consequéncias dos loops introduzidos em
P(g2), comecemos pensando no caso em que o féton é mesmo trocado entre particulas on-shell, nos

canaisuet:

pt
Y
L
D <O
. . (exercicio) (\
(1P) (1p)

(eq.94.4)
1 A\
7%1 .)_) AV 2 R (isso também vale
‘ ( = _ 2 4 Y('\—%B LN( l\ 6 para g? =0 e mostra
d d
IR = (170 S e
o \/\/ 00 80)
>0

Além do running da carga, podemos ver outras consequéncias dos loops introduzidos em
P(g2), comecemos pensando no caso em que o féton é mesmo trocado entre particulas on-shell, nos

canaisuet:

No caso em que g2 > 0 (canal s) a funcdo é analitica até g2 =4 m2, e depois disso desenvolve um
corte de ramificacao (a partir deste ponto é possivel produzir um par real elétron-positron)

p 2
v o (- =0 = 1
OO ,

Gsw('l—*\fq

2
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Vejamos como isto afeta o potencial elétrico entre cargas opostas (no limite nao relativistico).
Vimos em TQC 1 (2020, pg 202) que a troca de um féton no canal t gera o seguinte entre cargas opos-
tas (potencial de Coulomb):

').

(LO)

\/(33— —
lql

Esta expressao deve ser verdade perto de g = 0, mas acabamos de ver que devemos corrigi-la confor-
me aumentamos ¢, trocando e por egq:

~ -¢
() =S
BN EERY . T
~ nrel. e - 2 —p\ X
\_.7 canaiste u: (\N-:PU—(’)] —_—lb 0\’1: K\’“""‘)r'f \) =y C\ =—|(|\

1

Ty =-22 SM (- e ( i \—

bt 4w (- \q[c\\
S _ il R R __ﬂ_\*’rB: |90
m 3 il AT e

|i’\14< -

(———1 \— -Lu 1+’L['1—‘<-3|i|1\\5— - % (1- x)lﬁl +\D(_
4+ (A \Qﬁ\ s

N g N T=<
\{(Qﬁi Ly ¢ A =1 w<|g
(Y (Y Tl ( —ﬂ5"lm>
C)B 3"“_(]_"\? IR
~ YTr e ‘(lﬁ_@ﬁ[q*_:d_‘(_'} —
Y \j"’l\ 15 T

T\ 15T v

11 5w
O potencial muda para pequenas distancias Q——/

(Termo de Uehling)

Coulomb
:—an[_ﬂ_ , = E?@\ﬂ _C o a2 NCD
1 fand
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Isto muda os niveis de energia do &tomo de hidrogénio:
NE = (e 1l ( 22T 2 - 3L gy
’\5 W

s6 estados de onda s tem \\)LOX + 0
-7

= — — 113 -10" ¢V
NE, J

e esta é uma das contribuicdes do Lamb shift (e mais um sucesso histérico da QED)

A funcao delta no potencial é fruto de uma aproximagao um pouco grosseira (quando expan-
dimos em \?’I‘/w\’" , podemos fazer melhor escrevendo:

91=Q
NIOFEEN-

,:\Q(‘-"Se'
i\ = 3 —e' e _ ——G eSeN(G)Q \_C =
& -\os e m\ 5 Qo)

N Q( (N =0

o —1 "fib_{' Nt
by ! N ks l\ 2 /,‘Q N
_ *+C JQ \ ()(costeﬁ\ Q \_C - *C EJQ Q ﬁ l — s
LLTY\l b
0 A

SNETOIN Ly

Q [-m(@)

=

A< \dq Q@ ~ [ Q)

C
" S Q \D.

D contribui para a integral dando o potencial <—— =
de Coulomb AS

\ g

Cq

N=:0
. &M 4
;l%%: As AT El L ()] = - N (\@3

L\;

C1q +C1
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As integrais perto do corte (curvas C; e C,) nos dao a correcao do potencial:

d=Q*e ‘ oo
T s AR
i . \ [\ ar@-o
- = _aLT F Q~el
S - géQ Flad géq ) = - C)Q V(Q“QB +\ QF LQ~—€> = b
C.3 +<y L +& A € ;LA;V’\ }.Aw\ O
FlRYy——— Q e’ D Y Q)] Q“’B (8+e3) = RQEFLQ'QB por contado Lnem 2
Q T Flare)\= - T Fla-6))

i Q = : = Q

_ s T | ™ e e (g €T i)
_ ;T\TZI[ _(116 [4+V(—(~1'6\\1J=TEC\ | Lolmi ]
A drn

Vamos obter a parte imaginéria desta funcio para q2 > 4 m2 partindo de 94.4: ''")= % S“ ()

A W? (> 1m0
oo (A QT S

w
P(”/ “\L\

T, W f\ﬂ% Q &= w-u- "“\l<o
Qb Xo_< W= U

E importante saber de que lado estamos no Branch-Cut do Ln (fixa o sinal da parte imaginaria):

c

Y(A-OAE }
i \
(v -0
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Z . =v-
Nt .
I\/\Eﬂl(fﬁésl :”%(*TB SKU’K\W‘(\K B

\

—/~
Yot \Jq © e M v}j Ay
e 3 T T
Y (eq. 100.1)
Estudemos isto em duas regides:
—-9%<
@ X >> %\ — Neste caso a exponencial © suprime fortemente o integrando e

a principal contribuicao vem do limite inferior. Neste caso: IR QA

\V O — Al 1 €~(£+M\jL o\ - de (422 w2
A =\
'\TK C_ﬁ_\_lh\ % I b«'ﬂ'{\) ) :
/ o the T Iy
< ~ (£+A~)X -
t =9-am ~ —\ e B;J—ST 2+ Ok
X Y AT
O ==
— 2w X é\tﬁétham“ ) E Gﬂ““h
1 o S =_ e R N
Y>> 2HV (W) = - = A g
- - \1 \ﬁ?‘n (m K\ (eq. 100.2)

—a MmN
\/(}‘(_\ = \z(l_;,g_ ¢ + ...
T “I\S_'\l?l (w n\"/k Polarizagao do Vacuo
—_— (eqg. 100.3) @

Potencial de Uehling QQ @@

O importante é notar que a correcao é suprimida exponencialmente @ @
para grandes distancias e a escala é dada pelo comprimento de onda

Compton do elétron (de fato 1/2m). A interpretacao é de que a distancias @@ @ %@

menores que 1/2m temos uma densidade consideravel de pares virtuais
elétron-pdsitron, isto funciona como um dielétrico que esconde parte da
carga.
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Vejamos o que acontece quando vamos para o limite oposto:

_)>>\mL: ”—‘l% d v (4- ) Q
@ ct ([ X § [vp%(_vkﬂm)o\

\—’—\/_\_/
(eq.94.4) A () = i (1= — %(M\\

O que na constante de acoplamento nos da (eq. 96.1):

NEFF(ﬂ)\ -

|- 55 U= €7

Para espalhamentos muito duros (ou seja, distancia de interacao pequenas), -g° fica grande
e o acoplamento efetivo aumenta. Podemos fazer uma imagem qualitativa disto fazendo q = 1/r

e obtendo o grafico abaixo: 4
e (T)

(eq. 101.1)

137

= logr

r=1/m

A interpretacao disso é que estamos penetrando na nuvem de pares que “veste” o elétron e
assim conseguimos ver uma carga cada vez maior. Esse efeito é bem sutil, note que numericamente:

—5”
_ 1 >
%—@ NEFF(Cl)\ ™4 D([/)‘I‘ [
OJoOOS

Portanto, temos que ir para momentos realmente altos para ver este efeito. Como a carga vai
aumentando, podemos nos perguntar também aonde a teoria de perturbacao falha, no sentido em
que a correcao de 1-loop fica tdo grande quanto a LO, ou seja:

N 2 S54 1
I~ 5n [:j— 7 {~-810 G

esse é o famoso Polo de Landau da QED (e nao precisamos nos preocupar muito com ele).

04"3
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( Nastase 36.4, Peskin 7.1, Schwartz 18.2-18.5)

Auto-energia do elétron

Passemos agora para a segunda funcao 1PI, a auto-energia do elétron, que usando as equa-
¢Oes 83.1(a) e 83.1(b) fixara os contratermos &, e d,,:

T W s NIRRRIPS 1908 SRR A FRVT DN T
~ N \S(S;—sm)
—_ N P INL

()

£ perturbative order ()

(eq. 102.1)

\C\l
‘—«'é—:\ \/\J\ “massa” do féton

— Z;(PIB: C—kGBj- cjﬂﬁa K\\’ k(ﬂ{-\—m\'\s\ﬂ — A 9“‘9 no fim faremos:
(31" B we (b ey aag] MO

(estamos evitando as
divergéncias IR, volta-

remos a elas mais tar-

Parametrizacao de Feynman: de para justificar o
1 que fizemos aqui)
p 1
N /\ \. = I Y 2 r =
A (O AN LR -2 kp £ wp —emy — (1=
(&)
Uk, -xp 4
N N by P
}; SA\L 4 Ny= (10OW = y (10 + ey
Y nN? . (eq. 102.2)
5 -0y )
¥

1 CoA—
T =-C %&z RN IR
o G -

0

Regularizacao Dimensional (¢ =4 - d):
1

.
LT =-C )Lt giz SURRICE SN
” (G e -y

o v
lembrando que (93.1): \(\1 \QOL \&V = —(l_ é\\Q =» \Qv y\(\ = '(.)\— 63¢
-y
A BRI \(\1 \Qv = A\,

Pr-A

Logo:
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1
€ \ Yy
ey = - &i’c UL& b A\t =
(U e -
4 (——D(Ll"éx

1 € A o (G-dpram
= - \C e LS =
}L% g@m“ e Dy )

Aintegral em ¢ é idéntica a uma das que fizemos na pagina 93 (param =0, n = 2):

1

. 1 € e\ _ T(D‘ —%/a_\ _
2 (py=h %‘1"‘ [(1-€ymra oF) =

(Y™ 5
A

. L{ 2
A E, e g 4oL l__(\{ €\ _\L(l—e\?][% -0 LeeliT) - l—%[_lx%i +®(%

—_—

- 2 SN—— N
16T o (Hye 2ep)+6 ( f-m)
4
~Y
— Z}(p} S ™ r (' —lw{/} ng};%:er)(m?—m\-l—@(é)
(A »
0
(eq. 103.1)
— j“_i( + Termos ﬁnitos)
™ (eq. 103.2)

com isso, podemos fazer o “esquema de renormalizacao on-shell” (ou Subtracao On-Shell) usando as
condicbes 83.1(a) e 83.1(c) com ,{{= w1

—~m =™ | (eq. 103.3)
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(83.1(a)) =D Z(WB =0 = Z} (\,\3 "(_\(”\51 - Sw}

0= ) (=) =m0+
Yoz 02— D ()

(eq. 104.1)

—_—

. _°<<h AR )7 [ axlr wﬂ}
W) e i

Lembrando que: ,P/: 2N

Jlt(PS (1) =y (1- »C)() y(\mﬁ
gﬁﬁ(\m\ = (1-})™ =y (AW +y(\ms (1—\&\% s

c AR e

[_ﬁ FC 4% Lc&[———x B klw,lw\ms L 3y (- WL\)‘M]_X

A
AN 1- X N\(X = ¥ v
Ly == (lex [’1_*4”%[’3%* A0 ]
c)"{ fem QJT & N (13 oy
: (eq. 104.2)

A integracao pode ser feita no Mathematica (integrates, {x, e, 1}, Assumptions -> {m > @, m > 0, 12 > 0}])

S — 1
c);?/ Zl’/”‘ 4t/ 4m -my? e

o |-3my (~4mt - 2m me® - my?) eAr'cTan[

2
my +3my(74rrf‘72m2my2+my4)eAr‘cTan[_2mz—+m
am? - my? my A/ 4 - my?

A 4 - my? [(6nﬁe—3m4e) Logim) + 3 (-2nf + m®) e Logimy] -m [3m2 e« m (2+4e) +Mme Log[“—zz}
my

|
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0 que nado é muito util, mas no limite dem, — 0 (Refine[Series[V {m, @, 2}], {m > @, u2 > 0, m > 0}]):

) B LD ) 142
/\_/\/\

v _ . (4+6L0g[] 6 Log[my] - Log[ D

();P e T T 2ne 4

L = -= _'L-\Q+L~(2L SN

P m[e ) S ”(wb

,(=r*\ (eqg. 105.1)

(103.3) §>

hex {M“H*” (50
ASEN L1k

Ambas divergéncias aparecem aqui

(eq. 105.2)

Para obter dm temos que calcular:
1

L, ()= ;I cs-qz_m:-qL%[%ﬂwq

Nosso amigo Mathematica (Integrate[%, {x, @, 1}, Assumptions -> {m > @, my > 0, pu2 > 0}]):

L ( B_Bma+ 1

27e amJam _m? x

o | (-8mtmy - 2m my> + my®) ArcTan my +my (8nf+ 2m? m? - m*) ArcTan _c2mem? g
| T ™ et
\/W[4m4+mzrmr2—rm/4Log[%]—3m4Log[%}

u

Que de fato é regularem m, — 0 (refine[Linit[%, m -> 6], {n > 0, 12 > 0}1):

L ()= D\T > +D\+§'LN(i\‘) (eq. 105.3)
(104.1) ) /\/\&
e gl B Ty

SW =-M= g 1LN(§%§+ Lﬂ(%\

AT | ©

(eq. 105.4)




Teoria Quantica de Campos I

Note que a correcao a massa do elétron é proporcional a prépria massa. Poderiamos trocar
m por mg na equacao 105.4 (a diferenca entre eles é ordem a, que multiplicado pelo o j& presente em 105.4 viraria uma
correcdo de ordem superior) € @ conclusao é que se comegéssemos COmM massa zero, as correcoes radiativas
nao gerariam esta massa. Haviamos previsto isso na pg 77, usando a simetria quiral, e aqui vemos rea-
lizado explicitamente em ordem 1-loop.

Chegamos entao, nesta ordem de perturbacao, para uma expressao para a auto-energia:

Z (V= 2,(P) ~[fS- oy rUkd=
- 2 \P) =2, () - p— )9y *+ Oled

\/-\] (dado por 105.2)

—) (dado por 105.3)

E muito dificil integrar esta parte, entdo vale a pena voltar atrds na integracdo em x, usando

103.1 e 104.2 para escrever:
Z} U)/\_' ZLC \’“3

ﬂ
A [‘f R (A TR R RARY: LNEAum—_w)}Aj@l
\“( (1™ =y (-0 remy *Q‘J (1 v b\l

=< g&\cm lr »«\ +(o'_h34/ (*‘\L [inm\x NEENNCER _hﬂ

h\

(CRNTNER AN

N
2 (/P’ —\mB _é;_ )/zm(1o4.2)

If

4 AMB A UINB ) e (F-)

Z[ﬁ\ ‘|‘ T o ) Pl 7o AW AR ey

(eq. 106.1)
Nao é muito esclarecedor olhar a forma analitica do resultado da integral, mas vale ressaltar
gue o parametro p e a divergéncia UV foram eliminados. A integral do termo logaritmico nao tem
divergéncia IR (podemos tomar m, — 0 ali sem prejuizo) e é real para- m < g <m, e desenvolve uma
parte imaginaria quando o momento supera a massa (em médulo).

O segundo termo no integrando vai nos dar:

Sz (1| o e

que novamente contém a divergéncia IR (que ainda nao atacamos).
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Existe uma outra opgao popular para as condi¢des de normalizag¢ao, que é mais simples do
ponto de vista calculacional, embora tenha uma interpretacao mais complicada. Assim como fizemos
para o propagador escalar (pg 21) e para o féton (pg 80), poderiamos ter ressomado as contribuigoes
1Pl para obter o propagador completo do elétron (veja eq. 18.33 do Schwartz, lembrando que ele define  com sinal

0posto ao Nosso):

00—+ o 20
42 pole mass Z(Y“\B =0 &-\

A exigéncia de que m fosse a massa fisica (on-shell) ditou a condicao de renormalizacao acima. Mas
poderiamos ter usado qualquer outro critério:

%_( H_ = A — —P > —
f—=2 (£) £ "%~ 2/&(?)
— —

~V

AJ \1J A) " H n
pole mass Z(\,\\B =0 renormalized mass

Aqui mg é definido por Sm = £ ‘*\o — YNz ao passo em que antes esta equacdo definia dm.
Tinhamos uma condicao sobre m e |sso nos permitia calcular dm:

“m é a massa fisica” —— &m
Mas podemos fazer o contrario:
“propriedades escolhidas para dmg” —b mg  (consistentemente também alteramos 52)

Note que desta forma o propagador nao tem um polo em mg, entdo chamar isto de massa é de parti-
da um abuso de linguagem, mas assim o faremos (é a Massa Renormalizada ou Running Mass). Mas
qual é esta condicao que colocaremos sobre dm? Lembre-se que:

SP) = Zlp) ~(Fu -3+

(1032) &
S a<. (F—4we)
- (F‘ﬂ ™) 4 Finitos Zlﬁ L)FS W
an e
O chamado Esquema MS (de Minimal Subtraction) consiste em impor que dm e 62 contém (e
subtraem de X,) apenas os termos divergentes no UV:

—_—

ATE |(eq. 107.1) AT E

MS MS
Esquema MS: 61 - _ =t Q¥ = T iy

(que obviamente é uma simplificacdo enorme no calculos dos &’s, compare com o que fizemos antes)

Isso implica que:
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2
Zﬂ\s (P'\)}D = “Finitos”(n) — :Ti’Dv d~e (ﬂmms—lv_(B LGG[%:X 200 —vyg)

(6]

L)+ Dl%ﬂ ~La ()

(ndo estamos mudando em nada
a parte IR, entdo vou ignora-la
agora)

Note que esta escolha faz com que a funcao 1Pl agora dependa deste parametro L, que antes
sumia da conta. Note que este parametro nao precisava surgir daquela correcao que fizemos |4 atras
na dimensao da constante de acoplamento, € uma coisa independente. Se tivéssemos deixado a di-
mensao errada do acoplamento, ou tivéssemos regularizando por Pauli-Villars (exercicio), teriamos que
introduzir o Subtraction Point agora, para dar dimensao de massa a X.

Subtraction Point

Um esquema ainda mais popular, quando se trata de Dim. Reg., é notar que sempre teremos
estes fatores de Log[4x] e y acompanhando a divergéncia:

S o) =-S5 | (f ) Lo [T

e, portanto, podemos subtrai-los também:

MS ~ — &
_ MmS
Esquema MS: 61 - = L D I"e J
Te w (eqg. 107.1)
B e ~ — &
AWE 1 (eq. 107.2)
A
st (P,)‘JX — ;L\TI\ AO(- ['( WE—%(BLOQ_[L t b(,?—v*\n_sx
© (eq. 107.3)

Note que o polo do elétron continua no mesmo lugar, e portanto podemos relacionar esta
“Massa MS barra” com a massa fisica:

M = MK +Zﬂ(h\x

— _ oL « | (s —-w_\mB M (\m\m
,r[/“ﬁ M — Z\ w\Nx M T A ['( LN}: X* \(’

B o

LW Y LD(PC\\ =D —NV"
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s (MY = — = | e | vy L[ l Y= |1 o2

(eq. 109.1)

\—0 “Renormalized Mass (in the MS scheme)” ou“MS Mass” ou “Running MS Mass”

Os esquemas MS podem ser bem convenientes, pois podemos dizer que qualquer observavel
deve ser intependente de p, e usar:

i ® -0 \() —p calculado em termos da Lagrangiana que contém Nl

Iy
\\—D equacao diferencial para ()

Estas equacgoes diferenciais devem valer até mesmo para particulas que nao tem uma massa de polo
bem definida (e portanto seria dificil escrever 109.1), permitindo que obtenhamos a running mass co-
mo SO|U§50 das mesmas (desde que consigamos alguma condicdo de contorno que traga informacéo experimental). Do
ponto de vista de interpretacao, é bem mais correto pensar nestas massas como constantes de aco-
plamento para interagdes com dois campos.

Correcoes ao Vértice da QED

(Schwartz 17.1,17.2, 19.3 ; Peskin 6.2-6.3, 10.3)
O unico diagrama divergente a 1-loop que nos resta calcular é o seguinte que, como vimos na
Y —~——

pg 87, contribui para a funcao de 3 pontos: M

R * r_/\\\ N
v H \ '\"\h '\"\h '\"\h
@ = < v A v
—A_ /' \\ Rad —" .
'/ \\ + ’ \\ ’ . ’ \\
P B R N N
\/\// \/‘(\/

_LQPN . I—v_,\e‘ﬁ\" Sq
(87.1) = \_V): K\N F1[(‘\lB pr O \:;_C(\l\

A

mas é importante notar que, do ponto de vista da renormalizacao, nosso trabalho ja esta feito! Calcu-
lar a parte divergente deste loop e impor a condicao de renormalizagao 83.2 vai simplesmente fixar
d,. No entanto mostramos que as identidades de W.T. implicam que 3, = 9, (84.1) e 3, ja esta calcula-
do em 105.2. Por isso gostamos tanto de simetrias!

No entanto ainda ha contribuicdes finitas e divergéncias IR neste diagrama, que queremos
explorar. Como o contratermo §, esta multiplicando apenas a estrutura y*, vemos que ele apenas can-
cela divergéncias em F,(g?), portanto é melhor que F,(g?) seja finito (de fato ja temos argumentos
nessa direcao, uma vez que F, contribui diretamente para um observavel, veja pg 90).
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O loop que queremos calcular é (para elétrons on-shell):

(implied +ig in each denominator)

'\\'\'\H
k { O (—/\L\ Ll % _irﬂ_‘@ %+v~\\ ¥ Lﬁgvg
- @ D ey e
ﬁ(ﬂ = -Hnl ¢ mthe usual

\cf pie (e (£,

S RS
- & <

p—

Parametrizacao de Feynman:

f 1
REVIES = = \dy by e - 1)
[UL“\\ ‘“‘-X(L‘ - )\-_(}"?\ _m?l g [ t uh ﬁ [:xou- VQL--‘—XC,X)

1

AT wyﬁ*zg—ww =

SRR AR AR T RS

T RS
I SRR B SR Wb i i )
YR —UGfW Ry

O numerador exige muita élgebra, que nao faremos aqui (os elementos necessarios sao: as relagdes em
93.1, lembrar que este elemento sempre aparece entre u(p’) e u(p) e a identidade de Gordon, uma versao da conta pode ser encon:-

trada nas notas de campos Il de 2016, pgs 118 a 123 ), para colocar esta contribuicdao na forma:

'\’\'\H

kj‘k‘:bﬁ :—AC[X\ EFC ) + &——(-’\—BF C(’\B
A 7y 0T

com (Schwartz 17.27, adaptado para nossas convencoes):

)
BE_( 1\_\: 8»,\1;“@ X%&%X?ﬁ%(\(ﬁ_vﬁt\b (D o\& _%Q,%/

(é\‘\} (Q [&;

O

(note que nao regularizamos, pois veremos que este termo é finito no UV) (eq. 110.1)
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e (Schwartz 19.50, adaptado para nossas convengoes) em Dim. Reg., temos:

3\:1( 0\\_\:_).&1“ gc\u& g“h\ ?S%(‘Cﬂsﬂfq [\

) éC"L:*\L 0 [L‘L'L\UK + D\\d C\1* j:l +lg — 3L('\ _}@ll \»\1&

(eq. 111.1)

O calculo de 6F, prossegue com a rotacao de Wick:

!
BE( 1\_\:_(@8\;@ gh&kx%%bﬂ—xt\h—ngi?c _HL =
a0y
o \/V_\/
f\el_iaeq. .

A

H ?S%Lw»hno—ﬁ) P o

}“\th ?S%(l\ﬁﬁ-‘kfxb—'w UU—?\SB

"‘f 11 t-\l-r-(’l- 1?"'\"

(eq. 111.2)

§
;%846 %)k 3; = ﬁ%Q)OOQ4C1}
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Esta é a primeira contribuicao para F,(0), lembre-se que (eq. 90.2):

FL (o) = 96—;—1

O valor mais preciso para esta quantidade ja medido é (k... Workman et al. (Particle Data Group),
Prog.Theor.Exp.Phys. 2022, 083C01 (2022), https://pdg.lbl.gov/2022/listings/rpp2022-list-electron.pdf, pg 2):

96 -
( X \B{" = 0,00115965218073 (28)

Por muito tempo esta foi a medida mais precisa que tinhamos na QED, e portanto era dai que era tira-
do o valor de a (s6 que ao invés de usar 111.3, era usado um calculo de ordem o), hoje temos outros
experimentos mais precisos e 0 g-2 € uma previsao. O verdadeiro teste da QED consiste em compa-
rar diversas medidas independentes que permitem obter o valor de o e testar se “o mesmo o” apare-
ce em todas elas, essencialmente fitando uma variedade de experimentos com apenas um parame-
tro livre. Na pagina 198 do Peskin estao listados 13 medidas independentes (década de 1990). Um
resumo da situacao hoje pode ser visto no grafico abaixo:

Washington 1087 4 @i 5_
Slanford 2002 him{'3Cs) | Py |
R ATEI 1 } S | h/m{¥Rb)
Harvard 2008 | a, m a,
RIKEN 2019 °
him('**Cs) j—igp—i
Berkeley 2018 him{133Cs) g
him(*Rb) bgH
L dociay him{"R0) @ 8.9 9.0 9.1 9.2
8 9 10 11 12

fe' - 137.035990) x 10°
Morel, L., Yao, Z,, Cladé, P. et al. Determination of the fine-structure constant with an accuracy of 81 parts per trillion.
Nature 588, 61-65 (2020). https://doi.org/10.1038/541586-020-2964-7

Podemos testar se 9, é realmente igual a 5, em ordem 1-loop (dada a nossa incapacidade de
aceitar sem desconfianca este presente que a simetria nos deu). Partindo de 111.1, notamos que sé
a integral com €2 é divergente, e para ela temos:

v 4—d L 4 N *
)0 ,f' 1) . b o S B i (42 _
(1S 1 i T (G Y
° %

A

S o L\ T4
Mkkx?s%bur‘hxxb—n(%(\m) P )T ) _’]T

IORAR

(92.3>::i5
§_ v -4
= ) e

(o)
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A

-4, >
= ng}v‘thv‘hév?s%(‘\ﬁ-]-“h-\;%—'IB}\%& %) _

. ~Q-Y B
wy: B

A

W\ L/ 1
Loo_del _ VSN
S@&R — /](grg& Xk)u?s%(\tk}sx\b '1)]:%— L+ LM\X}

0o

(eq. 113.1)

O outro termo é finito no UV, e podemos tomar d = 4:

(111.1)
\ 4

\ / Lo (4
@i — .).0 (N\SC\&E ‘th B» e — d
S (- : cm‘*g* M%“W L LBy

o

X {_ [}“‘7{ ey | 2y _hﬂ \QX _

(40.1)

4

[l &

1€ g It HX?S% L\H—“V‘b‘ﬂ gwm é—-\)\(’l—ﬁﬁ { ‘“634\1 _-&('1-% *g)‘”\lg

0

Juntando isso com 113.1:
A

Bﬁ( 0\‘—\ = %g NG &%X?S%()Lﬁ-x»{m—’l)x

=]

g* 1 1 ~\ 2
" {é — 24 LNB‘I«X* = [U—*L\U‘?M ’\_(4'13*’\63%}7{

Lembrando que a condicao de renormalizacao para F, é dada por 87.3:

[ (0) =1
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Basta somar a contribuicao do polo com o contratermo:

Sﬁ( °\X=O\ t Sq = O c\l=o=\7 A;(OX:BM%—AJM—})%LML

= ) e
0, =-3F(0)= - 4@_\1@* MMW%HW*‘O%W

> ;L—lH_N[ - 2 ‘X+ (,/l;l *—\gl\ml
€ ]g‘“f“"}?“‘x ?Sw+(4 })\w\‘-
|
SN A ") )_N[ i X (11 )
pl ‘):“J (é >+ & ”b }\ B"‘){‘-\-U-‘b%h\\. + Bh%_‘f('l-vb%-ml
o
\mﬁ«IO
! 1 4 vl
R Y e R I R e 2 B
T <e ) {‘“J X [w o

que é o mesmo obtido em 105.2, para a vitdria das relacdes de W.T. e a felicidade de todos os envol-
vidos

Divergéncia Infravermelha
(Schwartz 20.1)

Para entender como as divergéncias infravermelhas que apareceram acima interagem e o
que elas significam, precisamos olhar um processo fisico de fato. Assim veremos que as divergéncias IR

apareceram porque nao estavamos sendo suficientemente cuidadosos com nosso observaveis. Vamos
escolher um processo simples em QED:

+ 5= L
e e — P
(isso é bem mais simples do que um espalhamento envolvendo sé elétrons pois com quatro particulas diferentes temos menos

diagramas de Feynman que contribuem, eliminamos os canais t e u)

Em L.O. este processo é dado por apenas um diagrama:

‘ 61 — 2 —

= H T wied WY, v
\ P—f— CQ

P2 RS —p P =@
Em TQC | nés estudamos este espalhamento em detalhes (notas de 2020, pgs 205 a 213), € obtivemos:

@ 5D, e <5E> C___(4+wse)

(eq.212.2de TQC ) oL c%’T‘ (eq. 114.2)
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Basta integrar no angulo sélido para obter:

NGRS

e
BE(M /IITTE{; (eqg. 115.1)

Em ordem 1-loop, temos mais diagramas:

PR S .

Todos estes diagramas sao de ordem o?, e é facil pensar que a seccao de choque sera ordem a*, mas é
importante notar que a seccao de choque a NLO sera dada pela interferéncia deles com o nivel arvore,

sendo, portanto, de ordem o>: | M\ I A ‘MrNNLO v

(\Jv\ r—/\_ﬂ\ /\1\———' :
= M 4= T RS e I
T e \r\—/

O(ey O Y (*\ (L) (=< B

Para simplificar a conta, podemos também lembrar que nao ha razao (na QED) para que o elé-
tron e 0o muon tenham a mesma carga. A seccao de choque serd um polindmio nas cargas, e se pode-
mos mudar as cargas arbitrariamente, somas e cancelamentos entre diagramas devem acontecer so-
mente entre termos com as mesmas poténcias das cargas. Os diagramas acima tem dependéncias
diferentes:

3 3 PN N
Qe Q,i Qe QN R Q" Qg Q:- Qc QA Qx
soma sobre tudo que puder passar naquele IOOpD/

Por simplicidade, nés vamos focar no caso (a). Em principio hd um diagrama em (e) que é de
ordem Q.Q,* (basta colocar o muon no loop), mas ja vimos que a auto-energia do féton tem apenas
o efeito de alterar a carga efetiva, e de qualquer forma era finita (no IR, que é o que queremos olhar
aqui). Precisamos entao calcular o sequinte (lembrando que temos também contratermos):

B{J Uiy W) \_l> o (PSR

= A

e'}
&

O que chamamos de I';, aqui ja € um conhecido nosso:

(eqg. 115.2)
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} ) = §F (MO + 27 R SR 3 Y

(87.2) e~ ()\YY\

Ol Ol

(eq. 116.1)

(pg111.2)

!

XFL(PL)&-_ el N X%X?S%L\L 1-“\64(\0—” ?\)U—?\S}

~ U R
” _Y“h? -n—('l-})\“\\'ﬂ

0

L SE(¢) =0
b

N6s calculamos 8F, usando Dim. Reg., mas aqui é mais instrutivo usar o que teriamos obtido
usando Pauli-Villars junto com a massa ficticia do féton (o que deixa as escalas UV e IR mais eviden-
tes). Nao faremos tudo de novo, mas isto esta feito no Schwartz, pgs 348 e 349 (e com detalhes nas notas

de TQC Il de 2016, terminando na eq. 123.3):
0 regulador de PV.

4

— ;1 2 > 3 ’\«L\(\-‘?\X vy (1 ~y })\‘\

SE(E) = &\ bl Mery o] 10|+ L tRANZi i8]
6]

Pauli-Villars N: %W;—VL\N} +(1 —\O\I\v\:

Urs -weL: Y 2 O

(S, Gty
- = CHATY N > >~ t by >
e | [ DR R AL

Novamente temos:

(eq. 116.2)

_————

3, = 5\‘(0\—_, bh feryrcd) L A :N, <4 L[_B

(eq. 116.3)

que pode ser comparado com o que obtivemos em 114.1, basta fazer m — 0 na integral anterior a
114.1 e integrar de novo:

D\N‘.REL' ~ ~3
o A/A-1432 ’LLN X S0 0 SRR i) (Y P
Y Z‘ﬁé(c— )31 \% L  relrobenl
(114.1)—A W= 0O
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Usando o dicionario PV. <-> Dim. Reg.:

DM'R%_ - ™ — — O’( L /\11’— Lo e
3 E[?iu[d um};ﬁﬁ = - Ll - L

Vemos que os dois contratermos sao compativeis novamente com o dicionario obtido em 51.2, mas

que na expressao de PV. temos explicitas as escalas que divergem no UV e no IR. Voltando ao calculo
de F;:

1 4-x N .
Sy - &\ bel | LN[ PR ), dleoney
i iz @ i

O primeiro termo (que é divergente no UV), é finito no IR, e tomando m, — 0, temos:

ch (4"‘2&3/\ — 3.1
——_[ LN x A’TK‘I 1L ng

LD A parte divergente vai ser cancelada exa-
tamente por 9,

O segundo termo é divergente no IR e finito no UV, aqui precisamos lembrar do ie para evitar um polo
em Q? (Q*—Q?% +ig):

1 A-x
Cj (}x) Q (1-(t-9 _ < _ﬁ L:(L L - B—Wr-ng@(ﬂs\
de forma que: Y \Q

e T o
BE(Q}HS‘ZQ% # \JYL”[W XL(%\“(%‘?B%NT}

T
- T _—\" Nl _—Vh" —BL if—)—ﬁl—z
Sh(&) + o = ‘\T‘ . (—Q"—Ab\ M<—Q‘—Lc— 32

] im LN( —A-G\ = Lw QL -~ =D

c—0

SH() + o = ‘\T' - L (EL_> (33T~ 3LN<_&5+T)~ B %_Bfml

(eq. 117.1)
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Para calcular a seccao de choque queremos saber:

“s% ]}\MNLO=‘Z<M Mo+ K M\_

sPinsS
Mpzxc;lwm‘\wmﬁql(Pwm M, = G@HW Wi, WY ()
éuR?X*‘NPW)Q‘D m @) ¥+ Y6y, . .
_.¢e V), v
=€ il e, T 6 T, (AR, o=+ S TRL T, TIRYS 0,
Q

7 My

SPng

»ZW Ve Yoy e T 1, TR T Y T (P WRY, Wy 8, = e [w 0] w8 R AN

Z ))"\\Nw = & IK[WKHIQ[% e F0) +cc

SPNS

——

(116.1) —P |Ri/(}: Q>+5A\8\,+§8F “Q]V&E
N trace with
2

ﬁJJ\
= (SE(@Y ) 7 [ PR ETRLORE )+ cc = ARLsR AT Al

esta correcao depende s6 de Q, (ou E¢) e portanto sai multiplicando também a sec¢ao
de choque

o QL (et = &REBE(Q‘STSA Gole'e—p™y) |

Olo
(\ iLN &__> 3)_[\‘( 5 zl(j\l’_o(eﬂ-e—_ol\)"p—) Y/ 3
3T

~ = QREG)= <QQ,
l [N
(117.1)

sy

(118.2)
Sudakov Double Logarithm

C\\jLo( Q}\" G\lto( Q:B = :é'_,n_,’ LNl(

AW (m_ m(ﬂ ol
a; Q; G,
&/ e

Note que:

Regulador IR nao some

Ou seja, parece que temos um problema, uma vez que isto diverge quando levamos o regulador
IR para zero e, supostamente, é observavel (?1?1?). O nosso erro estd justamente nesta ultima afirmacao,
o ponto é que talvez assumir que sempre podemos diferenciar a producao de dois muons de “outros
eventos esta errado. Considere o espalhamento a seguir
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eQ.

Estes diagramas também tém seccao de choque proporcional a: € QL' s Qr, Q

e cabe a pergunta: o que acontece quando o féton que coloquei a mais tem momento (e energia) bem
baixos ou sai na mesma direcao do muon. Isto nao pode ser confundido com o caso sé com dois
muons? Vejamos o que € obtido no limite ultra-relativistico:

LM(@*éﬂ,,ﬁ}fx\\ = A .e; (A \QN W) E('F?)} SP - ’D’(P“\\ é’i

Y

S S
fs+fe fy+5

(eq. 119.1)
a seccao de choque é portanto:
- r"’ X
T oY) = éTst ML = " Foug
Q m 3T, = T 5 56, (3 §2¢)
mtegral no espaco de fase ,“ =1

onde L contém a parte do elétron inicial: (eq. 119.2)

vaf Mﬂ)umw\ﬂr\—/\ AR A AQI KM

€€,V —
e X tem a parte do muons + 1 féton: % CP x P (eq. 119.3)
8 DR ST RITIE ST €xE ' To [£S 6
>( = A“_I’S (MEE YLy 9 3 ~Ep = - A“_fs R | K .
SPiNs N
fo. ¢

(eq. 1194)
As identidades de Ward nos dizem que (basta cortar o féton intermediario):

» P
P LHV - P Xy =0
E sabemos que X € s6 fungao de p (ps, p, € p, estao integrados), portanto a forma mais geral para X é:
Ny _ NV 2 NY o o 2\ - _ 1 xpv
X :<()F—P (5 BMX(P} Bpx?)""

Logo: ‘bm)( (P =9 X(F)

(eq. 119.5)
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L = [ﬁ K-G0 - P9 ) X (P Q¥ @)

Q= (R+RY(GrRY= \QMLM (’H\ 5 0P=G e, P= ﬁ\%w ey

pR
%no limite ultra- relat

(eq. 120.1) (€N = e .
(119.5) (eq. 115.1) NnTQ

\

- _ ) ,:\) - v v
T (e ) = f@ Xow = :Q‘i ?]ﬂ Koy _(:(T X””BQ” €€

(eqg. 120.2)

Deixando a integral sobre o espaco de fase em X, acabamos com algo que é equivalente a um
decaimento de um “féton massivo’, de massa Q*:

T(Zﬁ*—p NI = e X

QR
W ("¢ = p = (Ul;“ AW ﬂ> L€
e & (eq. 120.3)
\_V—"
Este fator é dado por: gy(¢" ¢ —» ¥ ) (1194)

N P
Agora s6 resta calcular o decaimento em 3 corpos: T7({*_y " p~ )L % SAY‘}S Tr [fz 5 ’El Sx,.]

O espago de fase fica mais tratavel em termos das variaveis: ¢ < = ((’ +%Y = Q (’l — Xn\)
f/\/\/y%ﬂ' ‘E ( ‘95'”)“\ ('1—1113
} WE(RHRY = Q- )
(Schwartz, pg 362) B
E da para mostrar que no ref. de 1 -F 1= 2
repouso do y* (exercicio): A:\T - Q hv, X P = ‘Clﬁi_
P :(Q 1~ ) ) - (eqg. 120.4)
R . Gz" QE, 00
v, == Gfed) o (P-RY - M AEs | [Ya=1Es
1 Q:\. "‘Q-;_ Q & Q
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E também (exercicio):

—[p <~ -_8e g pplee)- 10T WY “JBE
’R[KS fi e RS %‘*1 y (1) (173D

(eq. 121.1)

A parte divergente vem do termo que sobra quando m, — 0 (B — 0):

! 1
RS
& *“‘1& de, 88 (4 =
1-%

—1/ % + — _C_‘ Q
| H P X\\) AR A\& > O-—‘(Dé'\"lﬂ

[¢)

{ 1
_¢q g m& de, (80

33‘“3 (1-“‘0 ("\' 1)

[¢)

Da para ver que a integral diverge quando um dos dois “x” chega em 1. Lembrando da defini-

¢ao dos x:
ref de repouso: [**= ((,9,0 0\

(6+0) = Q- ) — %=1 =D U’;”’x‘\ o = Eg~% & [+ O”)

(BHY = Q- %,) = et = (urfeY=0 = Fn% (r;w;\«f(%\o,o,-%)

Tome este segundo caso como exemplo (tudo ¢ idéntico no outro caso, trocando u* por 1”), 0 W esta levando
a fracdo maxima possivel de energia (x, = 1, E; = Q/2), forcando o u* a recuar junto com o féton na
direcao oposta. Neste caso:

(P fey=0 =p F-Pyp = By Ep(1=-C(8)) = 0
S6 pode ser satisfeito em dois casos: C[\ By~ Q SoftSingularity

(“D‘_\ Cos(@)~ O Collinear Singularity

(em principio também poderiamos ter E; = 0, mas isso é um artefato da aproximacao ultra relativistica que nos fez desprezar a
massa do muon)

Estas sao em geral as origens de divergéncias IR. Pegando os leading terms em [3, teriamos

obtido:
T (4o pt )= 28 m(%\uu(%\-%%

3T

(eq. 121.2)

Lu& (‘ﬁ;\*% Ly (%X I +5 T (€= N

(120.3) “/fw

C> T (e - =

(eq. 121.3)
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Agora basta comparar 121.3 com 118.2 para ver que:

G (€e—p" ) + T (e~ \Q\— —,: G (e wp™y)

QL = Oo(€e=p™w) + @ (Fe—p )+ gy (et +O()

Tor

G (€€ 7778 - | ”“5 e ) + O

\-o quer este cara seja observado ou nao

(eq. 122.1)

Que é finita! A inclusao de final state radiation corrigiu o problema. Neste caso nao distingui-
mos a presenca de um féton ou nao. Em situagdes mais realistas teremos um detector que fara esta di-
ferenca desde que o foton tenha energia suficiente para“acender” o detector e esteja suficientemente
isolado do muon. Neste caso teriamos obtido:

- -\ = U L o= A\ uw@e _3 JAW
Gl ¥ } =0 (e - 1 N \ —4 +3
Sem fétons (isolados), e 0 “u” pode ser um “jato pu+y” (na definicao de Sterman-Weinberg)

Onde: [ L .
)IE,(F —o energia minima medida pelo detector

@Exp — resolucao angular do detector (angulo entre o féton e o mion)

sao os reguladores IR! Poderiamos ter usado estes em lugar de m,, mas a conta seria bem mais compli-
cada. O fato estes cortes IR sao fisicos, dados pelo fato de que nenhum experimento consegue medir
energia arbitrariamente pequenas nem tem resolucao angular infinita e, portanto, todas as sec¢des de
choque sao finitas. Por outro lado, em algumas situacdes experimentais (experimentos sensiveis), es-
tes logs para a producao de soft-particles podem crescer tanto que “ganham” a expansao perturbativa
e é necessario ir além do que estamos fazendo aqui, é preciso ressomar os logs de Sudakov e usar teo-
rias efetivas (Soft-Collinear Effective Theory).

O teorema optico

(Schwartz 24.1; Peskin 7.3; Nastase 21)

Antes de passarmos para uma visao mais sofisticada da renormalizacado, faremos um “interludio”
para provar um teorema importante e ver como tratariamos propagadores e massas de partl'culas
instaveis (uma vez que até agora assumimos implicitamente na renormalizacdo da massa que estavamos falando sempre dos

estados mais leves da teoria, que eram por consequéncia estaveis).

O teorema Optico é consequéncia direta de um dos componentes mais basicos de uma teoria
guantica, a unitariedade. Precisamos que a probabilidade se conserve, de forma que em qualquer mo-
mento a probabilidade somada sobre tudo que pode acontecer continue sendo 1. No quadro de
Schroedinger isso se traduz em uma condicao sobre a normalizacao dos estados:
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AYOIYE> = <YDIV(eY>

—H -

—xHt
pey>=¢ INe>

e, em termos da matriz S, implica que:

g:e_mt _ S+S -1

(eq. 123.1)

Lembrando das definicbes que temos usado para a matriz de espalhamento, isso implica que:

C=1+aT ——p (ATY (T =1

V(T - =TT

(eq. 123.2)

—%

L <PIL(T*—T3|L\: <)T TV

LPTS - ITIRS = )T Tia>
4,.\T{[)>* DT = A g[i%z@;\ A=
MY Szt [l - M=) =

_ S‘“@ GRS Tz b ([0 (I S(ZR-Z 8 M —X)
X TN—~—— )

a outra delta forca s
Sk==%

Teorema Optico Generalizado

MU=]Y = W (fr) = & Z’gmx (TS S(Z0-Z ) MO~ XN [ 53
X

\
Note que temos (9()'\} do lado esquerdo

Q) (}\13 do lado direito

Mas em teoria de perturbacao isto tera que ser satisfeito ordem a ordem, o que quer dizer que lado
esquerdo da equacao tera que ser calculado em ordem superior ao direito. Por exemplo:

(eq. 123.3)
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- M 2NN M
o S w\

o que significa em particular que diagramas em nivel arvore do lado direito estarao relacionados a dia-
gramas com 1-loop do lado esquerdo (e precisamos de loops para satisfazer a unitariedade). Um caso
especial importante do teorema 6ptico é obtido quando os estados finais e iniciais sao iguais:

x>=1f>=1A>

0125512 2% Tom [AAAY ) = ;gm (Y $(zh -z eMA =X

(eq. 124.1)

Em particular, quando A é um estado de uma particula, a transicao A — X é o decaimento no canal X.
Obtivemos a expressao para a largura de decaimento em TQC | (eq. 79.2 das notas de 2020):

T(r-xy = L (aT, oy Sa -3y [M(a-n)

1V"A

(eq. 124.2)

esta é a largura parcial no canal X, mas se somarmos sobre todos canais possiveis obtemos a total, e é
praticamente isto que ja esta na eq 124.1:

T [ MaaY | = Y™ Z\ (A=K ) = T,

(eq. 124.3)

Note que obtivemos um observavel (a largura total, que é o inverso do tempo de vida) de um lugar
pouco intuitivo: da parte imaginadria da transicao 1 — 1, ou seja, do propagador completo.

No caso em que A é um estado de duas particulas: |\ > = \ ﬂq | J’¢1>
(eq. 124.1) ?_P A1 - Ljd\(bl k,— E“L‘ﬂ = Z gfm; ():\T'S' 5‘ {),,+k —2_ PK\\)‘/\(,% ;92,—0)(\ ‘:.
X

gue em termos de diagramas assume uma forma bem sugestiva:

1L, =7\ Kﬁ\

Note que a parte imaginaria do diagrama da esquerda pode ser calculada trocando os propagadores
intermedidrios por estados on-shell, efetivamente cortando o loop para obter os dois diagramas da
direita (e a soma em X nos diz que fazemos isto de todas as formas possiveis)

Podemos entao usar a expressao do espalhamento 2 — n:
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[

Gl &

= X) = ey T OH Y (BEEO b x|

e obter o Teorema Optico propriamente dito:

Lo [Mlbk— 2 80| 2B ) ) (k= X)
X

(eq. 125.1)

O teorema optico generaliza um fato que ja apareceu em alguns casos neste curso: a de
que loops desenvolvem uma parte imaginaria na regiao em que as particulas intermediarias entram
na camada de massa. Isso leva inclusive a um método para obter a parte imaginaria de diagramas,
que consiste essencialmente em “cortar” loops, colocando os propagadores intermediarios na camada

de massa através da substituicao:

s el

P) Vo € (eq. 125.2)

isto é chamado de Regras de Corte de Cutkosky que nao cobriremos com detalhe aqui, mas que esta
com detalhes em Schwartz (sec 24.1.2) e Peskin (7.3, pgs 236). Conceitualmente, esta substituicao nos da a
descontinuidade da funcao obtida como resultado do loop, conforme passamos de um lado para o
outro de um Branch Cut no plano complexo e sabemos que estes Branch Cuts sao criados quando te-

mos estados intermedidrios de 2 ou mais particulas livres (on-shell) sendo produzidos.

Taxa de decaimento a partir do teorema 6ptico

Vejamos um exemplo, considere a Lagrangiana com dois campos escalares:
Q
L= A% PP -MG s WPy
2 CN p Pl
\—_\/\/ \‘\/—\/

----------- Rl T TP e

: Ly VR I R\Y ;D_JQ__“\ A -
LMLOOP (P - T U """ - I( \ (sTy' L%—Q\”—ml e g - e

o o= ! >
all the usual Pauli-Villars /_\1_; N grL\L Lﬂ( N

shenanigans (check!) —~1 NN N
3)\\ v —P ‘L("‘X)—AC’-

Como neste caso estamos interessados no caso em que o ¢ esta on-shell, temos p? = M2
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/\/LM,(QS P) = _ g A LN( — M - n)we\B

o

Ha duas regides distintas: .
,’\o MN<am —D \m",-m -y >0 €20 T~ I:Mmc?] =0

(e A Lo(-A-:€)= LvA -+ A>O0

I‘\wx) A\ — L=\ e
LV M > Am —P o= M- ) S_" L"( \B— I—"(ﬁ\ (11\:) “‘\—;‘T

pode ser negativo em
alguma regiao de x

T [htt)] = < 0laond = 35 795 e

Se calcularmos a largura de decaimento (1 — 2) diretamente:

_____ < — M(-TT)= A

(eq. 126.1)

TG~ =

S _
&ﬁx tgkae_w‘ (Y S e M (d =) -

\E estados finais indistinguiveis

* do 1f] gmany = X 14 o (m-am)
S%Tf W ( \B BI‘WN\ hLW. @( (eq. 126.2)

que é exatamente a eq. 126.1 dividida por M, mostrando que o teorema éptico (em 124.3) vale a esta
ordem.

Particulas Instaveis
Como ja vimos (pg 22), o propagador completo (na teoria renormalizada) € dado por:

IS N ()

No entanto até agora, no esquema on-shell, impusemos que a massa fisica (ou“massa de polo”) era dada
por: .
wt WD) = v = M =0
—_— i) % _
o que implica: QE [ N\“Cw}\l‘;o & L \:/V\ (f“\_& = QO
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Agora sabemos, no entanto, que para particulas instaveis a parte imaginaria nao pode ser
zero sob pena de violar o teorema 6ptico. Em outras palavras, nao podemos dar uma parte imagina-

ria para o contratermo (que eliminaria Ln[M”]) sem detonar a unitariedade da teoria (outra forma de ver isso é
que se vocé voltar em uma das Lagrangianas com contratermos e torna-los complexos, vai acabar com uma Lagrangiana nao-

Hermitiana). Temos portanto que generalizar nossa condicao de renormalizagao:

( ) - ~
= v =R [ M) - T (WY

Real Pole Mass

ou |~ + Ee [_/\’\l( w‘}} = v =D R—DW (’"‘%‘O

Breit-Wigner Mass (eq. 127.1)

Imagine que este propagador apareca em um diagrama no canal s, a seccao de choque resultante
se comportaria como:

. X
o[ - @—et )~ | =z |

que é uma distribuicdo com um pico em s = m?, e uma certa largura. Se esta largura for bem
pequena comparada com m, entao podemos assumir que toda a contribuicao vem desta regiao,

trocando: I(\[ /"\I(S)l ~ T—\m[f’\\(\”}ﬂ

(eq. 127.2)

e identificar esta com uma distribuicdo de Breit-Wigner, fazendo: T_\m [Mx(\mxﬂ —

(eq. 127.3)
A

N A
\y :K:}_<::::>___<:Z§:\§ ~ I S—\w— L Tj \ = gy B
) -l-m\g;v— [S “"‘}\3 4+ (\""Esr\

\—o bom se: n hey << ™ =p \TGT zZ< ™M

No que a equacgao 127.3 é equivalente a s6 considerar os diagramas 1Pl no lado esquerdo de 124.3

(1243) =P \/’ - _/L T |:M(’l—oﬂ= -/V\a(y%) + Non 1PI °6
m

TOT

oo -l Tl

N —
T ~
A largura desta distribuicao é dada pela taxa de decaimento, e é por isso que frequentemente usamos

largura de decaimento e taxa de decaimento como sinénimos

No limite em que a largura esta indo para zero podemos tratar esta distribuicao como uma
delta de Dirac com a normalizacao apropriada:
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A -
(S = + (T ) i

esta aproximacao é conhecida como Narrow Width Approximation, e na pratica separa a producao
da particula do seu decaimento:

(o —a()=o( e

Por outro lado, no extremo oposto temos estados intermediarios que vivem tao pouco que é
um abuso de linguagem chama-los de particulas. Temos que voltar a eq. 127.2, e a distribuicao de
eventos sera tao larga que fica dificil escolher uma massa para ser a “massa fisica”:

A

Z£ EVENTOS

D

qual destes valores é a massa da “particula”?

O fato é que chamar um estado de “particula” é uma aproximacao tao boa quanto mais longa for
a vida média do estado.
AN\

Abordagem de Wilson e o Grupo de Renormalizacao

(Peskin 12.1; Schwartz 23.6)

Até agora nés conseguimos, de forma bastante pragmatica, definir formas de extrair observa-
veis a partir de modelos (Lagrangianas) em Teoria Quantica de Campos em ordens mais altas da ex-
pansado perturbativa. Vimos que é possivel redefinir os campos de forma a deixar mais explicito o con-

teudo fisico destas teorias:

- Em alguns casos (Lamb-shift, g-2) as partes finitas dos loops contribuiram diretamente para
observaveis, permitindo fixar parametros do modelo em uma escala especifica de energia.

- Em outros, os loops induziram dependéncia dos observaveis (sec¢des de choque) em condi-
coes diferentes do momento externo, quer seja em diferentes escalas de energia (que depende de algum
’) ou dos angulos entre 0s momentos (no caso das divergéncias colineares). Vimos que estas dependéncias
sao calculdveis e as diferencas finitas, ainda que os loops sejam infinitos, e servem como um poderoso
teste dos nossos modelos.

Este segqundo ponto é sutil. Por um lado, vemos que os loops inserem uma dependéncia nos
momentos que vai além do que se pode ver facilmente na Lagrangiana (com interacées envolvendo derivadas,
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por exemplo) ou fixado peIo espaco de fase nas secgées de choque (que nao passa de conservacao de energia e
momento relativisticos), € € muito conveniente embutir esta dependéncia nos parametros da Lagrangiana
(massas e acoplamentos) obtendo as Running Constants. E muito importante, no entanto, nao con-
fundir esta conveniéncia com fisica, uma vez que os acoplamentos (e em alguns casos as massas) NA0 SA0
diretamente observaveis e por isso acabam também dependendo de parametros internos da regula-
rizacao e renormalizacao (s, ty, Uy, A, €, L, etc...). A dependéncia que nos interessa € nos momentos
externos! No entanto as duas dependéncias aparecem juntas (tipicamente no mesmo Log.) e por isso
podemos usar uma para descobrir a outra.

O fato é que as Running Constants ganharam esta dependéncia em escalas nao fisicas justa-
mente para compensar dependéncias do mesmo tipo em outras partes da conta e manter os observa-
veis livres de ambiguidades. O Grupo de Renormalizagao € um nome (nio muito bom) dado a um con-
junto de procedimentos que nos permite explorar esta restricao (independéncia dos schemes) para obter
os runnings e entender melhor porque de fato eles estdo ali. Usamos a dependéncia nos parametros
nao fisicos com um atalho para descobrir a dependéncia nos momentos externos.

A primeira versao do Grupo de Renormalizacao que veremos é a Wilsoniana.

A inspiracao em cut-offs fisicos

Imagine que estamos tratando um sistema de matéria condensada com Teoria de Campos,
nao importa muito o que é (pode ser um mar de spins, um mapa de temperaturas ou densidades, ...), €stamos apenas
assumindo que podemos associar um valor a cada ponto no espaco (a projecio dos spins em z, por exemplo) €
descrever um sistema em termos de um campo escalar: b

A

\TDooooo q)(\(ql 43 |
IIIII‘ %
ceeeeeee = )
i T AR,

Neste caso nds sabemos que este sistema, olhado muito de perto, é discreto e nao faz sentido
falar no campo nesta escala. Em termos concretos, se decompusermos o campo em modos de Fourier
fica claro que ha uma frequéncia méaxima que faz sentido, logo temos um cut-off fisico A = 1/a. E inte-
ressante pensar o que estamos fazendo quando afastamos deste limite microscépico (e complicado)
para uma teoria muito mais simples valida em escalas maiores:

)
) Plarp)d
11 e 1t S
e ¢ ¢ 0 0o o o (o Coarse ° ° °
e o 006 0 0 0 o .. Coarse
e e 0o 0 0 0 0 o Gralnlng ¢ ¢ ¢ ¢ Graining
*,0 0,0 '.' —b
(W) e o 0 0 0 0 \ ° ® ° ° _C_b
4) O\Q e 0o 0 0 0 0 o (D:/L\\JG_((D\ w
(b“lnn\@o e o0 0 o 0}0\ ) ° ® ® ® - pd .
B . interdependentes
— "= > "
Nao ha nenhuma razao para o valor
Tenho que especificar o valor do acoplamento ser o mesmo:
em cada ponto e modelar 1 . \ A\
as interagdes, e.g.: LI((b) = XZ_CM)
LI((M =\ Z(b(ul‘h\g,)(;,fbtﬁ O cut-off em termos destas variaveis

L S
também é outro: /\:'\/

o
1 <N
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Estamos perdendo informacao sobre os detalhes microscépicos da teoria e ficando s6 com o que im-
porta a longas distancias. De forma bastante pictdrica, podemos dizer que estamos integrando sobre
os modos de frequéncia alta (onde a informacao microscopica esta) e ficando com os de baixa fre-
quéncia. No espaco dos momentos:

Dd)(kal\\c Dﬂ DqS‘Uk /\§p¢(r\<k<1\\e 4)1

’—\\Q grandezas dependentes do cut-off
o oL
(ot ¢

muda o cut-off

A ideia basica da renormalizacao Wilsoniana é que, desde que estejamos longe da escala, mi-
croscopica, nao deve importar muito quanto é o cut-off. Essa suposicao é bastante intuitiva (engenheiros
dificilmente se preocupam com a distancia entre moléculas para resolver problemas de hidraulica) € tem como consequén-
cia que, mesmo com um cut-off fisico na teoria, observaveis em grandes distancias nao devem depen-
der do valor de A (este é o parametro “interno” neste caso).

Integracao de camadas de momento

Vamos aplicar agora o que seria o Coarse Graining em uma teoria de campos. Aqui queremos
tratar o caso mais simples possivel (que ja é bastante complicado!) € por isso olharemos um campo escalar
real (que nao tem nenhuma simetria que um cut-off “sharp” estragaria), COmM interacao X(|)4, Nno espaco Euclideano

(onde“momento grande” e “pequeno” estdo definidos sem ambiguidades):

-S092+59 s[4+ 39

ECKX = 343(@\ C

Il

QZS(‘(:\) =

@ —hkn X
VZ»\’G Py

Pgen=T1 (dgay

fazer uma regularizacao por cut-off significa integrar somente sobre: #)(ﬂz) / | %l < A\

indicaremos esta dependéncia na medida de integragéo: k=N — QS( = O
[7 ¢1 k! P [\ valor “inicial” para os parametros
lodo: l (eq. 130.1) (ndo se precipite em concluir se
go: i suprimi a fonte para economizar espaco estes $30 OU NAo 0s parametros

%\s [‘Dqﬂ@« ~\ " 4&1%4',) o(b —V\ \bl&
A

(eqg. 130.2)
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Facamos agora o equivalente ao Coarse Graining, trocando nosso campo por outro, que so
esta definido até um cut-off menor bA, comb < 1:

A

Qb(k\ \ (T)’h\ \ ?(k\ O <‘g¢</\

1 \

VBN N

={ 12) < flutuagdes / modos de
/\) ())(a‘\ ¢ (GL\ =Ns N E “alta energia”
b U 2N

\ O Tl < QN o = (estes serao “integrados
fora”)

) QSCQA: YQ)(:% Kl < Qe N \S ﬂs;:j(aaggs;/grir;?dos de
Z o Wz A

DO —7 PN + PR

DCHQA?% € xp "SAHK[%(bﬂ‘b*bﬂﬁghf%V’%(@*(By—k%ﬁé&r&ﬂ] =

A
Todos os termos do tipo Cb(%d)(@) s30 iguais a zero (ortogonalidade para k #Qa\)

‘SU}] = A 1 PN 0 Ny &
E?(})J SD¢ € xe S(\ \L[z(b,.l‘b3+_limo® + d)(P_l_q qu’l—r%(ﬂﬂ-i ﬂ

1

(eq. 131.1)
\

Queremos entao integrar em , se tratarmos todos os termos (com excec¢ao do cinético)
como interagodes (incluindo o termo de massa), o vem do termo:

R -~ -N\\c -
Co(gte WPy ¥y = [ (80 - B LA G (G-
Gy )M

R B <A fag B <A

B‘W 9 CP( k\(l)gm

At T

# condicao para que ¢(x) seja real, ver Peskin
=N < IRV Cb (Qt\ pg 285
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Isso nos leva a um propagador (no espag¢o dos momentos):
A A A - S‘L’
A Sch cb(M(b(P\ ¢

o e - oA G S0 @y

A _SJ\D QL“ —
Pie [T

- NIV

() gqueroutro [L

Os outros termos da Lagrangiana de (ﬁ (em 131.1) sao tratados como interacdes em teoria de pertur-
bacdo. Tomemos como exemplo o termo ¢%p*:

Ny, 2 A )
EXP -SM /\,(+“;4>"P ) ~ 1\ 2 09
Em principio poderiamos calcular fungées de dois pontos com quaisquer combinagdes de ¢ e

b S o804 s, e

Mas se considerarmos que momentos proximos ao cut-off sé aparecerao em integrais de loop
. . ~ /\ ’
e nunca nas linhas externas dos diagramas, entao os campos ¢ s6 aparecem em loops. Em termos do
teorema de Wick temos:

N\
< estamos assumindo gue 0s campos externos serao (1) € Nnao (1)

o®-\ > ¢ 301N L [ 0@ —(xd” § _[ O ~§ %ﬂ>

=

— 1 h (.
operador com n campos ¢
qgm\ d;(gzg %S(WQJ@(W
Lo\ 4
\ 2
NP !’&L‘ _'LL= N (g 9N
X TN S A (MY
- N1\ (eq. 132.1)

h Y
O importante a ser notado aqui é que este termo também seria obtido de um termo -% ¢
na Lagrangiana, se o resto da expansao pertubativa em p aparecer, poderemos exponenciar esta série
e tratd-la como uma correcao a m,
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Para ver o que ocorre em ordens superiores, é util definir diagramas:

Sy ——— almorydel>- v Q

666 — jx< i

) . vai aparecer toda uma série
Em ordem 7»0 temos, para a funcao de 4 pontos: de diagramas do tipo:

Q0 ~-000
@< que pode ser ressomada e corrige
z& a massa (como esperado)

(\—[) mesma contrlbwgao acima

—D assumindo que o momento das pernas externas é muito pequeno comparado com
bA, podemos ignora-los e obter

Lo=—$ L td 4 5

equwalea

’

b

)y )Y TR

- N <IN

(eqg. 133.1)

Note que se fizéssemos mais subdivisdes (multiplicativamente), cada intervalo teria uma con-
tribuicao similar:

-~ = . F———— R WA QJC 8»”

~—
de N\ cWN
\_N (-"1 Zyse dividissemos de formaqueb=c=d=..=0.1
1 estariamos fazendo esta divisdo em ordens de
1 [/ grandeza (que contribuem todas da mesma
LN[?{?] Lw L forma)

A eg. 133.1 é diretamente comparavel com a parte divergente da equagao 45.1 (lembrando
que (1) ali temos o contratermo e por isso o sinal oposto ao loop; e (2) o fator de 32 é porque tinhamos escalas de energia ao qua-

drado no Ln, o que poderiamos forcar aqui escrevendo Ln(1/b%), s& que aqui as integrais sao sempre finitas!

Este procedimento gera contribuicées nao sé a ¢2 e ¢4, mas também a ordens superiores.
A . ~
O termo ¢3¢ por exemplo, produz uma interagao ¢°:

P
i .
{’Aw ~ /\e ; Q—D({"1 1-1’1 ¥ F;\
(’1/ (P'\ + P:"Fg\
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Obtemos acoplamentos com derivadas também. Para o diagrama abaixo por exemplo, des-
prezamos o momento das linhas externas. Se ao invés disso fizermos uma série de Taylor no momento
externo, o proximo termo seria:

SOX = -3 (I =40 90+ O

De forma geral obteremos todas as interacdes possiveis (de poténcias arbitratiamente altas)
entre o campo ¢ e suas derivadas. Temos diversas contribuicdes desconectadas que acabam sendo eli-
minadas pela normalizacao de qualquer correlator, entdao podemos finalmente escrever

/] B S"k ‘S-:t—'l:
- =)
z = — DC@W\ C tudo que respeite as simetrias da

N Lagrangiana original aparece aqui

(eq. 134.1)

\
py gt y contribuicdes conectadas de
ngFc:_— 1(‘)1’(1)\"'%‘ (P"'i—‘/\(b"’( &

>

Agora podemos usar dois modelos “diferentes” para fazer previsées. De um lado usamos a
Lagrangiana original, integrando loops até |k| = A, e por outro usamos a Lagrangiana efetiva com cut-
off menor (bA). No entanto a fisica bem abaixo de ambos os cut-offs deve ser a mesma:

j”(/\)hz\/\"\ CS"EFF (Qf/\)mn“wxﬁ‘ﬁg)\z\“‘)
! b
g

D posso medir todos estes pontos
| EXp

.
| EXP

! D :‘ D
DUESY  Dre gy k DEESY  Pre gy

importantissimo!

E por isso é ébvio que os parametros da Lagrangiana efetiva devem ser diferentes da original,
esta é a Unica forma de compensar o fato que mudamos o limite superior das integrais dos loops.

Fluxo do Grupo de Renormalizacao

Facamos uma comparacao entre a Lagrangiana original e a que obtivemos apds a integracgao.
Lembre-se que parte da mudanca que fizemos esta na integragao (o cut-off) e parte na Lagrangiana
(massas e acomplamentos), mas ha um truque que podemos fazer para deixar tudo na Lagrangiana.
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Uma transformacao de escala acao efetiva:

’Q':% \(\=ﬂ-{7—

)
restaura os limites de integracao em k para: O < )Qc)L N\ — O <\DL \ < N\

e causa a seguinte mudanca na Lagrangiana (efetiva):

> b L >
L Qe = \ A B{(“ﬂ%&»% +%(“° AT *%C\:mwﬁ

FOC (43 + 0D &+ 1 D </
ibuicdes d -
~— \_D contribui¢cdes da

“out-integration” de

A4 v N 2
_ S()‘t{} [—EO 02\ 0 (0, ) +'\1CWO+AM‘)¢+%()\O +0) ) D'+ A s (), (P\\k

D vamos fazer o “upgrade” agora para d dimensdes (Euclideanas), assim ficamos com expressdes gerais e Uteis
para comparar com sistemas de matéria condensada

O termo cinético desta Lagrangiana tem um fator que claramente nao levara a propagadores
normalizados canonicamente (na linguagem que usamos antes, aqui temos Z = 1). Mas podemos renormalizar,
voltando a uma forma muito parecida com a Lagrangiana original fazendo as seguintes defini¢des:

CP = 7"‘0%\] 0 b= 2% oS0
W (e Y (A raRY e §= 17009
= DA\ #0285 &

' (c +Ac§(1 AN 02
D' QHQD)('waz g4t

: No (eq. 135.1)

1

Assim o termo cinético fica como gostamos e o resto da Lagrangiana tem o formato usual:

M S =g¢‘\> [:» 3+ L e 30 QY 7 g
* 9

Pensando em todo o processo, o que fizemos foi:
_ h /\Amwto parecida com a original
_ 2 S Integrate out ¢ J\ ( Q{)\\ (mudam os parametros)
(P =d(4, ¢ _ S Nerr

rescaling

\J7 Jo=hg wWs vk
q> A
} Q15 Podemos pensar na acao conjunta destas duas operacoes como

v~ (N N . . . .
uma tranSforma(;aO que apllco em Lagranglanas
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Podemos, de fato, repetir o processo para uma nova “fatia” do espaco de momentos
(cbA < |k| < bA). Cada transformacéo sucessiva resulta em uma nova transformacdo dos coeficientes
dos termos na lagrangeana (como em 135.1). Se fizermos todos os parametros desta transformacao
(b,c,...) infinitesimalmente proximos de 1 (o que equivale a fazer as “fatias” tenderem a zero) temos
uma transformacdo continua. Neste caso vemos que podemos descrever o resultado de integrar so-
bre os graus de liberdade com momentos grandes como uma trajetéria ou caminho (em inglés é comum
usar“flow”) sobre o espac¢o das possiveis lagrangeanas. O conjunto destas transformacdes é chamado
de Grupo de Renormalizacao (RG) (embora nio formem verdadeiramente um grupo, pois ndo séo inversiveis).

ol 5L
AT

1l

“Regiao Perturbativa”

L\'/v\ . |12 g’)‘m
)"—1)1_\<\> Qn U\/& B> A\

x< |
| . .
C &) ¥D Percorro esta curva com transformacées sucessivas, sempre do UV

para o IR.

Notem que temos entdo duas formas de atacar o mesmo problema. Suponha que esteja-
mos interessados em um processo qualquer em que os momentos tipicos (da particulas reais) sejam
muito menores que uma escala qualquer A (usemos a teoria escalar para ilustrar):

A
Método 1: 0[1 _/)_(()r](b\ _\_%_y«\icp*-\-/\q\l
2 b
Calculamos a funcao de n-pontos

A nivel arvore (LO) nao ha qualquer informacao sobre a dinamica dos modos de alta
energia! Assim que consideramos loops (N*LO) a dinamica de altas energias entra toda
de uma s6 vez causando uma mudanca grande nos parametros (de fato infinita, se con-
siderarmos um cut-off também infinito)

l Renormalizacao

. |
i = i(éﬂq)q +%\"“ % *‘%I_(‘) + contratermos
2

N N S as divergéncias aqui (nos d's) nos forcam assumir que os
VAT & T O™ parametros nus (m,, A,) eram infinitos, o que parece criar

=) 2* _ §\ problgrr)as para a série perturbativa (embora ja vimos que o pro-
° blema é s6 aparente)

— resultados finitos! 7
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odoz = A(40) + L igt+ 2]
Método 2: OL 1['] 3 .9 7]

Diversas transformacgdes sucessivas em que “integramos” os modos de alto momento,
embutindo o seu efeito de volta na Lagrangiana. Em cada passo das transformacdes do
Grupo de Renormalizagcao temos sé integrais finitas e os parametros da Lagrangeana

podem continuar pequenos.
()\ perturbativo}

(\/"\o < /\S ‘\D ha de se tomar cuidado, pois A vai mudando e por
enguanto assumimos que ele nunca vai ficar forte

o bastante para invalidar a teoria de perturbacao.

\f"\,, j /\o finitos! Logo nao podemos sair da “regido perturbativa”

vV

2
<§_E,=.= = 1 (3,1 (l)\ + % > CP’\ + /:‘ ! 4 todos os termos possiveis (de qualquer dim.)
bY I

Calculamos a funcao de n-pontos

Ja temos efeitos dos modos de alto momento embutidos nos parametros, entrando a
nivel arvore! Quando incluimos os loops, estes sao finitos (o0 campo que sobra é zero para
qualquer momento muito acima dos momentos externos considerados)

l"ﬁ resultados finitos | 42

Os dois métodos devem nos fornecer os mesmos resultados, mas o segundo deixa diversas
ideias mais claras. Para comecar a teoria de perturbacao é valida em qualquer ponto do calculo, des-
de que a constante de acoplamento nao evolua para valores grandes (o que de fato acontece em algumas teo-
rias).

Vejamos como a Lagrangiana tende a variar sob as transformag¢des do grupo de renormaliza-
cao. As Lagrangianas sao definidas no espaco dos Coeficientes de Wilson de seus termos (que sao ope-
radores compostos dos campos), no caso de um campo escalar, por exemplo:

}‘\J coordenadas de um certo
C;\ 4 ((3 CP \k ) 6'\ ) (-b\\‘l ' C@Q\q D ¢ + espaco de Lagrangeanas
= —i N S ™ 11 A + CP v escalares (aquelas que

satizfazem a simetria
Z, neste exemplo)

Aa forma que definimos as transformacdes do RG o coeficiente do termo
cinético fica sempre igual (na liguagem que vinhamos usando Z é sempre 1) o—» —-¢

LN _
O ponto [/\"\ y MG, V) ?\ —io) 0,0 )D y T 3 é 0 que chamamos de ponto fixo pa-
ra as transformacdes do RG, uma vez que nele temos apenas:

L= L (Y

e portanto nao ha interagdes que vao corrigir os outros parametros e tira-los de zero. Mais especifica-
mente, este é o Ponto Fixo Gaussiano da teoria (pois s6 temos termos quadraticos e sabemos resolver a teoria exata-
mente). Se ficarmos bem perto deste ponto, tudo fica mais simples, pois podemos ignorar as corre¢oes
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ignorar as correcdes superiores na perturbacao e simplificar (linearizar) as transformacdes 135.1:

éfq.135.1) 3 : P ) L .00 0() %4:\
= (7D V(N +A2Y & =Ml
— o~ - (R d-
N = Dorma+neS" & A
—D v J
c = (c YA CE AN JG—A\ ‘CD\: CDQ:_;_(:
D' (910050 0z W o8
: Lm‘,\c gf\'io,o)o)o‘ 3

(eq. 138.1)

Como b < 1, os parametros com poténcias negativas de b crescem, e 0s com poténcias positi-
vas de b diminuem quando aplicamos a transformacao. Por exemplo, no plano { m?, C} temos:

NS

D

oo c

Os operadores cujos coeficientes crescem com as transformagoes sucessivas sao chamados
de relevantes e os que desaparecem sao chamados de irrelevantes. Os operadores cuja poténcia em

b é zero sao chamados de marginais, e precisamos das correcdes perturbativas de ordem mais alta
para saber se eles crescem ou descrescem.

no caso escalar: qs é relevante sempre (independentemente do numero de dimensodes)

(p‘l Y 4 relevante
d =Y marginal
J > irrelevante

De uma forma geral, o coeficiente de um operador com N poténcias de ¢ (escalar) e M deriva-
das vai se transformar conforme (veja pg 135, lembre-se que queremos manter o termo cinético normalizado):

- Jd_>
4 (RN e NS Y e
o= Tk C
N M -—— N, M
scali)ng da integr:If_/ l, | (eq.138.2)

transf. do campo (6= ¥

¢~ )" scaling das derivadas

Note que a dimensao do operador é (veja pg 58):

e [0 )= (2

dlmensao do campo escalar

cada derlvada aumenta a dimensao em 1

——

N)(V\
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Como a Lagrangiana deve ter dimensao d, a dimensao do coeficiente de Wilson deste opera-
dor deve ter dimensao:

_ _ - ™o\ —
il ) = - demm [ (2Y )
gue é justamente o que aparece no expoente de b em 138.2:

—D'N\ [Cw:l

P‘)M- N, ™M

(eq.139.1)

C)

(eq.139.2)

Comparando isto com o resultado da pagina 59, vemos que operadores relevantes (D, > 0) equivalem
a interagOes super-renormalizaveis, operadores marginais (D, = 0) equivalem a interacdes renormaliza-
veis e os irrelevantes (D_.< 0) equivalem a interagdes nao-renormalizaveis.

Uma outra forma de relacionar o comportamento dos coeficientes com a dimensao do ope-
rador consiste em fazer andlise dimensional. O coeficiente serd dado por alguma escala de massa ele-
vada a poténcia correta:

[Cpml —_ [massa‘xp‘h[c";): [massgxa ) dN)M

conforme estamos “integrando fora” camadas de momento, fazemos integrais entre bA e A, aonde A é
o cut-off valido naquele ponto da trajetéria do fluxo de renormalizacao. Isto significa que, salvo can-
celamentos ou situacdes especiais, a contribuicao que cada coeficiente recebe é de ordem A, que é
uma escala maior do que qualquer outra no problema. Assim os coeficientes serdo de ordem:

L, dimensao do operador

(este é o argumento por trds do conceito de “naturalidade” para

- 5N . : . .
C /\ d dN) o valor destes coeficientes de Wilson. Desvios desta expectativa
N)N\ ~~ sdao esperados caso haja alguma simetria “protegendo” o coeficiente.

Um exemplo que ja vimos sdao as massas dos férmions)

um exemplo explicito é o valor de m em 132.1 (proporcional a A?). Isso quer dizer que num processo
produzido por este operador, a intensidade da interagao sera proporcional a:

P M=
A

Este é um resultado importante porque nos diz que, pelo menos no caso perturbativo, qual-
quer Lagrangiana, nao importa o quao complicada, acabara se tornando uma Lagrangiana com um
numero finito (e de fato pequeno) de interacdes renormalizaveis.

dum = cx interacao cada vez mais importante em momentos
o pequenos (op. relevante e renormalizavel)

c),,l,/\ N CX interacdo suprimida por poténcias de p/A conforme

p << A (op. irrelevante e nao-renormalizavel)

Isto muda um pouco nosso ponto de vista sobre teorias renormalizaveis, anteriormente se-
guimos o seguinte raciocinio:
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. observaveis nao podem
nao queremos ter um cut-off N—> =q P
X — depender do cut-off
na teoria . )
assim sao finitos

\f )

S6 consigo uma teoria preditiva se nao houver termos nao-renormalizaveis (ou puder
assumir que sao suprimidos por alguma escala)

’—o S6 teorias renormalizaveis (ou com operadores de dimensao alta suprimidos)
sao boas (é uma “sorte” que a QED e outras no MP o sejam)

L\) sorte no sentido que, nesta visao, nao ha motivo para uma teoria
independente do cut-off ter sido realizada na natureza

Agora temos uma outra perspectiva, suponha que qualquer teoria de campo tenha um cut-
off - mesmo que nao saibamos onde ele fica ou qual teoria comeca ali (gravidade quantica?) - e que
ele esteja bem acima do nosso alcance experimental. O que fazemos é usar as transformacdes do RG
para “trazer” o cut-off para perto da escala em que estamos calculando o espalhamento, e incluimos
os efeitos das altas energias na Lagrangiana Efetiva.

Py \
N > A >/\
\ \
- ?9 éi(]/“\\ - OE’FFFC/{ \ v OLEI‘FC/\\

‘7 1 cut-off
3 N desta lagrangeana

Se neste processo as interacdes nao-renormalizaveis forem suprimidas, entao as equacdes do RG nos
ddao uma razao para que a QED seja renormalizavel: qualquer teoria com acoplamentos suficiente-
mente fracos se comportard como uma teoria renormalizavel em baixas energias. E ganhamos tam-
bém “no front” das teorias nao-renormalizaveis (tais como teoria de perturbacao quiral, ou interacao
de Fermi), fica claro que de fato os operadores nao-renormalizaveis estao sempre suprimidos por uma
escala alta de energia (que sé perceberemos se fizemos experimentos com momento perto do
cut-off). Nao ha sorte nenhuma aqui, a conclusao é que todas as teorias de campos funcionam desde
gue: (1) sejam perturbativas e (2) ndao tentemos comecar com um cut-off no infinito (que era exatamente o

que estavamos fazendo na renormalizacao BPHZ)

O ponto (1) acima é muito importante. Teorias que comecem ou se tornem fortemente aco-
pladas em alguma escala invalidam 138.1, e precisamos considerar poténcias mais altas das intera-
¢oes. Essas interacdes fortes podem atenuar ou até inverter completamente o fluxo de renormaliza-
cao, mudando muito o que se espera so baseado na analise dimensional. Ainda que comecemos den-
tro da “regiao perturbativa” (perto do Ponto Fixo Gaussiano), temos que tomar cuidado com os casos
em gue os acoplamentos crescem, vamos ver isso com um pouco mais de detalhe:
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Y =) Apenas o termo de massa é relevante, comegcamos com ", <</\0
A

% nintegracoes 3 Lo -3nN
Mo grac > M- = 128N R,_

A > A"

o

| D 0 (flow direction)

2 12 , . .. o
Em algum ponto '~ —~/\ e temos que parar ai. De fato nem faz sentido exigir que a teoria seja
independente do cut-off nessa situacao. Portanto o que queremos é que nossas teorias estejam em
um regime aonde ainda temos que fazer um nimero grande de passos antes de chegar em N\ ~/\

Um jeito de conseguir isso é se cada passo mudar bem pouco a massa. Assim, exigir que m’
seja uma massa “pequena” significa exigir que o modelo:

(a) comece muito perto do ponto fixo da teoria livre. Isso significa que as interacdes sdao bem
fracas e a massa muda muito pouco com as transformagdes do RG, e somente o cut-off é que vai bai-

xando:

o—

AN

(b) se o modelo comecar longe de L., mas essa distancia é na direcao de algum operador ir-
relevante, de forma que ele flua rdpido para o ponto fixo Gaussiano e entao passe a se comportar

como (a).

& ~d,

)=

(eq. 141.1)

\\

(\ CZS 1 =p Neste caso temos que ficar atentos ao operador ¢4, o lado direito da a equagédo 138.1

nos diz que este acoplamento nao muda, mas isso sé quer dizer que o running é do-
minado pela préxima ordem perturbativa:

- e (e0es 2
= Az ~ Ly ——

_ \___V_J
(133.1) sé corrige a massa \9 (, ,\13

(veja a eq 44.1 e note que nao
ha termos proporcionais ao momento.
Outra forma de ver é a eq. 46.1)

~ 3N
\ L —p A'diminue lentamente conforme “integramos”

16T
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isso quer dizer que Ad* acaba sempre se tornando livre
— muito longe do cut-off (ou quando fazemos o cut-off ir
para infinito). Esta é a trivialidade de A$4sem cut-off (¢ claro

G
& ~d

)< 1

"N que a teoria continua Util se temos um cut-off)

os “outros” coeficientes
diminuem mais rapido
do que A

—p O operador ¢+ agora é relevante. Mesmo que comecemos perto da teoria livre o valor

de A vai fluir para valores maiores. Assim que nos afastamos da origem, temos que
considerar as corre¢des de ordem A. Devemos generalizar 133.1 parad < 4:

Vo 3| Xk \ \ (-7
@y LK m\ AR

[ 2NN IATYN

>
1 {-"\ _ B . /\{\
(1-& 5/\l“\ 0. }\N%é

/( —\T\ l\ L (eq. 142.1) \

este sinal sugere que em algum ponto o crescimento causado pelo scallng

vai ser cancelado pela contribuicao do termo nao-linear, neste ponto A para de mudar - ha um segun-
do ponto fixo. Este ponto se funde como o ponto da Lagrangiana livre se fazemos d -4, e os dois vao
ter a mesma propriedade em relagao ao crescimento da massa. Entao, perto de d = 4 temos o diagra-

ma abaixo:

OuUTLOS

2 w

\

N

N




Teoria Quantica de Campos I

Equacbes do Grupo de Renormalizacao

Os “running couplings” e os logaritmos grandes
(Schwartz 23.1)

Nas equacoes 141.1 e 142.1 obtivemos o “running” do acoplamento A em termos das variaveis
“nao fisicas” b e A (no sentindo em que nao queremos que os observaveis dependam destas). No entanto em ambos
0s casos temos uma transformacao finita (o passo ¢ de tamanho “1/b”) @ hd uma tensao entre o tamanho do

passo e a expansao perturbativa:

g crescem muito quando b << 1

3\ (1131 N
Z
SN AT

J—
(eq. 142.1) =D /\‘ __>\9q- /\ —

Outro lugar onde isto apareceu foi no nosso calculo do running da carga elétrica. De 94.4
temos:

9
(944) =0 || (Cll\ =- 95(\7 o w(1-v) Ly " i \9(935
1 Y\l —‘(_(4'“') c\ﬁ_
0
E isto leva a uma carga“running” (pg 101):
—c\) S>> v
o l =<
o ( S\ _ ha (101.1)
el ) 1 =T 1-=% L"[—%1e?g/’1

Aqui esta claro que, mesmo mantendo a = 1/137, o logaritmo vai crescer e gerar o polo de Landau.
O que nao esta claro é que isso também depende da escala onde colocamos a condicao de renorma-
lizacao. Para deixar mais explicito, mudemos nossa condicao da seguinte forma:

Mg=0)=0 —P M¢=3)= 0O

(eq. 143.1)

Isso muda o contratermo e a auto-energia (veja pagina 94):

Y A . 4
s 0y = s fe o[ )
w (1= 9

(0]
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{
b -l b 2 2
{=0—>9-% T LARE—_2 g& (- L (h 19 ) + LD(. b
) } D = X N (o
0

No limite ultra relativistico, podemos ignorar as massas dos elétrons e obter:

Ty =55 ()
(eq. 144.1)
ol F )
2 oL o
) = =

1 =T 1—3‘—L~(—%

ST

-~

(eq. 144.2)

Mais uma vez podemos obter um Log grande afastando g2 de g,2 mas é facil se confundir
com isso, pois parece que basta fazer uma escolha de q,° perto da escala de interesse e o Log estara
sempre sobre controle. A razao pela qual isso ndao funciona é que a constante o também tem uma
dependéncia implicita em q:

oD < = 0%re (40)

To o = o ()

Assim, quando mudo q,, redefino a de forma a manter a dependéncia a.(g?) inalterada (é essa de-
pendéncia com o momento fisico que conseguimos observar), com isso transfiro o crescimento do
Log para o crescimento de a. Isso parece indicar que o parametro de expansao que deveriamos usar
é Olgrr € N0 o, mas ainda nao formalizamos isso. Outra questdo que preocupa é a ressoma das con-
tribuicoes de 1-loop que fizemos. Note que:

oam-(ﬂ ~<[1+8< Ly )t @ Lo () +@C Li( )+\ L% NLN@“\X

1- "L“(‘r\’:\ TY— T w0

s (1)

4-Loop

(eq. 144.3)

Incluimos toda uma série em a, incluindo termos ", mas nao incluimos diagramas 1Pl em 2-loops, tal
como:

u‘u\@\f\’\ ~ @("Q)—X

Isto claramente nao é o truncamento normal da série perturbativa, e é conhecido por Leading
Logarithmic Resummation. Isto pode ser uma boa aproximacao, desde que consigamos provar que

(w@er w@vw@wwr} N\\ZDQ—[Q L"'[‘(\;’;—ﬂ“

Y
mas n&o é dbvio que estes diagramas ndo podem produzir termos tais como: < )—N <3/,_\
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no caso de QED e A¢*, poderiamos (com muito trabalho) mostrar isso a 2-loops, mas claramente nao é
algo muito pratico, e pode se tornar inviavel para teorias mais complicadas (e com diversas interacées).

Tanto o problema do tamanho do “passo” nas transformacdes, quanto da interdependéncia
na variacao de quantidades (neste caso entre Ln(g/qo) e a“constante” o) apontam para a mesma solucao: equa-
coes diferenciais. De fato, é facil converter a equacao 139.2 em uma equacao diferencial para os coe-
ficientes de Wilson, basta pensar na transformacao de escala com b infinitesimalmente perto de 1:

0= 1= AL — O
A /\Q(“BMA:/HM

_ A
%%-T

e substituir esta transformacao em 139.2:

"D'”\ [C“-M-X I [C».A
Com = 7 o= (P0G = G+ 6,

Cam+Pim [G ) 36 Guym+U58)

&CNIV\ ~ (Lal [C“»M-x Sq‘f' CN)A\ =) -—5{%\« = Pim [Cu.m-x CN)"\

/\ 3_&'\1 = PG ) CN)I"\ = | C)ig"’ﬂ = PG} C">m

%/\ ‘)\'/\ (eq. 145.1)

Equagdes como 145.1 podem ser mais formalmente obtidas exigindo que observaveis sejam in-
dependentes do cut-off: A

IN
mas esta nao é a Unica opgéo (nem a mais apropriada, considerando o que hard cut-offs fazem com as simetrias), pode—
riamos, em outros esquemas de renormalizagéo, exigir:

RV v
rY—O iXﬁO

A questao é qual destas escalas ndo-fisicas usar (e se precisamos usar mais de uma). Vamos comparar
algumas possibilidades no caso da auto-energia do féton (a 1-loop):

/IT/TB:WT\ — )y =
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(eq. 94.2) q

1
= =22\ (1| L LN( N> )4_ S -
”]TJS ¢ 7 w o (1-w) Q- 53
A Q °

~ W\L 2 (Dim. Reg.)
=\ THEY = 5| 2 rua[F) v | -5,

(eq. 146.1)

Stands for some combination of numbers
that do not depend on the external mo-

O mesmo calculo, fazendo regularizacao de Pauli-Villars, daria: A A e

and scales. IT IS NOT the same number in
~
I]/TB:—& LNL&}-F _S}
3 |

every equation here.

(P-V.)

(eq. 146.2)

Neste limite é facil ver que se introduzirmos apenas uma escala nao fisica (em um caso A e no
outro u) os logaritmos nesta escala conterao sempre também uma escala fisica (alguma combinacio dos
momentos externos). Voltando para energias mais baixas temos também as massas, mas estas tém que
estar “somadas” com os momentos externos, para que a afirmacao acima seja verdade no limite ultra-
relativistico. E exatamente isso que as equacdes do RG (renorm. group) exploram, obtemos a depen-
déncia nos parametros arbitrarios e ganhamos “de brinde” os runnings nos momentos fisicos.

Em aplicagbes praticas de RG, usamos quase sempre a Dim. Reg., por isso é bom entender
bem qual variavel estamos escolhendo como “nao-fisica”. A renormalizagao que nos incomoda menos,
do ponto de vista da interpretacao, € aquela em que escolhemos um ponto de referéncia q,, no qual
assumimos que foi feita uma medida que fixa o valor de um acoplamento ou massa:

M =9)=0 M) = - S L),
146.2 - (1 S/W _‘r " (eq. 146.3)

Por outro lado, a menos intuitiva é a prescricao MS (que é usada em Dim. Reg.):

o (Dim. Reg.; W)
MS N C‘{l\ . ~—L|~J ( N

146.1

_ .
c\ (eq. 146.4)

onde p é a escala introduzida pela Dim. Reg. e “reinterpretada” como subtraction point quando fize-

mos o esquema MS. Os dois esquemas parecem muito diferentes, até que vocé note que podiamos
fazer a seguinte escolha:

1 (Dim. Reg.; q)
T()=- = LJ(_gq N
anoth: a
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0 que é a mesma coisa que escolher = q, e jogar o 1/¢ fora“a la” MS. O importante é notar que todas
estas escalas sdo intercambiaveis e podemos ficar com uma sé (jogando o que resta - incluindo as “consts”- no
contratermo), esta escala que sobra chamaremos de M? (e sempre que importar estaremos olhando a regido -g>> 0 e
M?=-qo®> >0, que é apropriada para discutir potenciais e evita os branch cuts complicados na regido g> > 0) € no contexto
das Eq. do RG ela é chamada de Escala de Renormalizacao. Nao tem nada de fisico nesta escala, e to-
dos os observaveis devem independer dela. A Unica coisa que é realmente fisica e nao pode ser absor-
vida no contratermo é o Log[g?], porque um contratermo deste tipo teria que multiplicar um termo
nao local na Lagrangiana.

A equacao de Callan-Symanzik
(Peskin 12.2; Schwartz 23.4.3)

Agora estamos prontos para parar de falar das equacdes e comecar a escrevé-las. Fiquemos
inicialmente em uma teoria escalar. Antes de qualquer renormalizacao, uma funcao de Greenden ’
pontos é dada por:

G_c:q (M, )= £ T{ Do qso(‘ﬂ . gboa“\} | >
-_

independe da escala M

Assim que renormalizamos (temos em mente a Renorm. BPHZ):

¢ - Z_q/L C,bo

<-Q]T{45(\4\45(11\ @Ln\}] 2> =2 e T{ URCH ([Sa(g\ . @n\} | >
\/\/_//

\—/\/
n\ )
E’(J\/\/JJ CHCTNIRN

esta agora depende de M, pois este parametro aparece nos contratermos

R R S A TR
Damertwea- S T mge )
» b

[

A

—

d se eu nao tomar
infinito
.00
@) que acontece se fizermos uma pequena mudanga em M?

Vamos ver o caso mais simples, que é um escalar sem massa, com apenas um acoplamento “A”
Como vimos, os acoplamentos e definicdes do campo tém que mudar para compensar a mudanca da
escala M (os contratermos mudam):



Teoria Quantica de Campos I

A
A A —
o A= A+

M — M SN =V
’ ¢ — (A +30 )¢ o

(Y -/ e
Como: G- (%49(1)..\)\(“\: z - (ro (“4\\CH.~,\VQ

Na funcao de Green s6 importa a mudanca em Z (ja que G, s6 depende dos parametros nus):

a_% — (4 +Sv&\ = L 27 o (1+3) S (1 *héw\zm‘

)
(,j — U ”‘5“\ G (eq. 148.1)

Pensando em G como uma funcao de M e A, esta transformacao é dada por:

L6 = 06T M £ 36 5y = a6
AN YD)

(eq. 148.2)
Definindo os parametros adimensionais:
= M _
- WS)\ Funcio beta X\ = _{—%\E'L Funcao gama
(eq. 148.3) (eq. 1484)
Temos:
G ) R
(BL%W\ P S —ni Ym0 )
DFAN d A SM
(“\ ) ‘n\
MJG —}—M%X)GE ——Y\L/\_SV\G’( :O
MO o m
J2 -
Mgy 67 S 3) = O
S—/K CB>\ K')"')\(r\)(\(\))\ -

Pensemos sobre B ey:
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sao adimensionais, e nao ha qualquer outro parametro com dimensao de massa

SN = p=p0Y = HON

_»> SA0 0s mesmo para qualquer n

060

o DEN +mw\] %y pen s )) = O

Equacao de Callan- Symanzik (RGE for a Green Function) (eq. 149.1)

(exercicio)

JB ( /\\5 4+ ligada a mudanca na constante de acoplamento

6‘(,\\ 4— ligada a mudanca no campo (field strength)

Esta equacao nos diz que a mudanca em M sera sempre acompanhada e compensada pelas
outras duas.

Podemos generalizar o argumento acima para outras teorias renormalizaveis (com acopla-
mentos adimensionais). Havera uma funcao y para cada campo e uma fungao [3 para cada acoplamen-
to. No caso da QED (sem massa, m, = 0) (n ¢ o nimero de elétrons e m o de fotons):

»\ /
IR T e

M,e)= O
aw\ : )
(eq. 149.2)
C7>~3 (?: 3\
Calculando B ey
(Peskin 12.2)

Mais uma vez, fiquemos na teoria A$p* sem massa. Como 3 e y nao dependem de qual funcao
de Green usamos na equacao de Callan-Symanzik (CS), podemos escolher as mais conveniente, de
forma a isolar uma destas funcdes e usar a prépria equacao de CS para obté-la. Por exemplo, conside-

re a funcao de 2 pontos:
S
X ¢ X

. 1

)y b X
(ym(p\=——+ Q Tt — o — + /—6"+M
_./—\/’—\,

sabemos que daqui s6 saem contribuicdes para Sm? e
na teoria sem massa a soma dos dois termos é zero
(basta tomar o limite m — 0 em 44.1 e ver que o que sobra pode ser eliminado totalmente pelo contratermo)

Como estamos pensando em uma teoria sem massa dm? nao € interessante (vamos sempre
impor que 5m” cancele o loop exatamente) @ parece que teriamos que fazer o calculo a 2-loops para ver algum
efeito relevante (uma contribuicio para 67, mudando a normalizacio do propagador). Isso dd muito trabalho, entao
vamos procurar outra funcao de Green. No entanto podemos obter alguma informacao sobre y daqui:
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como nao ha correcbes a G? em ordem A, s6 introduzimos a dependéncia em M e L. em G2 em ordem
A2. Assim a equacao de CS para G2 fica:

[ 9@% PO\%;M@ (Y =0

tem que ser zero em ordem A

N OV= OO

(eq. 150.1)

OV =——p

A segunda funcao mais simples é a funcao de 4 pontos. Temos:

[(V\ d%\ F PO\X ()% " L}%\O\\ Cp\( P\ Pa \PB»(‘IB =0

(eq. 150.2)

X 0K F P X e

a menos de loops nas pernas externas, e.g.:
/\;\

X 9O -

N—— e —_—

Lembre-se que neste caso estamos falando das funcbes de Green e nao das funcdes 1Pl ou outras fun-
¢Oes “amputadas”. S6 ignoramos estes loops aqui porque, como mostramos acima, os primeiros efeitos
em 8Z aparecem em ordem A2, e multiplicados pelas poténcias de A que ja temos ai, vao acabar contri-
buindo sé em ordem A3,

Ja calculamos esta fungéo de Green (na verdade a versao amputada dela, pgs 164-165):

6_‘1 = ._-u\"'[;\ &g+k@+kﬂ(m\\}_ &%%} .\' ,
W 5/\(\/
propagadores da pernas

definido na pg 34, obtido em Dim. Reg. na eq. 51.1 externas

(que tem correcdes ~ A?)

n

Nossa condicao de renormalizacao agora exige que as correcoes a A se cancelem em:

G=T.=w, = -M

O que nos da um contratermo:

(29.1) ) (pg 34)

SA= TGt = Thlsd +Te (A T ) = e
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estamos olhando o casocomm =0

(51.1)

1 L L »/jﬂCM/V\L 4
= 2 AM € N( P M

22N
Q

(nao precisamos nos preocupar com p mais, escolhemos escrever as eqgs. de CS em
termos de M, e u é eliminado de G* quando somamos dA+I(s)+I'(t)+I'(u))

S/\-B’\ XLy
16TV & ( 3 L}
indep de M e finito

Com esta condicao, s6 ha dependéncia de M? em 8}, portanto:
.o\ .
M@ =ML LN T 5 =BT = (0
()/V\ f)/\/—\/ L=1 . (Tr\ e
b SR ==
SCLUNEINY TN

Lembrando que (150.1) a funcdo y é de ordem A? a equacao de CS fica:

) ) " AL 100 T
[(“ it P(X\S 9PN & 2o

v: %ci“: £ x O T“()
O .
o) gc;\ OO
3 1 g 00 T ¥ &
~n~1 eﬂLFD\[ O IR+ NG = o
( \ ;L/—‘/Vtemqueterno minimodeordemkz-
oy = 22 e g =0

QLA

=P )3 = 3 /\l\—|- @él\xs

(41T (eqg. 151.1)

Com este resultado, podemos voltar na equacao de CS para a funcao de dois pontos e obter
a primeira contribuicdo a funcao v:
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[ i”}m%dﬁ@ -0 —p ) PO ‘BGO\m OO

IY 0N AT O [ 3 € A O
Jm

\ ()= ORI PN A =0
AN

X
PPy =- 2 m I
3 A IMN  (eq 1521)

g(néo faremos aqui)

\l
Ny = — &
60 A (Y-

(eq. 152.2)

De uma forma mais geral (qualquer teoria escalar renormalizavel sem massa), teremos sempre:

C—E}\CPS - r Cleading Ioop\"’ S + .-

VE-/contribuigéo nao-nula com o menor numero de loops

-5 [xrfA(—+LN( P»ﬁ,:;::gj LY

i ~ *I: LP

YQ'— R Lu(N*)tém sempre os mesmos coeficientes, [\
<p0|s em Dim. Reg eles vém de: )\J (1 — Lu(=P") + B /_\/\g_’ﬁ
S
& LY s,
IM P IM

A ”jﬁ-@ J @ ~em + O (M)

. n=A
depende gle teoria s(r- ~ 9O B
asumiremos dN

W > ). =0 Acontribuicao do termo envolvendo [ vai ser sempre de ordem superior a que envolve y:

W aam F pcx\ 3{ L*\r YA C&ﬂ: O F»—!D o 5 Ez ¥ AM\\

__E
@(D V) L;\\-4> YN CONSTA—KQLX\\ (eq. 152.3)
% M

O™ QUM
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S s,
\(\_2\ c)r'\E

(eq.153.1)

Se lembrarmos que 8z satisfaz a condicao de renormalizacdo em -p? = M2, concluimos que:

= M—"'LN‘;»*?L’.@* F 5 (PRt =0

Sz= 2 +AL~(

€ Ny S M

\+t§rr]rirt1(§>ss ‘Q: 1 {\l\qu‘(ul_ = iﬁD(X‘S

coeficiente do logaritmo que contribui para 6z QJ
(o mesmo ocorre na QED ou Yukawa)

Podemos obter algo analogo para a funcao 3. Pensemos numa teoria com um acoplamento g de um
vértice com n linhas, a fun¢do de n pontos serd dada por:

iy el 'J
¢ (Tr ) )3y 2 i) s

(56 estou interessado nas correcdes a um loop (por Z-5a|gum |nvar|ant.e do tipo das variaveis de Mandelst?m
isso ignoro os produtos entre contratermos e entre estamos assumindo que as Condlgoes de renorm. sao
1 loops) para todas as variaveis deste tipo ~ -M?

Podemos entao escrever a equacgao de CS:

3 1—}9(‘28\~+h f(@ ey <o
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i \m 3 S S, o\ _
(T\‘ "J "= ('LX?S “B%S%\ K VZS 1 0 ”‘XZ -°

Nao sabemos, a priori, em que ordem de g temos a primeira contribuicao a S‘B ou %2,;, mas pa-
ra que 3 possa cancelar estas contribuicdes ele tem que comecar a receber contribui¢cdes na

mesma ordem em que 666 ou CB%Z e, em L.O., podemos ignorar estes termos

RISy O W A P X
m&_m(_&hﬂbzlﬁﬁx _N%('& ,\%Z zmm%zk O

(eq. 154.1)

POp=ra [ *ii\i”‘\

Mais uma vez as condi¢Oes de renormalizagcao nos dizem quem sao dg e 6z

S =— B l ¥ Q\M(_&B
?} f as partes finitas e independentes de M

- A{wﬂm
R

Um fato importante a ser notado é que, como ndo estamos interessados na parte finita (de
fato somente no coeficiente da divergéncia) - nao precisamos ser muito cuidadosos ao especificar
as condi¢oes de normalizagao, basta fazer qualquer invariante (que fixa a escala dos logaritmos) igual
a -M2. Importante notar que s6 mostramos isso em L.O.

(eq. 154.2)

Argumentos semelhantes se aplicam para teorias mais complicadas. Todos os passos acima
podem ser repetidos quase sem alteracao para férmions e bésons de gauge (no caso do féton, removendo
a parte dependente de gauge, veja Peskin, eq. 12.56) No caso da QED temos (gauge de Feynman):

Pey =Im 25 Pey =dm 23,

a(v\ (eq. 154.3) A (eq. 154.4)

A \SJ\’\%—-\’_>‘ “--‘*‘(\(\AQ"\J'\J-\—.--
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(15a1) PO Y 425

N
)3(@3 /\l‘\ (3 ( N _,_pg\ = .
(eq. 155.1) S
L ) N
(94.3) %A(—V\B N (- N —D% *_Lw(%
| =0 R M

%3— -c '—N( 1\+..
’D"T M (eq. 155.2)

just follow the 2/¢

™
N ()

(105.2) — & - - i LN N —\’ -+« (IRdivergences could be here, but have been removed by
\.{W— /\/\3— the appropriate diagrams)

(\‘m\\l [\f\l (eq. 155.3)

De forma que:

o€ :i —93—1—2; :ﬁz bE
NG w[(m(mﬂ . hos £

(eq. 155.4)

bs

M[x M &\]:D pled = ’DT (eq. 1555)

Importante: a sutileza aqui é que escolhemos um gauge especifico, entdao algumas destas
funcdes mudam se mudarmos o gauge, outras nao. d, (ligada ao propagador do elétron) N0 € invariante de
gauge (Iogo 0 mesmo vale para 51), 83 e B sao invariantes (Iigados a polarizacao do Vacuo).

1551

(
Bled=
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O significadodeye 3

Vamos tentar entender y e 3, escrevendo-os em termos dos parametros da Lagrangiana nua:

N
MO G(ed= Z (M Go(r)

M — M+ =y d—v §b+ 8‘1({)

<
|
+
A
—
(g
<
~
S
11

_'\/L( Mt 5"\\ q) o =b _\_ %YL qg i(/’;\;\%\%

2(b: = (MmN Qe

‘n (\'\EQ ] _('2;4/"(/V\+%“\\ —/]> _ <% (I"\Jr%f‘\\ z (m\\:
_—1

1,
A
M
_am =033
2% "

_ﬂ\_é_ 1 (1S 0EN Y g
Z oM

_ 9
Y (eq. 1561) — — |52 . Jm

L que reproduz o resultado

em L.O.de 153.1, mas
agora temos 156.1 valido em

alquer ordem
mostra a ligacao entrey e a mudancade Z dreray

No caso de 3, nossa definicao original ja era suficientemente clara (eq 148.3):

M — M +EM

S A(MARY= MM+ 3\
= /M ) NG , 0 que mostra que B nos fala como o acoplamento muda com
)3 ) M ( ) esta escala que escolhemos para a cond. de renorm. Veremos
eq. 156.2

em seguida que podemos conectar isso como a mudanca (o
running) do acoplamento com a escala de energia do evento



Teoria Quantica de Campos I @

Solucao da equacao de Callan-Symanzik

( Peskin 12.3)
Para estudar as implicacdes da equacao CS, vamos resolvé-la para uma funcao de dois pon-

tos de uma teoria com um unico campo escalar (sem massa)

Dn[C) =D L) a - Cﬂz S9(-5)

tem dimensao -2 e s6

0l dependedepeM
d —p.

numero (e naoum quadrlvetor

Jx W ooy _n
Fl /v\b%g(\ t:"é{%(\ 93\&_-[{% é

S lm i ;\\g\,\\}‘_
[om*PUaN (N @2

)>0(A,~I-l_ J p}(f%:
[c)'z BJX > O(eq.157.1)

Teoria livre: ,?=(\= O }C <) 0\— -l(,—h\ = Crm= “7&1
J b

Para vislumbrar como podemos resolver um caso mais geral, vamos pensar em bactérias (!!!).
(esta analogia é devida a Coleman) Imagine um tubo estreito por onde corre um fluido com velocidade v(x)
(x é a coordenada ao longo do comprimento do tubo). O tubo esta infectado por bactérias, cuja po-
pulacao é dada pela densidade D(t,x) e cuja taxa de crescimento é p(x)
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(o problema é unidimensional, a espessura interna do tubo s6
influencia a velocidade do liquido)

D —D> —D
—0 S - —_—v

\ | TR, .
Sy - ij . J69
\ ( > ataxade crescimento e velocidade

7

dependem de condicdes no tubo
(eg: espessura e iluminagao)

— "
) DAY — o000 3 DLENY 1+ POt
Jt IU |

“population drag”

Mtyey~S 0

Dﬁ NAYEe

c\ + rﬁ—CtB,)__ O V({-Q«é:o
I+ i °

A
Esta é exatamente a equacdo que temos fazendo: Lo ‘v( {"\\ — 'E

Jbap 1 K -‘)—«DQgi
% ot e
B\‘a—v\L

-BL/\\ = ’O-(\t\
LPN-> 2 P

G o= T (60

(eqg. 158.1)
Suponha que conhecamos: DC-&=O\\L\ = D& (>

Para saber a densidade bacteriana de um elemento de fluido em (t; > 0, x,) temos que olhar a historia

dele. Sabemos onde ele estava em t = 0 integrando sobre o0 seu movimento passado. Podemos pen-
sar neste elemento fluindo para tras no tempo e definir:

- ‘t=‘§14—°t‘20\
’)_ %('83“435—_—1\‘)'({\ (_'h:odf—ﬂ{—,’:tq
I

—> posicao de um elemento de fluido indo na direcao errada (-v)

T(.t\;“a\
A(

S (o 3 Lb = ¥, —7 este comecaem x, (0x=x, A

Y (), %) —o posicao dele em t=0

T’&nﬁ\ T E

Portanto a densidade bacteriana inicial dele era: P;, ( FRAIA T 3
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E a densidade em (t, , x,) sera:

DS = Di (3G« ExF gc)JG P(c (¢ m\\}

(eq. 159.1)

No referencial deste elemento a velocida-
de é zero e sé o que as bactérias notam é que a
iluminacao muda com o tempo:

) D(+HN— PEE = P)= D ¢
JC

fk pANIE

sinal compensado nos limites de integracao

D(4 ey = D (TCe DN Exe
\ )

~ notacao

m

r\r(*W

Voltando ao mundo menos infeccioso da teoria de campos, podemos usar esta solucao fazen-
do as substituicoes adequadas. De 158.1 temos:

f‘k O &7 b = /™
U) (=P =0+ (T[N = &

W=l

By =G TN\ B x&[w("rl\} 3 e
- K=

| J‘
redefino & \ \ (eq. 159.2)
; NI TYES M
(A,f“ /"\1 = A (:{i\ = - ! \\ |; ( \l S
M

4
A

& "

W=k
Cr(n ﬂ( \)— ——.~G ( A (Q N \ E xv &%&[LN(%\} Q[’\\“‘Q'»“]
K=

(eq. 159.3)
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Onde: _ S 0@
VN | L (k) = p (|

— (eq. 160.1)

{ &(/V\;f\§=/\“o@

v (_‘c \c\ = descrevia a posicdo de elemento de fluido em t unidades de tempo atras basea-
do em um ponto de referéncia x, em que ele esta “agora” (usamos t = 0 para agora e

t =11 para o inicio, mas de fato quaisquer dois tempos poderiam ser usados)

((L X\ =y Vai descrever o valor de uma constante de acoplamento modificada: que muda
guando mudamos k (a intensidade do momento) a partir de um ponto de referén-
cia (que foi tomado como k = M).

Note que a taxa de mudanca é dada pela funcao 3

Isto € um parametro da funcao, apenas nos diz quanto ela vale no ponto de referéncia

/\ ( ﬂk\ =7 “running coupling constant”

A Unica forma que temos de determinar a funcdo desconhecida G, é obtendo a funcao G?
em alguma ordem de perturbacao e expandir o lado direito de 159.3 no mesmo parametro. Por exem-
plo, em A¢*

- (159.3)
& Lo < e

Crm(hﬂ“)\v—a PO . G (- m\y-:?@(z\,@@\
M A

\ X p— ~
D@0 219 PG = 14O
Também podemos usar este procedimento para a funcao de quatro pontos. Calculemos esta
funcdo num regime cinematico bem especifico:
G_f\'\ (ﬁl )(’1 )\°3 ) P,‘\ — r: = - E > (O "\ (os quatro momentos sao spacelike)
) RS
(’;'PXZO >v‘£=|-/b Q)Jc)\\_:’f

2
Neste caso temos uma Unica grandeza dimensional relevante E e podemos escrever G¥
na forma:

‘“\( P\ \ {6 —» podemos de novo fazer a troca A_ —o _>,
g N

—~— P
D‘N\[G‘ﬂ} = - % D[(\ = - D \~ =O
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EEB—S(,-* POSL 4§ - \M»\\le‘“(f)x\ = O

Lembrando das bactérias:

P
(‘13<f \\ (\ cﬂ()\ (£ )\\ [x 1 % [_N /\l f[;(& )\\_}E
M
(eqg. 161.1)
De novo a funcao “inicial” é fixada por: \

U\ ) A 1 * 1)
(P y)=-"> \(?)*OC'\X G (£ ( )@(\(m\
O+ ..
CO NN = G () = =xx 9O
95N = -0 ) O

(eq. 161.2)

Agora podemos ver as consequéncias da eq. CS. De uma forma geral, qualquer funcao de
Green, quando expandida perturbativamente, vai depender de duas grandezas:

N\ a—p Constante de acoplamento

Y (’ C-‘_\ 4—yp Grandeza adimensional que mede a“distancia” entre p e A = A(M)
M

Para que a perturbacao faca sentido precisamos que A seja pequeno, mas também temos

que evitar que L
51
M

As solugdes que encontramos organizam a dependéncia nestes dois parametros (A e o loga-
ritmo de p) em uma func¢ao do acoplamento (G,) e uma exponencial que leva em conta a “distancia”
para o ponto de referéncia M. Quando esta “distancia” é zero (estamos fazendo um espalhamento
com momento da ordem da escala M) vemos que G, = G, mas se nos afastamos deste regime o
que as solucdes 159.3 e 161.1 nos dizem é que devemos substituir A por um acoplamento mais apro-
priado para aquela escala: ., o que reforca a ideia de que este novo acoplamento é justamente o
acoplamento efetivo que obtivemos quando pensando no grupo de renormalizagdo. Esta identifica-
cao fica bem clara na equagdo 161.2 - ja que a fungao de quatro pontos sera diretamente proporcio-
nal a A.
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O fator exponencial da conta de acumular todos os re-scalings do campo entre M e a escala
de momento k (ou P). Cada mudanca destas vira um fator que multiplica a funcao e Green e em cada
escala levamos em conta o acoplamento correto para a escala. O nimero que multiplica a integral
€ o numero de linhas externas (2 no caso de 159.3 e 4 para 161.1), como era de se esperar.

Para verificar estas afirmacdes, vamos obter A no caso da teoria A¢*

>N \_(Q'A\:7
(151.1) })(,\\— \ + 9 C\B S !
(‘\\\3

(160.1) — a

[ et

47‘—4):=(\|ML( \_D X(p‘3>§:1_ By LN(Q\

(\HT\ M (eq.162.1)

Esta expressao é exatamente o que obteriamos na Leading Log Resum. (veja eq 144.3 para o caso da
QED) mas aqui nao fizemos qualquer soma de fungdes 1PI, a RGE nos da direto a solucao ressomada e
indica que termos “ruins” (tal como o o’Ln” que comentamos na pg 144) NA0 aparecerao. Se tivéssemos calcula-
do B em ordem A3, isso seria incorporado ao running consistentemente (sem que precisassemos ficar nos pre-
ocupando com o que somar na funcao 1P1). Note que, expandindo em A:

,\(YL \\ >\+5,\LL~(_ ,\1 = 3% LN( \Jr@(

el /J \Cl_\/f\/

(141.1)

LQ,M

gue é exatamente o que obtivemos na pg 141 usando o fluxo do grupo de renormaliza¢do. Temos
também o fato que para k muito pequeno o denominador fica enorme e o acoplamento desaparece,
o que confirma nossa expectativa de que funcao B positiva significa uma teoria com acoplamento
fraco para baixos momentos.

Levando a frente a expansdao em A, temos:

—/{(VL-)X\ = >\ + C >?L_N<92/M\ 3 C‘ )\3 LNJ.(gZ/(\/\\ + ..
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/\Y\l’] LN“ (,%//V\\

O que nos mostra que a expansao perturbativa vai ter problemas para k muito longe de M.
Para o caso em que o acoplamento efetivo é pequeno (caso contrério a expansao perturbativa realmente falha)
equacao de CS nos da um meio de evitar este problema, ja que a expressao 162.1 representa a soma
de todos estes logaritmos e sua inclusao direto na constante de acoplamento. Desta forma, qualquer
problema que possa vir do tamanho dos logs sera traduzido no tamanho do acoplamento efetivo, e
assim este passa a ser 0 nosso parametro de expansao.

Aplicacao para QED
( Peskin 12.3)

Vamos pensar na QED a curtissimas distancias (altos momentos para o fé6ton) quando pode-
mos ignorar massa do elétron. Se seguirmos a mesma légica que usamos para deduzir as equagoes
de CS (pgs 147 a 149), podemos obter uma equagao analoga para o potencial elétrico. Como o
potencial entre cargas estaticas é observavel, sua normalizacao é fisica e, portanto, nao temos a fun-
¢a0 Y (ndo hé fatores de Z como tinhamos nas funcées de Green). Podemos entao escrever a seguinte RGE (para a
transformada de Fourier do potencial):

M ,B_ + ‘5(@&\ é_ \} \/((‘J ﬂ\)@,\\z (O  RGE para o potencial
dm den | U T

‘o podemos fazer o mesmo que na pag. 157 e trocar a deri-
vada em M por derivadas em q

[‘\ 351- PE L 4 V(y;mey= O

JCr

Lembrando que:

(eq. 157.1) :‘9[ +X — Bé } \zo

\/ U )
()’(L\(ﬂ() '\3:_7;&:6?6 /T(Rg N \ Exr lx&-[Lu(%\l ‘\[/\\(%\P&)
e (eq. 159.3)

Vi (Eles)

1
(\ (eq. 163.1)

\/(‘13/'\)&18:

J _ _ _
e1; e =R |Emed=en
‘)[/Lm-(“‘/{,\\} (eq. 163.2) :
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U= £ e (= E 4 OET)

Sabemos que, em primeira ordem:

— )
o \J(’\\@rz\’:‘ € (a\)-(’m\
Qtl

Usando a funcao 3 da QED (eq. 155.5): \3(65 = <

6” e’\\ e’ =V _/}5 J& = L d L%U/m\
J[Lw("/m\x 4m 1

e M
AL s LeOm, ¢ N
Y et AT T(Med = Cn B\QL
GTX _f\__f]_ :LO(,_(C\/
S ™
2 (lembre-se que o g° que temos aqui é igual -g* da eq. 101.1)
?\(‘\\ = (‘L
/ o
N0 \ ( (\I\X (eq. 164.1)

O que é muito similar a expressao em 101.1, e fica idéntica se escolhermos M da ordem da
massa do elétron V> = A m?% e =eeA=e"? ~53,

Evolucao (running) das Constantes de Acoplamento

( Peskin 12.3)
De uma forma bem geral, a evolucao das constantes de acoplamento de teorias renormaliza-
veis no limite de massa zero sera dado por:

N S A
NP =P L) F

Na regiao perturbativa, temos basicamente trés comportamentos possiveis
SpAaLe

N [ 3

B(N >0 R()H=0 BN <0
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[3(/\\%3 p—> O = Y= O

J—a teoria preditiva a baixas energias (ou grandes distancias)

Teoria fica ndo perturbativa para curtas distancias, altos momentos.

ﬁ (MN=D|= A constante de acoplamento efetiva é, de fato, constante (nao depende do mo-
mento). A constante renormalizada é igual a nua e, portanto, os Unicos infinitos
possiveis na teoria estdo em contribuicao para a field strength (Z), que somem

de qualquer elemento de matriz S. Sdo chamadas de QFTs finitas. (por exemplo
teorias de Super Yang-Mills)

JB (A< O| = Suponha que o sinal da funcao B da QED fosse invertido:

3 —2 _ 6>
p=-ACe —=p T =
> 1 + C 82 LH( P/(«\B

_—) . . Vd .
P — oo - € VO Liberdade assintotical

J—a teoria preditiva a altas energias (ou curtas distancias)

Todas as divergéncias que aparecem para momentos grandes de alguma forma se somam para
dar um resultado inécuo, a teoria é bem comportada para energias arbitrariamente grandes.

Fica nao perturbativa para grandes distancias, pequenos momentos.

Os resultados acima indicam que tanto para 3 positivo quando negativo, temos uma escala fini-
ta em que os acoplamentos divergem. Mas antes de chegar nesta divergéncia o acoplamento fica
grande demais para que a expansao perturbativa faca sentido. O que acontece se sairmos da regiao
perturbativa? Neste caso nao temos como calcular a funcao 3, mas as equacdes do grupo de renorm.
continuam valendo e podemos usa-las para uma discussao qualitativa.

Conforme nos aproximamos desta regiao de acoplamento forte temos que levar em conta mais
termos na expansao de 3, estes termos podem ter todos 0 mesmo sinal inicial, mas suponha que a
contribuicao deles seja de sinal oposto. Neste caso poderiamos obter funcdes f da seguinte forma:

A
A F(' > ponto fixo Lo A P(A\ /
ordem superior comeca f—
Vv aganhar
+ Tr
A A\ L
— }> ou 1% »‘>
pontos fixos
w ,Tordem superior comeca

a ganhar
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Quando A chega perto deste ponto A*, B vai para zero e a constante de acoplamento para de
evoluir. Temos um novo ponto fixo, e:

~——

P-—DC:\;O }\~o/\*

O

teorias com ponto fixo no ultravioleta ou infravermelho
(infrared stable e ultraviolet stable fixed points)

Perto deste ponto fixo (assumindo o caso B(A~0) > 0, com regiao nao perturbativa no UV):

Pa
h{? TP

_ _ :
J 5 a0 o N ()

c)l:L"G(\%\B —4’_\ N -3 (L[Loc,cf/m‘] w

(x - %)
Loe( X =3F) = =B Lee(B +C

- 3
N = (R

l

l

r—o =9 5 e a velocidade é determinada
N —2 Ax J pelainclinacio local de B

Vejamos o que acontece com a funcao de 2 pontos de um campo escalar neste caso. De 159.2
temos:

p!=f
A N ) —
ey =2 Ty o) N | G|
AN
para p grande a integral Sempodemos I
por A ~ A¥

parte da integral

Y

" #
e 2y o W (YT

pe

el LIEY Y
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Perto deste ponto fixo a funcao de dois pontos volta a se comportar como uma simples po-
téncia de p?, s6 que é a poténcia errada (do ponto de vista de analise dimensional). Chamamos y(A*)
de dimensao anémala do campo (de fato a funcao y acabou “pegando” este nome mesmo quando
nao ha ponto fixo na teoria)

Renormalizacao de Operadores Locais

(Peskin 12.4, Schwartz 23.4)

As RGEs deduzidas e resolvidas acima estavam restritas a teorias em d = 4 contendo apenas
operadores de dimensao 4, ou seja, todos os coeficientes de Wilson eram adimensionais (e por conse-
quéncia, ndo tinhamos termos de massa ou interacdes ndo renormalizaveis). Queremos agora generalizar o método
para incluir quaisquer operadores em um numero arbitrario de dimensodes, e o primeiro passo € incluir
a renormalizacao e o running de Operadores Locais. Por operadores locais, nos referimos a operadores
compostos dos campos na Lagrangiana, tipicamente incluidos no célculo para representar fatores ex-
ternos a dinamica do modelo. Por conta disso estes operadores (frequentemente chamados de Operadores
Externos) NA0 aparecem na Lagrangiana, sua presenca influencia o sistema mas eles proprios nao sao
influenciados de volta, se tém alguma dinamica ela é prefixada, uma condicao de contorno externa
ao sistema. Isso aparece em TQC em alguns casos, um que ja vimos é a existéncia de um campo exter-

no: ’ncw_\)

ZPAT Py = _ae\d ANL‘S <“>} Hquﬁ”“{}\ e
 , - ~—
Espalhamento 1 — 1 de um \,Y\_/——/ < /BBNQ()>

elétron em um campo externo Fungéo classica (ndo estou

A quantizando A) e externa
ao sistema (estou desprezando
a mudanca no campo induzida
pelo elétron)

Note que s6 precisamos calcular em TQC o elemento de matriz do operador local j(x), o que
pode ser feito em uma teoria de férmions livres (a Lagrangiana de Dirac). O operador j, € escrito em termos
dos operadores y(x), mas nem A, nem j, aparecem na Lagrangiana e o calculo quantico acaba se
reduzindo a:

<> ~ L) T 0O eyt o

Responsaveis pela criacao/aniquilagao dos estados
finais/iniciais
Uma consequéncia dessa abordagem é que no vértice em x, além dos momentos dos dois férmions,
entra também o momento externo (trocado com o campo classico A). Em termos de diagramas
de Feynman, temos duas formas de indicar isso:

—0 \-Y‘_/_)
Deixa claro o que acontece com o momento, Deixa claro que nao ha fétons (ndo quantizamos A),

mas ¢é facil errar pensando que temos que incluir mas é facil ficar se preocupando a toa com a ndo-conservacao
um propagador para o foton de momento em x
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Outra situacao em que podemos nos interessar em olhar um operadores deste tipo é quando
“integramos fora” alguma particula, no espirito da renormalizacao de Wilson. Considere a Lagrangiana
de interacao:

- 5
L= W T U
N 2
L: boéson de massa m,, prﬂagdvor — '“ (Arl v

Um espalhamento possivel é o seguinte:

Y

mas é facil se convencer que, se a massa do m, € muito maior que todas as escalas envolvidas (muito
maior que 0os momentos p; e, portanto, bem maior que g e que a massa do férmion), existe um regime de baixas ener-
gias em que /Qodemos fazer com as excitagdes do campo W o mesmo que fizemos com os modos pro-
duzidos por ¢ na pagina 132: embutir todos efeitos das linhas internas de W'’s nos coeficientes de Wil-
son de operadores envolvendo sé os campos . Nesse caso nem ha um loop a calcular, basta notar
que se fizemos g << my, no diagrama acima:

. Matching
N

W
(28 | g
1 DC\

LTy Gy Machin <(FwP) F Wy >
] (1) (1)

a bR
‘Ic\‘«‘("‘w

De forma que obtemos o operador: Cf) )= q)_ 1 (1- ‘&\5 D\ ~\¥J’ T C'\ - \(\\53\\)

com o coeficiente de Wilson calculado acima (este processo de obter coeficientes a partir de uma teoria mais com-
pleta no UV é chamado de “matching”). De novo podemos calcular o efeito desta interacao em uma teoria de
férmions livres, contraindo o operador com o campo fermidnico:

QY FEIT Y Oey> = >

Mas nesse caso o operador nao introduz nenhum momento externo. Note que nesse caso poderia-
mos continuar trabalhando com a teoria contendo W’s, mas em baixas energias € mais simples usar

a teoria efetiva. Ha casos, no entanto, em que encontramos experimentalmente interagdes mediadas
por operadores de dimensao > 4 e nao sabemos qual é a teoria que os gera no UV. Isto nao impede
de ver como estes operadores sao renormalizados, basta medir o coeficiente de Wilson em uma esca-
la especifica (ao invés de fazer o matching).
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Finalmente, podemos estar interessados na renormalizacao de operadores locais simplesmen-
te para organizar a informacao de forma compacta. Qualquer produto de campos vai sofrer mudan-
cas decorrentes das redefinicdes feitas para renormalizar a teoria (fatores “Z” advindos dos campos e
do acoplamento) e é conveniente organizar este produto de Z's em uma Unica varidvel. Vejamos
como isto funciona na pratica, com uma teoria escalar:

@(L\ = operador composto de campos escalares

Da mesma forma que fizemos para o campo, podemos definir um processo de renormaliza-
¢ao para este operador, reescrevendo a Lagrangiana de forma a obter um contratermo:

g K()(XB “renormalized”
° ’_/D I—‘N—‘) “bare”

. — . . ~ .
que garante o operador renormalizado \()N\ =2 9 (/\/\B \DQ satisfaca as condi¢des de normali-
zagcdo em uma escala M. A funcdo de Green em que estamos interessados é:

6—\/0,;‘_\/ (_f’/\)*' ’)P“ :\k\ = < QbU’A\ o q)(("\\ Q/h(ﬂd> nOtagé? ;)
L, GTT

V .
funcdo de Green com n cam-
pos e m operadores locais

Escrevendo-a em fungdo dos campos nus, temos:

-V -1
GO Lonye P38 = 2 (M) Zg(N) C (- 415 Qlay>
Repetindo a deducao da equacao de CS, temos:

N
[ 9+ p(H) ~4—r\60\+\6\00\\XG—( =

(eq. 169.1)

)= "2 L | Zolny )= E\é s

(compare com 156.1) (eq. 169.2)

Em muitas teorias temos mais de um operador com os mesmos nimeros quanticos, e neste

caso podemos ter misturas entre estes operadores (as corre¢des quanticas de um deles vai gerar con-
tribuicdes aos outros). Por exemplo:

@[‘@N r))\l_,_\éw Vﬂl\\)
Ol: FN)\F\/)\

Neste caso temos que definir um conjunto de operadores i@'ﬁg de forma que:
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. " [
@g = Zg (N\B \9 M

o que também transforma a dimensao anémala y em uma matriz:

. ) .

A 'ﬁ -1 ( A k 'm

X\o = [Zo M\} mJd ENON
IM

(para um exemplo explicito disso, veja a secdao 18.2 do Peskin, comecando na eq. 18.51)

Para obter uma expressao para vy, calculemos a funcao de Green com m campos escalares e o
operador:

w1
G L2 iy, DN O, (k>
L‘z

I

-yt O N + +
- @\ BT /{\\3 A

Usando a mesma logica das paginas 153 a 154, se esta funcao de Green obedece as equacdes
de CS (eq169.1), entao:

" numero de linhas externas escalares

%D( M= M %\ (—%&9 + é—\gz\

(eqg. 170.1)

Um exemplo seria analisar o operador ¢> em uma teoria Adp* sem massa. Para evitar confusao
entre a massa introduzida por este operador e a massa do campo escalar (que recebe uma contribuicio de ¢*
que estd sendo renormalizada para zero) vamos olhar uma funcao de Green onde este operador carrega um
momento diferente de zero, e definir sua normalizagao por (isso é um truque para introduzir a massa perturbati-

vamente, mas note que estamos incluindo uma massa running, como a que aparece no esquema MS):

ﬁz
= by b oy = F Ay

.y b
2 N\ 1
_(\ - = —-MN
A primeiro loop a contribuir para esta funcao de Green é:
\LUL vou ignorar o u® que concerta

Qa a dimensao do acoplamento, uma

« y 0° vez que ja vou impor condi¢cdes de
fn no= > A .:S n (- l~)\B X N renormalizagdo que somem com ele.
1 —

A consequéncia é que teremos Ln(M?)
por ai
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- T el Es e ‘f«\] A=0(680y —= AlP=fe =-n) =

Em -M? este loop deve ser cancelado por:

P :—‘A—,."_lé"
/‘\ P;.(\-, q)

Eq; SRNCELA NL(?—__LOG(N\B*,_,)

v
Oy (N\\; ' (eq.171.1) NINY

Como em A¢* ndo temos contribuicdo de ordem A para 8z, entéo:
(eq. 170.1 com %\Qz\ ~O(M

(

g(,sﬁ__ e B R N
Kﬁb M;)—/?\ ¢ ™ ALMY M V ¢ 4T (eq. 171.2)

Evolucao dos parametros de massa
(Peskin 12.5)

Podemos usar a evolugao de operadores acima para estudar a evolug¢ao da massa na teoria.
Para tanto introduziremos a massa como uma pequena perturbac¢ao na teoria sem massa, esta aproxi-
macao é boa desde que a massa fisica seja comparavel aos momentos tipicos (fica ruim para momen-
tos menores que a massa).

[LM <— Lagrangiana sem massas, renormalizada na escala M

Y
Lorid

r ") n D) “
G AN A I TG

A generalizacao de 169.1 para varias insercoes do operador é bastante dbvia:

(i 1)
9 1+ £\, O b
Ev\(%—r/smﬁJr FOS WC;, C\\XG o

R\ (eq. 171.3)

aparece da mesma forma que o \,\\6\ (_)\
Se escrevemos: Gy\\ _ —( (\:\9\ d“ 0y (pgs 147-149), s6 que com o nimero de

insercdes do operador (1) ao invés do nu-
mero de operadores do campo escalar (n)
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5 () — ey

Entao: \V"\} ._é— CJ_ _ Z Q (f‘:\ G’ )
dw L

de forma que a seguinte equacao garante 171.3 para cada ordem de m?

X (V\\
J >~ ™ * \ /\\"\ —_
[{V\ j% T PC'\XC')I"‘rVGO\ +1\¢’ 5\,.—3-&6_ (i(’*v}) (V\)\ \—— O

(eq. 172.1)

B_— = ) T(()) — =
I—-‘D 5[;“‘{0//'\\3 mp (ABD: 4":b " (M\

A
O running da massa vai depender essencialmente da dimensao anémala do operador ¢* na
teoria em questao. Este argumento vale para qualquer operador que eu adicione perturbativamente:

L(6) darS e

T —>» dimensao depende da dimensao do operador
3 J < . <\ (\ N
[m &+ pO) JMM\Q_&_MACL S?XG u ¢y, M=o

i (eq.172.2)
Podemos escrever isso de forma mais conveniente: c\; = QM [: O 1

’ J
v -di
|7C"" = S)’; M (eq.172.3)

LOpY- v 21 Nae UNO L, P-Lp =0

\\; estamos introduzindo uma dependénciaem M
esta nova dependéncia é compensada por p;
Com isso 172.2 fica:

¥ Saab el LOMUREED P42 e 3 M=o

Q

i+ —R— ) o+ +

N T .
C/V\) - ~ 1~ o "* '
(antes a dep.em Z—D M 3\/\,\( ﬁ/V\ \ ( Jh> ™ P~

M estava s6 aqui) cancelamento

@'\—‘IB J’A)AJ)A&MJ;\ _ (J;_WS m“"‘

P
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Pi= ( dx —uwﬁ\\[’;
E\ Z)ér? - P(A\j);mﬁ(mz_ P* %FL\G(“\Q@;M)N{;‘ Q\:Q

Perceba que agora todos os acoplamentos (adimensionais) p;, aparecem com a mesma forma
de A. Podemos voltar as nossas bactérias para resolver o problema, s6 que agora elas fluem num es-
paco multidimensional com velocidades 3 e 3;. O resultado vai depender de constante de acoplamen-
to efetivas que evoluem segundo equacoes:

A
M Lew (%))

(eqg. 173.1)

Pr = Pal5, )

(eq. 173.2)

Em suma, temos:

(i_/: %c}r,gbb"d) —%!qbul-fcontra—termomkzp \ 4> JBC/\B

. )_)A /\/i'_.)\()/t(vq =p fx S J\)“(f;\\ o0

No limite em que todas as corre¢des sao muito pequenas (perto da teoria livre), podemos
ignorar as contribuicdes de y; para ; (v, depende de p, ou ), portanto y;p.~O(pert?) ); neste caso:

. RN

[ Cow™ -/“f:__pﬁ;\(]_bﬂ = (3 =) ﬁ +5 P,
_ )i -1 ~O
o ()

O que nos fornece o comportamento que esperavamos depois da analise pelo método do
Wilson: operadores com dimensao maior que 4 (nao-renormalizaveis em quatro dimensoes) tem aco-
plamentos que diminuem para momentos pequenos.

Em d dimensdes, temos que tomar cuidado com o termo A¢* que fica com acoplamento di-
mensional. Fazemos entao:

pin[81= 45 Dnleaky
Lo DT = Ly = -

\
y-4
>\ —D /\ M (definindo um novo A adimensional)
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- [ )
. /\/\Jk L) S ’1 (b ( no caso do operador de mas-
D\ Ed) = -0 v /7/" )j‘ﬂ sa, nada muda)
(Nig N
L=fo-2pmd - 2ang)
-\
para outros operadores basta trocar: /\/\ - /Y\ ‘—‘( 1> dimens&o do operador

Também precisamos calcular os contratermos em d dimensdées. O calculo que fizemos para
g‘bl muda da seguinte forma, para d préximo a 4:

(>~ J:x\} 3-"\1 i ﬁ LY + (91| 1 L,,‘(M f‘m("\‘\] b ¥ @[(A-‘l\‘]
("""

M L T—' (l - Jfg_\ _ - )+ @,‘]\ &\6\ — Low (m"}l ¥ @[(3-1Y] (de novo, estou ignorando o

-\J_\ que normalmente esta presente
C) [V\ ( < ))_— 7. em Dim. Reg.)

) P(Q'J/“*\ 0 —x+ 90

CST\,\ ( ;\).-—d/:
M o que tinhamos antes (emd =4,eqs. 171.1e 171.2)

Q
L= Cod-N | = )- g e 2
\<\Cl5 &L‘ﬁT\‘[; o \J [%(f T \9)}( \13] 16T
Bo=(dod 0P —v B __{1_@ _1+1\p@$\ ob(a-w{&ﬁ\:i—mﬂ‘g\ () +@D(w\]% P
NA-1)y~o LD S
P2y ~o 53““ b Xﬁ“ "] (eq. 1741)

QN
Algo similar ocorre com as outras fungoes: ﬁ)\ =[c)-& -+ \6\,; ] ?,-\ + ..

No caso da fung¢ao 3 temos um contribuicao da dimensao de massa de A:

F_/C\\D o que tinhamos antes (em d = 4)

RN
= Q) A (-1~ 0 Pr(c)—‘\\)\w“rv\ (X)) =
__ZJ -\1\ >\ i )3 0\3—‘(eq.174.2) /V‘/J'\QU‘\ =PmCN\ = (-1 M (4 ¢ Q1)) O (X

1

Lo [md ep L :"[M'b*‘}“ﬂ*w}o

introduziu a ordem ' (que antes era nula)

1

modificando
oquehanapg 151
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Usando o resultado 151.1: ,3 = 32 4 (X )

aTY

temos: N
= —(1-0A +3X

P ( My
J31 =2 p>0O & r—wo/p o

P

J<y = P
A, = 6T (-0

3 (eq. 175.1)

- D
A A

0 que é o comportamento que previmos na pag. 142, com um ponto fixo em A* (de fato, se vocé usar

a equacao 142.1 para determinar a posicao de A* e tomar o termo linear em (4-d), vera que este coincide com o valor acima)

Conexao com matéria condensada e expoentes criticos
(Peskin 8 and 12.5; Schwartz 23.5.2)

O ultimo ponto da renormalizacao que queremos abordar é a conexdao com a fisica de matéria
condensada, que muitas vezes oferece casos claros do que esta acontecendo. Um bom exemplo de
um sistema que é bem descrito por um campo escalar € um ferromagneto na teoria de Landau. Assu-
mindo um material simples, que tem um eixo preferido para magnetizacao, podemos medir a densi-

dade de magnetizacao em cada ponto usando apenas um numero. A energia livre de Gibbs deste sis-
tema é:

D constantes

G =Sé’>k A (Y +(T-T)s* +c5s —l—ks}
X

\t‘ campo magnético externo

densidade de spins

a densidade de spin s(x) faz o papel do campo escalar, ao passo que o campo externo H é uma fonte.
Nesse caso é bastante 6bvio que existe um cut-off fisico, nao faz sentido falar em flutuacdes da densi-
dade de spin em distancias menores que o espacamento entre os atomos que compde o material.

(note que fixei os graus de liberdade)

Pensemos um pouco sobre este sistema em termos de temperatura: se estamos longe de
qualquer ponto critico, é de se esperar que hajam flutuacdes de spin na escala atdbmica. No entanto
assim que nos afastamos para escalas maiores, da ordem de algumas dezenas de distancias atdmicas,
o sistema ja deve parecer uniforme e nenhuma flutuagao é visivel. Podemos descrever este comporta-
mento usando teoria de campos. Mas primeiro vamos lembrar um pouco da fisica por tras do proble-
ma e nos convencer que o funcional G acima esta correto.
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Como se trata de um material com um eixo preferencial de magnetizacao, a baixa temperatu-
ra, € na auséncia de um campo externo, teremos duas op¢des igualmente favorecidas para a magne-
tizacao total:

TN 7 Magnetizacao M paralela ou antiparalela a este eixo

K ! 'y tanto 0 campo como 0s spins

sao definidos na direcao deste

Ja na presenca de um campo externo, uma é favorecida eixo
T~0O —>b H >0 Favorece M paralelo e H < 0 antiparalelo.
H +o
Mudanca de H pequeno e negativo para pequeno e positivo | —5 Mudanca descontinua em M
T~ 0O Transicao de fase de primeira
ordem

Tc > = O — Spins cada vez mais desordenados |M| vai diminuindo

L;. Valores grandes de H ainda induzem magnetizagao, mas a descontinuida-
de perto de H =0 desaparece. Este é o ponto critico (ou transicao de fase
de segunda ordem)

PAY m

Ponto critico

e

>T M= O

Transicao de Fase de Primeira Ordem

Ao longo da linha da transicao de fase os dois estados (M>0 e M<0) coexistem em equilibrio.
M é o meu parametro de ordem e a energia livre de Gibbs (que s6 depende de M e T) é dada por:

o | —H
om |

Perto do ponto critico M é pequeno e podemos expandir G(M) como:
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G(mN=ACTY £ BMOMN + (T W

o sistema é simétrico por mudanca no sinal de M, entdo G(M) tem que ser par (aqui entra a simetria)

(eq. 177.1)

Para encontrar o estado do sistema em H = 0, devemos minimizar G:

H=0 = 5_(*—\ AP M+ W =0
oM b

Resta fixar B e C, suponha que:

P,(>0 = m=o )

N

No entanto se B puder ser negativo (digamos, abaixo de uma dada temperatura) entao temos uma
solucao menos trivial:

DM

A T)

=0 —)) A
le \40 T< T2

VA o

\—\—]—o dois minimos com magnetizacdes opostas

Fica claro que podemos modelar o sistema definindo:

BT =% (T-TD C(T\=c| %,c=0
(eq. 177.2)
Neste caso temos: i) 5>l
O T > —)L AN
/V\ p—

=T ]% =T D

Para obter o comportamento para H ndo nulo precisamos resolver

)
[

oM |4

ou podemos minimizar (em relacao a M): (/"\) H) = A(T) + B(TB/"\ +C(TM! —-HM
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S6 temos o duplo minimo paraH =0 eT < T.. Substituindo a definicao de M, e as expressdes para B(T)
e C(T) (177.2) na energia de Gibbs (177.1), obtemos a expressao com a qual come¢amos a discussao:

+ T =
& = Sm li(Vs\’+h(}—7c\gl+cg"\_HSS =10
J—L/\/\/

L_Q este termo adicional é o jeito mais simples de introduzir a tendéncia dos spins de se
alinhar (escolhendo a normalizacao de s para aparecer o fator 1/2)

N Vamos ver qual é a resposta em pontos longe de x. Procurando
Suponha que: HU‘B = Ho% (<) Y 0 minimo de G em relagdo a configuragdes do

campo s obtemos:

O= 56[5‘*\}= —NVS FAC(T-TNs+T1cS — H

T =5 p— _S<'] . > _
12 V;if% DS%@K““D (—V +26(T- nc>>sm=\—\cw3

10 = 1, 8700 =2 (<7428 (1-70) ) POy = He 870
IL Funcao de Green!

Configuracao do campo s(x) que surge quan-
do o spinem x=0 éforcado a se alinhar com
H

Jz v
DC\Q: YQL Ho € _ Ho ,)6—17—/%

—

e

3 A — T
Gy (T YT o |
———— = muito parecido com um potencial
L"/gi de Yukawa, nao?

_')/,L
comprimento de correlagcgo — é = [,l Qf (, |- c>1

(eq. 178.1)

E importante perceber que, apesar do resultado depender dos coeficientes b e ¢, que sdo da-
dos pela fisica no UV (fisica atdmica), estes dois coeficientes podem ser medidos em baixas energias.
Por outro lado, a lei de poténcia em (T-T,) sé depende de podermos expandir G em série, e da simetria
que o torna par. De fato, obteriamos o mesmo resultado para qualquer sistema com esta simetria
(existem varios exemplos). O fato de que podemos usar teoria de campos para descrever certas pro-
priedades de sistemas de mecanica estatistica perto do ponto critico independentemente de detalhes
na escala atbmica (a chamada universalidade) esta intimamente ligado ao fato de podermos construir
TQCs independentes de cut-off. E a separacio de escalas se manifestando novamente.
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Note que o valor de s(x) estara ligado ao valor em x=0 dependendo de quao longe ele esta
de x = 0. A escala de“longe” é dada por &, note que este diverge quando chegamos perto da tempe-
ratura critica - o sistema desenvolve correlacoes a longas distancias. Voltando para nossa analogia
com teoria quantica de campos, estamos falando de uma particula escalar (mais propriamente deveriamos
chamar de quasi-particula) que carregaria a mformagao da existéncia da fonte em x =0, e que a“massa”
desta quasi-particula (¢") é da ordem de [b(T- TC)] ’. Se estivermos longe da temperatura critica
T>>T, entdo o Unico parametro que determina a massa é B(T), que vem da escala ultravioleta da
teoria. O tamanho de m é entao fixado pela Unica escala natural do sistema, portanto esperamos que
m ~ A, que no exemplo seria o inverso do tipico tamanho atdbmico e portanto, longe do ponto critico,
somente spins vizinhos tem correlacdes relevantes.

Outra fato importante é que a “massa” que estamos falando aqui nada tem a ver com a rela-
cao de dispersao relativistica. Ela nao é o polo de alguma particula entrando on-shell, mas simples-
mente o coeficiente de Wilson do termo quadratico no campo s(x). Aqui vemos um exemplo bastante
claro para a interpretacao fisica de uma running mass, este coeficiente controla a forma do potencial
177.1, determina as correlagdes de dois pontos e é bastante natural esperar que ela mude com a esca-
la (e a temperatura). Por isso podemos usar tudo que fizemos para o campo escalar em A¢* para estudar
o comportamento de 177.1, partindo de 174.2 podemos obter a evolucao do parametro de massa
em Ad*:

() B ‘\ . (Pa) = le\ N e
3 [L""("//*\\] - (7 3

l,
'\Cﬂ“\" (eq.171.2)
Olhando perto do ponto fixo Gaussiano:
Pl
_ i()xw——lotg_u(P/XXQ_= (m
/\—O =D 2 S) P‘"‘ ﬁ\ P\ (eq.179.1)
(1 =Q)
o _ 2
Lembrandoque R, = T =5 f= I

O que apenas nos diz que quando p ~ m o termo de massa se torna importante (e ¢ pouco impor-
tante para p >> m) € esperamos que correlacdes de longa distancia sejam controladas por este coeficien-
te de Wilson. Podemos definir esta regiao de momento por:

RN = %=1 - Bzl R =R

|II

esse valor de “1” para coeficientes adimencionais é frequentemente chamado de “natural”. E o compri-

mento de correlacao sera dado por este momento:

| _
F-ﬁ o (V\A - A
g ~ o el e T R nada fora do esperado aqui, note que (178.1): F)(\J (—r"‘ IC\



Teoria Quantica de Campos I

Ha um comportamento muito mais interessante perto do ponto fixo nao trivial, no entanto.
Usando o mesmo critério para definir € perto do ponto fixo A* (obtido em 175.1), obtemos:

—  \¥|= ¢) . ¥ > “‘6\&0\1‘5
A= ~ J[Loﬁ(f/\] (l K\(PO)\JOM f‘”‘ B JD‘”‘ <%

(eq.130.1)

2%, AJF\ - 4
fh(f\/]—pfvﬂ* M oq;rn\?—_ﬁhw\“fp}‘;zyjlv\

~ P
g Lﬂ note que esta escolha“1”ndo muda nada, se tivéssemos fixado para um valor “A” teriamos:

\\% P E@N=A = f=DNp— T~
Fr =R = to= B~ g

_ =
1 e“M”também é uma escala arbitraria

_ NI UL P
= - mm; o 2n= e )

Comparando com o que obtivemos para o modelo de Landau:

¢ T

vemos que va\ é que desempenha o papel do parametro que mede a distancia para a temperatura
critica, e v mede como o comprimento de correlagao cresce conforme nos aproximamos desta tem-
peratura:

-N

Jor(T-T0Y =2 & (T~
A
10 =)+ 9[ (y-0y
5 )+ 9] (193]

Lo contruindo uma teoria escalar com simetria O(N) é possivel mostrar que:

(de acordo com o modelo de Landau)

2=

-1

\7 = Q- :J - (_\1 - 53 Lﬂ com N campos escalares
+3

O que nos permite descrever o comportamento perto do ponto critico de diferentes mate-
riais magnéticos:

N = ] =p comeixo preferencial de magnetizacao
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N/ = % = com plano preferencial de magnetizacio

N = =) isotrépicos

N d N,y

E os valores previstos concordam bem com experimentos (d = 3): \)Teorc Q, 6 | D63 |05

Curiosamente, o comportamento critico pode ser estudado para uma grande variedade de
sistemas (fluidos, ligas binarias, superfluidos, ...). E um fato experimental que os expoentes perto do
ponto critico dependem apenas da dimensao da variavel que flutua e ndao dos detalhes microscépi-
cos. Isso pode parecer um milagre, mas do ponto de vista da teoria quantica de campos, é um fato
natural, uma consequéncia direta do grupo de renormalizacao. Quando o sistema passa a ser domi-
nado pela dinamica de grandes distancias restam apenas alguns operadores relevantes, e tudo fica
muito simples. Esta ideia, levada para as teorias relativisticas, nos explica porque as teorias interessan-
tes para fisica de particulas sao renormalizaveis. Isto indica apenas que estamos longe do cut-off des-
tas teorias.

O expoente v abaixo é o que definimos. Os outros sao definidos no cap 13 do Peskin (que de onde vem esta tabela):

I_'.:-_]',:umr't*pt. _T.:';ll',h;!.r',ﬂl_ QFT [:LLE tice Ex|_u:]"m'!e=.l1_’r.

N =1 Systems:
"y 1.0 1.241(2) 1.239(3) 1.240 {T) binary liquid
1.22 I:'ﬂ Ji.t.||5.-l'i3-f__':Fl..*-C
1.24 (2) {#brass

v 0.5 0,630 (2) 0.631 (3) 0.625 (5) binary liquid
0.65 (2)  [-brass

a 0.0  0.110(5) 0103 (6) 0.13(5) binary liquid
0,12 (2) lquid-gas

3 0.5  0.325(2) 0.329(9)  0.325 (5) binary liquid
.34 (1) liquid-gas

11 0.0 0.032(3) 0.027(5)  0.016 (7) binary liguid

0.04 (2)  G-brass

N = 2 Systems:

¥ 1.0 1.316 (4) 1.32 (1)
i 0.5 0.670 (3)  0.674 (6) 0672 (1) superfuid 1He
i 0.0 -0.007 (6) 0.01(3) 0013 (3 superfluid *He

N = 3 Systems:

t 1.0 1.386 {4) 1.40 (3} 1.40 {(3)  Eu0, Eus
1.33 (3) i
1.40 (3) RbMnF4
¥ 0.5 0,705 (3) 0.7T11 (8) 0.70 {2) Eu(, Eus
0.724 (8] RbMnF;

0 0.0 —0.115 (9) —0.09 (6) —0.011 (2} Ni
i) 0.5  0.365 (3) 0.37 {5) 0.37 (2) EuO, EuS
0,348 (5} Ni

L.316 (8) HRbMnFy
" 0.0 0.033(4) 0041 (14)
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Teorias de Gauge Nao-Abelianas

Gostariamos agora de explorar teorias com simetrias internas (simetrias sob transformacées que agem
diretamente nos campos, e ndo no espaco-tempo). Alguns exemplos bem conhecidos de teorias deste tipo sao:

Fisica Nuclear:

-

(=

= e I
A'?? . '])é\ Ox)(;r)(,:/\)l)B AJB /))lsg o ) \
)

; QCD:
cot B fp\ (R QUB) sl by i
J\It P S/\]Dl_v e Y ( | ) (1: 95 ¢ " 4%
n global "k B/a ocel % /%
A |
AN - “C 'IT'T : oo N o C
™= TO _——vgl\i(f\ e “ T (‘rr“ A ———pg\]m i 3~-<(*3+P CAQ,: (4 (=)
globa T e local

Nosso objetivo é entender essas transformacdes e quantizar estas teorias, especialmente no
caso local quando, de forma andloga ao que ocorre na QED, a teoria s6 é invariante se existir (além dos
eventuais campos escalares e espinoriais) um boson de Gauge. A novidade aqui é que, diferentemente da si-
metria da QED, que era sé sob uma mudanca de fase, aqui teremos simetrias sob transformacoes que
nao comutam entre si e, consequentemente, teremos que lidar com grupos nao-Abelianos.

Algebras de Lie (uma curta introducao)
(Peskin 14 and 15.4; Schwartz 25.1; Cheng & Li 4.1-4.3)

Comecemos com uma curta introducao sobre os aspectos matematicos dos grupos que esta-
mos interessados. A primeira coisa a notar é que se tratam de grupos continuos, com infinitos elemen-
tos parametrizados por um ou mais parametros:

C()( Ye & B Qfheheh) € SURD
v t Grupo “G” -
L 1(810.,8) € SOBY zmzzii.
elemento do grupo

Vamos também nos limitar aos grupos em que essa parametrizacao € bem comportada (conti-
nua, diferenciavel) e todos os elementos podem ser levados continuamente na identidade. Estes grupos
sao chamados de Grupos de Lie. Isso quer dizer que podemos escrever transformacodes infinitesimais
como:

() = 14025 T+ O ()

geradores do Grupo

(eq. 182.1) 6( 03 — /l

A vantagem disto é que, como qualquer elemento pode ser obtido a partir de aplicagoes re-
petidas do elemento infinitesimal, conhecer a dlgebra dos geradores especifica todas as propriedades
do grupo para transformagées pequenas (grupos que tem a mesma algebra, pode diferir para transformacdes grandes)
Além disso, apesar do grupo ter infinitos elementos, os grupos que nos interessam tém um numero
finito de geradores (grupos compactos)
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Como qualquer transformacao infinitesimal do grupo deve ser gerada pelos geradores, o pro-

duto de dois geradores deve ser uma combinacao linear de geradores:

—_— c (@ e = \ C
\ T = ﬂ( T i ‘ l = kc T (soma implicita sobre indices repetidos)

(em geral)

definimos entéo a Algebra de Lie do grupo:
o~ W . arc c
[T ,_I_ 1 =z K~ P T

T (eq. 183.1)
Constantes de estrutura

A partir de relagao ciclica para comutadores: [‘\"") [__TL,T CYX*[TQ,, [T‘)T“XX—\ XTC, I:T“)T“]: 0O

e 183.1, podemos mostrar a Identidade de Jacobi:

ade \scd Yde (\co-d cde oy
(eq. 183.2)

Estamos interessados em transformagdes que agem em um numero finito de campos, “rodando” estes
campos no espaco interno definido por eles de forma unitaria (de forma a manter normalizacoes):

' oF I kr
<¢4\ — 4)1 = U<¢4\ / \)+U =1 ~(—1/82'1D T =1 (eq. 1833)
Q. 4, R \—D ey g™ 1"

Se os geradores de uma algebra (ri-abeliana) ndo podem ser divididos em conjuntos menores (tal que os
geradores de um conjunto comutam com todos de outro) dizemos que é uma Algebra Simples. O jeito mais ébvio
pelo qual isto pode ocorrer é se tivermos um gerador que comute com todos os outros. Este gerador
forma um subgrupo composto s6 pelas transformagdes geradas por ele, que é abeliano e conhecido
Nosso:

AL
U(1): \\J —p & \\) (tem a estrutura de mudancas de fase)

Uma algebra que possa ser dividida em sub-algebras (também r-abelianas e simples), mas nao contenha
nenhum fator abeliano U(1) é chamada de Algebra Semi-Simples, e sdo dadas pelo soma direta de &l-
gebras simples (lembrando que A-abeliano estd embutido na definicio de “simples”). As algebras semi-simples nos
sdo interessantes pois produzem geradores hermitianos (em representacoes finitas) € portanto transforma-
¢Oes unitarias. Construiremos teorias baseadas em simetrias geradas a partir de algebras semi-simples
mais fatores U(1). O modelo padrao é dado por su(3)®su(2)@u(1) (ou, equivalentemente SU(3)@SU(2)@U(1))

Existe uma classificacao bem conhecida que engloba todas as algebras finitas (grupo compa-
cto) e simples:

lassi cada um é uma familia de
‘SU(N\) SO(N) ,SP(NB zgruposcassmos( d eamilia d

) infinitos grupos, conforme mudo N)
Compacto e Simples

GL \ Ft1 \ Eb ) \:?) t& } grupos excepcionais
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Focaremos nossos esforcos no grupos classicos, especialmente os grupos SU(N), pois sao eles
que apareceram no MP (ha propostas de teorias de unificacdo usando grupos excepcionais e/ou SO(N), no entanto).

SU(N): Grupos Especiais Unitarios

Grupo de todas as transformacdes unitarias N x N:
AB=1.N

\pA _DUA-B \Pb 4)A—DU‘“?CPB / KP: (R'—DKP:(H

que satisfazem det(U) = 1. Escrevendo:
;T&[ \-n

 H :
<™ o Derlo= er ()= € Y puy-c

(note que esta exigéncia para o determinante exclui uma fase U(1 )

H=o T } e
—2 T LT =0
Tel[H]=0 K T

S6 existem N?-1 matrizes independentes que sejam hermitianas e de traco nulo (exercicio), por
isso a dimensao do grupo SU(N) é N2-1.

EY: SUR —p 3 matrizes (de Pauli)

SURY —p 8matrizes (de Gell-ManN s s

SO(N) (Grupo das rotacoes N dimensées espaciais) € SP(N) (grupo simplético): ver definicdes no Peskin, pg 497

L»N(N-'\) CER AVONES lvﬂ(NT“) ceragoers (N € me)
X

Representacdes

Estes grupos admitem representacdes de dimensao finita que podemos escrever como matri-

zes (nao confunda a dimenséo da representacio - o tamanho das matrizes - com a dimensao do grupo, que é o nimero de gera-

dores) concretizando a operagao do grupo como um produto matricial:

wbc € G M M MY € r(6)
=P
ol =c MEY MY = M)

estamos especialmente interessados em definir a representacao da algebra:

o
T —D -€' matrizes d x d, uma para cada gerador, onde d(r) é a dimensao da representacao

Dizemos que uma representacao é redutivel se pudermos escolher uma base em que todos os gera-
dores sao bloco-diagonais. Se esta base for tal que é impossivel reduzir ainda mais o tamanho dos blo-
COs, conseguimos escrever a representacao em termos de uma soma direta de rep. irredutiveis:
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M4 (6»\ O O
[\/\(G\X - 0 M (o) @) = My (YoM (YoM ()
@) o [“\3(0\3

. . ) <
N6s vamos denotar os geradores do grupo na representacao irredutivel r, por: ‘EK

T A
Podemos escolher uma normalizagao: lQ['u: trf_’] = D(& > @

- ) j
hermitianos
Qs%_

Mais especificamente, escolheremos ter uma relacao de ortogonalidade D ~

Ta[ts £47 = C(y ™ Cry>0

(eq. 185.1)
]
Podemos escrever a dlgebra em termos da representacao dos geradores:

[t W)= '»P”’C T i\; P“““:,L_Ta[u:.t"atz—]

)

f é totalmente antissimétrico 4—_) (eq. 185.2)

Para cada representacao irredutivel r, podemos ter uma representacao conjugadar
o
b= (e t)O * N
e ( <) =g = -
— . ¥ VAL N -
e . ¢)_1’ C’]*P%@zﬁ\d) /i»\—{E(U'\H
_F
Podemos construir invariantes combinando campos nas representagdesrer: Cb Ci)

. L o T, _ . ,
Se houver uma transformacao unitaria U tal que To =\ —bz \J ai r e r sdo equivalentes, e

neste caso dizemos que r é uma representacao real.

A menor representacao irredutivel da dlgebra é chamada de representacao fundamental, no
caso de SU(N) esta é também a representacao que define o grupo e os geradores sao matrizes NxN
(hermitianas e sem traco) que agem em vetores N-dimensionais complexos. Esta representacao é
complexa e, portanto, ha uma representacao conjugada. Esta é a representacao mais usada, entao em

geral ndo usamos o subscrito r: o _ a
t = Tow SOMNY: A(rown) = N

A maioria das particulas no MP se transformam na representacao fundamental de 1 (ou mais) grupos, e suas antipariculas na fun-
damental conjugada. Ex:

ug

I . . \’L:;
- _ q’d—*-d); L W (l
LLR: LL(;? L,“_ = ve H = ) Q‘L: &
- h“d)s A\L ¢

u, e .,i;

—_— — — —

T =1, funddesu(),
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Uma outra representacao bastante importante é a representacao adjunta, na qual os gerado-
res sao definidos usando a prépria constante de estrutura:

(tur) e
rep. adjunta & Joc N {)0\
\_T (eq. 186.1)

de fato estas matrizes satisfazem a algebra do grupo:
(eq. 186.2)

|8 c b cd 4
(e vt =+ 7 (1) i .
s “€| porque isso é s6 a identidade de Jacobi (183.2) novamente

Esta representacao é real (f é real se os geradores sao hermitianos):

—(t‘k@\* - —(-"‘?HL> = te EmSU(N):é e = "">Nl'q

Matrizes (N*-1) x (N*-1)

E a dimensao da rep. adjunta é igual a dimensao do grupo 3
SUNY: (6= N-1

Veremos que os bésons de Gauge se transformam na rep. adjunta.

. , . o TR
Finalmente, gostariamos de definir o operador de Casimir: T :-k_ 1, (eq. 186.3)

que tem a propriedade de comutar com todos os geradores: Y‘T L) -t“} - O

e portanto, em uma dada representacao r, pode ser escrito como proporcional a identidade:

Quadratic Casimir Operator

-t:"-ek“' = C&['n'\ /,{ (eq. 186.4)
Lo d ();L)\ ol
Na adjunta isso toma a forma: @(‘chk K&C\M\, = 5 %M\ ?M = P A[) = C;CCY\)E

(185.1)

\
Note que: (T‘l[t? trﬂ _ CCK}%“QV) X%Q’“ :>—‘—Q [t: E‘X: C(p) MG\ = L\,(IQC)\(TQ = (}\CGDCGQ

(eq. 186.5)

Um exemplo de operador de Casimir bastante conhecido é o spin total J2, que comuta com os trés
componentes de (J,, J,, J,) (e € um exemplo do SU(2)).

Para SU(N) temos (exercicio - veja Peskin pgs 501-502 ):

C(FUNDB: /lz s |C )= N= 1 CI(C’\ _ C@» — N

D\ (eq. 186.6)

(eq. 186.7)
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(Cheng &Li 8.1; Peskin 15.2-15.3)

Teorias de Yang-Mills

Teorias de Yang-Mills sao teorias construidas com algum grupo de simetria local e nao-abeli-
ana. Tipicamente temos um campo de matéria (escalar ou espinorial) se transformando em uma das
representagdes do grupo de simetria e, para que a Lagrangiana seja invariante, temos também bdsons
de Gauge. E possivel também construir uma teoria somente com os bésons de Gauge porque, como
veremos, estes tém auto-interacoes. A terminologia na literatura nao é consistente, mas teorias onde
s6 estao presentes os bdsons de spin 1 sao por vezes chamados de teorias de Puro Yang-Mills.

Em analogia com o caso abeliano, temos em mente um sistema em que 0s campos escalares
e fermidnicos se transformam como:

NGO, —» EXP( 4 2ald tl}‘\?(x) O —DEXP<A o (0 }3 b

geradores do grupo A/_|

em alguma representacao
(vamos suprimir este indice)

NG

Na forma infinitesimal:

\/ (\C\ o e
Assim como no caso abeliano queremos definir uma derivada covariante tal que:

Do —o (D4Y = V00 DY)

. a
A Q"c_\_t °

=1 3 2ot o1 + 0L

(eq. 187.1)

(introduzimos os campos de Gauge,

note que temos um campo para cada gerador do
grupo) g

(eq. 187.2) ’,'

-
-

: NS
definiremos esta derivada: D = 6/4 - A A'J t

ANCO PLoy + N0 0, PLey - ‘ABA; ESNOPEY = V) J,N60 —xz)\ltw} AsE Y 00

nao comutam!

N A V]I = SN ASE 50

| I

1

(A; £V =N Aﬁ%”‘-?&)ﬂ\lms Vi >MW3@

(VN = =N (V)

AL ES = V[ A sk b Ve

(eq. 187.3)

e define a lei de transformacao para o campo de Gauge nao-abeliano.
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E instrutivo escrever a versao infinitesimal de 187.3:
o AN N . W “ 8 . \ i
A,J E —9 Ap t = (’l Frel JcB[AHc +fgé,\(4 el ’t) + \9&&}

= A L) A DR A qU[CH
?S
\/_\\J
obe & ¢ -t {)q LA:’MC-E\

AS Lo AT £ L0t + [T

06 (eq. 188.1)

&> o obe &
A;J — A 4‘4_(3»’0&3*'? CAp C
?S \/\J (eqg. 188.2)

este € 0 novo pedaco (em relacio a teoria abeliana) e deixa claro que o campo de
Gauge esta transformando na rep. adjunta:

o3 e acl-
{Q%A};of:— f %_NN (tB A
AH——D</}4+LO<.C'€<; A, 4%%&“

O que significa que agora os proprios campos de Gauge carregam “cargas” da interacao e po-
dem interagir entre si (como veremos logo). A equacgao 187.3 mostra que é util definir um versao ma-
tricial do campo de Gauge:

n o= At AT ~1>\]C»c§\:/\':+%5ul\fr(m\

(eq. 188.3)

L x: S\)CB\Tf a—_'\\..)i;
-&\ = Gell-Mann Matrices
o~ _ A 8
G‘,: —<GN y“ )G‘,:}
" = G G-LG* G-1i¢
G*’L(Yl G}*/ G— N

Gﬂ’fiGS G— ? ,_g%

Para obter uma teoria completa para estes bosons, precisamos de um equivalente do F,,.
Para tanto voltemos no abeliano para notar que:

D — & Ry => WD Y@] — €7 DB P
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[0, Dy \ ey = € L0, 0] W

Por outro lado:

J:‘P/’ )DV 1&{)(\(\ :[3)') ‘)D \p(‘) +A€[AJ‘) 3\11‘96%4_}& [3,; )/\;J‘P(w(\ - Cl [{A,.n)/\o]\\)u\c

(eq. 189.1)

=ie Ap &Y —re o (A rie J[AN] —ReA up
= —xe P dp eV Ay

D)/ 39" EK{J&\ = ne v Ve (eq. 189.2)
(189.1)
— \ — P4
Iy \P(X\ —O |—p\) e \{J(\(\
\_/:_D—’ Transformacao usual de

D Invariante

Podemos usar a mesma ideia agora e obter um objeto com segundas derivadas no campo de Gauge
(e transformacoes bem definidas sobre o grupo local) usando o comutador das derivadas covariantes:

[l W) poey — VO )W) Yooy

este termo era zero na
O comutador, por sua vez: teoria Abeliana

[Dﬂ ) 2 \AKH“\ =[3y, V) o\ Avs W96 'F*bDﬂ R m -

_ “&"AS\W w()(zﬂ AV —g L As AT Y=

—M
:'1L 5 /L\v 5\) —n EP‘r‘)th ‘P(‘L\ = ’*‘6 ‘—/J\) \\)c»c\
\/_\/v
(field strength tensor) \_ - -L

(eq. 189.3)

_AaA‘:AhCL?u%c‘tc): ﬁbA:’ /[\: rhtu
T e e %o
FN: c)/JA_t — dy /3\14 N EA £ Y eyl

Q¢"¢ Y \C

A A

c)p — dy /3\,4 ‘6

(eq. 189.3)
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A transformacao do tensor vem de:

(9, D) poey — VOALR Y Yoy

- Ty Yoy —> ”(6 (ref)\JM\ = =iy V) T \P(\«)
% kQWAWA 1 B

versao infinitesimal:
— oL 0L T o
P £ NCO P TV 04 it S et
(eq. 190.1) F, - g P*uoéyr ]:V

Note que o tensor nao é mais invariante por transformacdes de gauge. Nao é dificil, no entan-
to, construir invariantes:

@””t JVJC [\/\*\\wt Viea) HINJD Vi

além disso:

WA ] -5 mlee] =L e <16

=X ) (fundamental de SU(N))
De forma que o termo apropriado para a Lagrangiana pode ser escrito como:

— —Mﬂ\) —_ /\ L—O\ - (eq. 189.3)
&'&mu: #_TK[ l 9 Y‘,,\,\ Fs:éﬂﬂf-év/ﬁw’r&&%\i

— )

Note que aqui temos termos cubicos e quarticos nos campos de
gauge. Eles interagem entre si!

E uma teoria com um unico férmion se transformando por esta simetria ficaria:

». |[Ha apenas um acoplamento nesta teoria (g), ele

<§ — _\g. o )p _MS\P — /1_ ( F:‘> controla a interacao entre gauges e com o férmion
1A T

(eq. 190.2)

A equacao de movimento classica é:
P~ al-c Fo—c - o
J Ev +z P A Co = 23 0

2 (,\' — — @ oo
onde aparece a corrente conservada por esta simetria: /zgp - \P N -t) \\)

(tudo classico até aqui)

(eq. 190.3)

(eq. 1904)




Teoria Quantica de Campos I

Quantizacao de Teorias nao-Abelianas
( Peskin 16.1-16.2, Ryder 7.1-7.2)

Queremos agora quantizar a teoria obtida para um campo de gauge nao-abeliano. Usaremos
o método de Faddeev-Popov, sequindo da forma mais proxima possivel o que fizemos para o campo

na teoria Abeliana (se vocé nao lembra o que foi feito 14, deve no material de campos | e olhar: Peskin 9.4 &
https://professores.ift.unesp.br/ricardo.matheus/files/courses/2020tqc1/lecturenotes_QFTI_2020.pdf#page=167 aqui focaremos

nos que muda para o caso nio-abeliano). Para a teoria de Yang-Mills pura, a Lagrangiana é:
L= -4 (B3N
mo Y ( ﬂv\

Lembrando rapidamente do problema que enfrentamos ao quantizar teorias de Gauge, a sua raiz esta
na prépria invariancia de Gauge, que introduz uma redundancia problematica. Isso fica claro quando
pensamos em termos da integral de trajetoria. Quando somamos sobre diversas configuragbes de A,
somamos inclusive aquelas equivalentes (ligadas por uma transformacao de gauge) o que é uma for-
ma de “multipla contagem”.

>

N g

ja incluimos esta
configuracao nao devemos incluir estas

O resultado disso era ter um operador na parte quadratica com uma infinidade de autovalores
zero, e portanto singular. Por isso nao conseguiamos obter o propagador.

O mesmo ocorre no caso ndo-abeliano, s6 que agora as configuragcdes equivalentes estao li-

gadas por:
_ A & i)
Ay = ATES DA,, @ =" [ A rib)

Lﬂ parametro da transformacao de Gauge

O que faremos para evitar esta multipla contagem é o mesmo que fizemos no caso abeliano, introdu-
zindo a fixacao de Gauge por meio da identidade:

esta identidade esta provada no Ryder pgs

_ mX 246-248, e nas minhas notas de 2020 pg 169
/] - D)C S(G—(/ANL\\ DE'\'E gG—(A \ lembrando que la:

Do {%GU‘SI)X ‘De'[— }

Vinculo: G- (/ﬁ(\‘f\ =0 —I(eq. 191.7)

A principal novidade esta realmente neste determinante. No caso abeliano a fun¢ao G era:

N aX Y » SC_ )} Independente de
0 AR+C = 04 WA +C = ‘5('5 Aedey !
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A transformacao infinitesimal do campo (eq. 188.2):

‘)rc

Ay — R = A +—<aﬂ>z>+F A

L
nos mostra que agora uma condlgao do tipo G (A,; \> O

. %(r N N4
vai resultar em um gl Que depende de A,, umavezque [, temum termo cruzado entrey eA

Podemos, no entanto, assumir que G é linear em y, e ai 0 determinante sera invariante de Gauge:

Dev SG(AXX DeT BGLA"\I A [AN] AG—EA 1

nao dep.de ¢ (invariante de gauge) |(eq, 192.1)

e podemos tirar o determinante da integral em 191.1:

LA = \ DY s(cth™)

(eq. 192.2)

Inserindo a identidade 191.1 na integral do funcional gerador, temos:

o )
DA,J B‘) DX S(G(/f‘f\\ N LAY =

A/:\‘: &ZM( A/{S\XB = O[::\ (invariante de gauge)
N J1L &{\ mT
= \Dx \DA O S(6 1A ALAY

Podemos entao fazer uma mudanca de variaveis em A, que é a transformacao de gauge que leva

MY M
P\M _P /\p
A medida de integracao nao muda, a final de contas a transformacao de A nao passa de uma transla-
¢ao seguida por uma rotacao (unitaria) do vetor A?, entao:

;J’L&M N
2=\Dr| \pA, e s eu ) AL

Nada na integral em A depende de v, isto nao passa de um
Y~ b infinito multiplicativo.
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E aqui que surge a diferenca entre os casos abeliano e ndo-abeliano. No caso abeliano

A(r [ F\A também independe de A e pode ser tirado da integral e ignorado (outro fator multiplicativo).
Agora temos:

Gl = 0 R - ey 25 g (&2): ) (AZ r 4@ WY +VMA3' YCS -y

N Os K a\
TR Y N R Sl I )
S¢S J
o

(Axr,&_—. A—; 1—4/5,)1'0\'\‘?0&’('/0(,1 x(. __A&)+/\_<S’<‘ C))’ .(_“6{ AQ:)\YCE /a;: +{]—-D:<'f

~
g (A% é uma matriz quadrada (indices a e b) de dimensao N?-1 (a,b sao indices que numeram
87(*' os geradores do grupo e estamos pensando em SU(N) )

Podemos escrever o determinante como uma integral funcional de fun¢bes de nimeros de
Grassmann:

Der M = %D’(_— D G_%()'LZ,,N\.C,

1 campo de nimeros de Grassmann. Multipleto com N*-1
matriz N*>-1 x N2-1 componentes, se transformando na rep. adjunta de SU(N)

Finalmente:

&u[f*ﬂﬂk* SC’(A"\ Depe | 1\ it e (- IV Ve,
i3

(-

fatores g e -i incluidos na definicao
dec

C fAdjunta de SU(N)

Anti-comutam (estatistica de férmions)
_ Relacao spin-estatistica errada!l
Escalares de Lorentz (spin 0)

L—1 7 Fantasmas (Ghosts) de Faddeev-Popov

Cow = W= I z\(—%“a‘_?}(g‘“‘“ YAY c.
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_ abe o
(eq. 194.1)

g/\JN —
Termo cinético: C )'C q
6/' o o X\ Interacdo Ghost-Gauge

. *\)u_ _LL(AL-
<L‘“(x\€%®> :S& A e

_ oc o
() K Z\Q DA Ce

P ‘ -
P |(eq. 194.2) R = ? y
(Espago dos momentos, Mink) ,L"; “ T 25 P

Acoplamento de gauge &f&_/jj( eq. 194.3)

(Espago dos momentos, Mink)
Com isso em mente, temos:

: SJ\c &ym rLePe

Z[B‘]:% DA DD \S(H/Dfﬁ

Esta d é tratada da mesma forma que o caso abeliano, e temos para uma fixagcao genérica:

S(em )= SV A -w)

A\ ' S'S'
Basta multiplicar Z pela identidade N(%\ ?\A e g &g — /]
K’\/

Escolhido de forma a garantir a ident.

E fazer a integral em ® usando a delta:

. J‘\( &‘/M hi_ch_ 2
2[3} < %\ ?/{J\DEDQ ¢ 8 EXP LS)‘IK ~Qi‘i\>

*5
KJ 5
Absorve as normalizacoes Cg\,(,]:

(Gauge Fixing)

Podemos inclusive incluir os férmions para a Lagrangiana final:
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L= A(EN _..@ AY + VP« E(-070)e
L (eq. 195.1)
N \ o, N
l]:{\[aH“L\XAIJtB;W
S ia )
aC L
Lembrando que ainda restam indices escondidos nos férmions: ]

. Depende da rep. em que 0s y se transformam
\{J ¢ \tJ v :P‘ \G ﬁ \\) \\JA. \Q { \P (esta forma é para a fundamental)
| l —/L——-b indices espinoriais

indices da representacdo em que os férmions se trans-
formam (neste caso a fundamental de SU(N) (A,B=1...N))

o N a(-c qq_
‘V:DHAJ—bvﬁ:LBV AV

As regras de Feynman da parte fermiénica nao mudam muito, basta lembrar que temos um
numero de férmions igual a dimensdo da representacao do grupo. O propagador s6 muda para incluir
o indice da simetria interna:

M N kG- N
<o B P2 7Y 5 <T%T\'z> W

P — &(P"'MXSAV

A0+0

hy
PT=m*+ 1€ (eq.195.2)

(Espaco dos momentos, Mink., Iy = Diag{1,-1,-1,-1})

Uma vez fixado o Gauge, podemos obter o propagador para os bésons de Gauge a partir dos

termos:
<DHA3—5vﬁ: ( YA o )

N _ X “\"\
1‘[;A(3”D 3 A _;_S(AHA )}
b [3 A gm0 3R - AT (3 3N /ﬂ
— SJ*V\ %LAJ[%WD*-(,\_—/‘\A};V

—¢—>temos que inverter este operador
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%s 3, yphﬂ_l (%) ¢ [BWDL( ASJ,AV}AM\Q“:X

(W )“ (Y’

(.f\T)\ (aw)’ l

=Ei§ ﬂz'&"( 2) mﬂ« %5 oy - f%l],&”u-v/_&\

Este operador tem inverso e podemos mostrar que este é:

4 ! 9 —i e * ~ AN _;L%Q(
=§5w 9y TR N By e aw(kh—(i-ﬂj"‘-ﬂbv}f\ (€

~y

~ ol N N o b
DU T o o e

(eq. 196.1)

(Mink., Momento)

A interacao dos férmions vem de (assumindo que se transformem na rep. fundamental):

— X ¢ ,\m\\t) =D X—\\TA\Q“A:tE 2

AANE T "‘X& G

(eq. 196.2)
(Mink., Momento)
Temos ainda al i — j— ="\
guns termos provenientes de ([’N N
A Fm\i_ 4(> CTNON alec or B(DH 5y «qlaAq;fA&v )
__7( )L — NEAN B P 2& — ﬁ 4—6 =
h‘qp termos com A> , ja levados em conta no propagador
N W/ QL alrc g J
AL BT oy PR AT O
\ L__’_//—\J
Na—V Q,——iﬂ(.; (_-'\’9( Q,‘_,pqr; - c Na—V | v C
N NN UL-c‘ ‘edy
BV A,» Ay D\’ /““\H)FBV A,: Ay ZSV LALJ—_— .
LU — | “AAAR
/\/\AAA -
_ A Y WY s “Q’CA%AL G 2y
=21y At s [TATA TR
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) XIS ), S VF S AP S, -
EHCAITATD = (ke ey
- ol vy
ol Ky
P

—! \
SR o (g Ma “ 1
e

Sg - 69;_

! -

:M J;l %

|
2}5’/J

\lo‘ wOc
P;) X v&? ’ [XN (k—p}y1—2;')(()-‘\\)’4-“6”("\-@:.3\)1
(Mink., Momento)

0 v e (eq. 197.1)

Seguindo a mesma logica, obtemos o acoplamento qudrtico (sao 4! contragdes, mas somente

6 delas sao diferentes e se repetem 4 vezes, o que some com o fator 1/4 da Lagrangiana):
N c e wce Q_,.()e
:—LB V V (BPP V‘—’__BNOJBWB ( r )“l )"T NG NP

+Vm(w(2§w o W\X

O\‘H Q"_\\) mq-"e

o

(Mink., Momento) (eq. 197.2)

Ghosts e Unitariedade

(Peskin 16.1 e16.3; Ryder 7.7)

Ja vimos que precisamos introduzir os FP Ghosts para resolver um problema introduzido pela
invariancia de Gauge da Teoria, mas eles tém uma outra fungao, que ficard clara se calcularmos o se-

guinte diagrama:

r\g—:\ integrais no espaco de fase dos dois bésons de Gauge

1- &Iﬁ@%= 5T |Xi\l

O teorema 6ptico nos diz que:
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que, em LO, recebe as seguintes contribuicdes:

(b) ()

Portanto é interessante estudar os trés diagramas que contribuem para esta amplitude. Os diagramas
(a) e (b) somados nos dao:

. v kd ¥ e\ = N oo A, ‘6‘ 'l:,"'
i [N GUDEIY = (i) Wmﬁ oo +
M

A - NG
~ X
il SRS SR QWIRNSTUNNON
y —h T
Podemos nos perguntar se estes bosons de Gauge, que nesta amplitude sao particulas exter-
nas, satisfazem identidades de Ward assim como faziam os fotons:

subtrai zero

L_r_\) L(V—msue\:o

AL EW = T ; VRGNS

S S

Y Y-
ro(F (—ﬁ ) =y U

ﬂ“k W )

N /\K}I‘:\r %:((OUD 9’&9\\] = (—La\l G(EI-\S i“/:'\ﬁ\ﬁ t‘k tL v _L_\’— X\"’ ﬁm E\L(P) %:((OLD
\'/\/—\-/——/
N o ] N alre C
- e e = Y (T Y% O

O que seria zero no caso abeliano, mas nao é zero para o caso nao-abeliano.

W & &Qf
A N L Gl R,y = ”6 (A \@” £ wm g

cl(a)+(b)

(eq. 198.1)

Isto representa um problema, pois nos diz que a probabilidade de produzir bésons de Gauge
com polarizacoes longitudinais é diferente de zero (uma das coisas que a identidade de Ward fazia
era impedir isso) e argumentos simples de relatividade nos mostram que bdsons vetoriais sem massa
s6 tem duas polarizagoes fisicas (as transversais). Vejamos a contribuicao do diagrama (c):



&,
(Y . A .
s Teoria Quantica de Campos |l
-A-Jg

M ) €5 = & AIW(P) 1154 \LU’}& \6»(“(4\69(%\ > @

Mmur L?) RN +?5 " ey - Y +2\ (ks - S\VJ
A Ni Q:‘(Oc,,\ by - & A'F(E) Y v %[P}t_,t?\e’;(%\ Jo = -k, - e

T et Uyl V]
(- [t okt bl bl b, 3]

.

. %4»’( eyt oyt O‘ﬂ\P — ! ( P Y Oy SOl + oo, +

SN S G EN]
NN GTENY

My - B e [ sy -h:)]

(eq. 199.1)
Se dermos uma “acoxambrada” assumindo que o béson com momento k; tem polarizagao
transversa:

-
(1) J(fe’,",(ﬂq\ = ﬁ?,,p 6:5 (44} = O (o que nao é justificavel por enquanto)

E usarmos: /f ACPY = APy

() th{ =0 (on-shell) PR, =~ Py

(3\’-\;’((7-;-3\6\/,’62))) UCP})\G(&\ CF"’ﬁ\ WY = A (w-m ) W =0 (egs. de mov)

j’(s: f+ P—!—
Obtemos:

M S by - 4 AwP) U e 4 \ N [\K"’N&g Ly Ok ﬂ

(ny, © ) (O

(c)

NY .
A Mc Q_‘_‘;,"‘(OLA L,\\l = AX\;{E) X\P X WU)B g P(!q\ (mqr

(eq. 199.2)

Esta contribuicao cancela a polarizacao nao-fisica da equacao 198.1, mas a suposicao que fi-
zemos acaba impondo aquilo que queremos mostrar (que a chance de produzir um béson de Gauge
com polarizacao nao fisica é zero). De fato, se voltamos no diagrama, em que come¢amos:
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vemos que presenca de todas as polarizacées nos diagramas “cortados” esta ligada ao fato de poder-
mos somar sobre todos os quatro graus de liberdade dos bésons de Gauge virtuais. O que esta faltan-
do neste cenario? Como podemos ver que existem de fato sé dois graus de liberdade fisicos?

Usando regras de Cutkosky, podemos substituir os propagadores dos bésons de Gauge por:

‘&Nv — - Lb,ﬂ (ATR) QL

o+ i
! wAPTN T
I;Df,i\ 1: )V\Baﬂram’ c’\)v\ )rﬂL
Definindo:
= (ﬂ('u/ (K' S = Z: - O A\ o
G C_’ﬁ ﬁ’@/%\
o —> eram o mesmo espaco que
6—“)’_ ( O& \ EL— paralelo a Q(u E‘J; :@lo‘b’%
\SI( M'\ E ]9(,\ e junto com as duas_polariza¢des trans-

versas formam uma base para qualquer

—p o T B (polarizagéo
6 = ( /QL\ ) \ &( \ paralelo a (ﬂno) -L-)
NP /AN P Y

T S
Al = 6 €, = é/kf& € e -€-€,20 £he =1
C@*\=(e”) =

(defini as duas polarizacées nao fisicas de forma que sao tipo-luz)
é/_\ 73” = 6; 6;* + 6;6\, § 6,,) ék\) (completeza)

T T

M= LY (eder <% R
o~ A
(ever vette - Tl )T
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O que mostramos na 199.2 (somada com a 198.1 é que)

/ Ty +ﬁF

\ @B = O E-V U =0
+ X

polarizacao transversa para k1 @ Uﬁ U"“—B

O mesmo vale para:

AM e oy e = A M T*‘m\e By O

. T .
Portanto todos os termos que misturam €; com t sdo nulos.

Os termos envolvendo sé polarizagdes transversas nao nos interessam no momento, eles sao
a contribuicao fisica que nao nos causa espanto, sao os termos abaixo que nos causam problemas

)\{: 1 C;MB(&TQ} +é,7'*6,§ \(6-\;‘6;, *‘ét,*ﬁo:B(;\)vQPV) <
>

I

I
pi= v
/%\

(n‘
< |

*
<m-;
\_/
S
;‘\7
M
N +
M\
L
+
1=
/%\
(n‘
< +

%
M
< |
\_/
O
;Z:a
Q
M

L
Q)
N

\FDM!J (eq199.1)

P Prrps _p> /
- AwP}\(‘p* w)& \»'(“‘4\( W‘ ‘m‘g ?S(h\&_’il NN

Q

pag 199
estes termos sobrevivem agora

£ este termo cancela com a linha de cima
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/)
NN

abc
Y - x 4% Y— ¢ - v P
SR COY= (@T A«r{ﬁ) ¥, ¥ w)&%%\@ (e P by b

(k=€ @m\)
(e+”~€:, _ 1\

et 57@‘}; A‘Gze) O wm@f\ _—

N

WA PT
A contapara A )v\ € e (Lq\ Co- (’km_\ é analoga, e os termos que trocamos + por -
equivalem a uma troca de k; por k,, obtemos entao:

M3 (A“"Em* U \ N MB(A {PW“H\)‘(M& \ L 18

— y
De fato: ~(FHY h> W= Q  (pg 199, cond (3)

LAANCI

logo: ~r(EY (Fy+tes ) W= 0 = Y H W) 0 K ey

este termo é igual ao primeiro (k;* = (k; + k,)?)

PU= (o 0 1 1) et w2 1)

Esta expressao mede a contribuicao dos estados com a polarizacao nao fisica para o espalha-
mento elétron-pdsitron. O ponto chave que queremos notar é que este espalhamento também rece-

be a seguinte contribuigao: l’ P Guost

P

Que também pode ser calculado usando o teorema éptico:

(eq. 202.1)

kin o
K Z’l . _ . % ol
i AL Ly | ‘)

que é igual ao primeiro fator de 202.1. De fato, o segundo fator vai ser obtido pelo diagrama com os
Ghosts no estado inicial e os férmions no final. No entanto quando combinamos as duas partes é
preciso incluir um fator -1, porque os Ghosts tém estatistica de Fermi. Isto significa que o loop de
Ghosts cancela exatamente a contribuicao das polarizagdes nao fisicas do Béson de Gauge:
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c
l’_<-~\
€

Este exemplo nos indica que os Ghosts agem como graus de liberdade “negativos” e sua uni-
ca fungao é cancelar as polarizagdes nao fisicas dos bésons de Gauge.

Este cancelamento nos loops deve estar ligado ao mesmo tipo de cancelamento nas pernas
externas, fazendo com que nao seja possivel observar nem Ghosts nem bésons de Gauge com a pola-
rizacdao indesejada. Isto nao fica claro no que fizemos acima, de fato nem fica claro que o cancela-

mento acontece em qualquer diagrama. Para melhorar isto precisamos explorar uma simetria menos

Obvia da Lagrangiana, a simetria BRST, o que faremos mais adiante. Antes disso vamos olhar a renor-
malizagao de teorias de Gauge no caso nao-Abeliano.

CorrecOes radiativas em teorias nao-Abelianas

(Peskin 16.5, Ryder 9.8)
Consideremos agora as corre¢des a um loop para teorias nao abelianas. Assim como na QED,
esperamos que a simetria de Gauge coloque restricdes importantes para que tipo de correcao pode
aparecer e, consequentemente, limite o numero de divergéncias. Comecemos com as corre¢oes ao

propagador do préprio béson de Gauge

Auto-energia do béson de Gauge

Na QED tinhamos:
[ @\ =0 S @ = ({1

a Unica divergéncia possivel era
logaritmica (veja pg 78)

Esta relacao continua valendo, mas nao provamos isso de forma geral. Por enquanto

calcularemos explicitamente, sem impor isso, para ver se funciona no caso nao-Abeliano
a 1-loop.

Até ordem g?, os diagramas que precisamos calcular sao:

férmion oS
@ <~ @ @ @ <
+ + ERAVAVVEER AVAVAN

(V béson de Gauge

uma vez que os tadpoles sao zero:
(proporcionais ao vev de j 2, ver pg 76)
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O loop fermiénico (I) € muito parecido com o caso abeliano (pgs 90-94) com a diferenca de
gue agora temos um gerador t* em cada vértice (regra de Feynman 196.2, e como é um loop, toma-
mos o trago):

{
_ o~ ) vy L x(1-¢ M2 =%
r\N\Q\AA = Te[£7€7] 2 C h <\ BC\T S) ( \(w_m_ax)*"‘/x
vlv \

0

(compare com 94.1) (eq. 204.1)

S Cly o
_E fundamental: CCN\ = ,\/:L

(estamos ignorando o fator u® que apareceria em dim. reg.
por isso teremos Ln(A) por ai) adjunta: C((,—\ = N

- 2 .. A lew(®ye. .. A A ¢
P(l /;.XN g+' A;-/§~ LY G,ﬂ_)‘/k’\/ ﬁl—r \9 Q

{
. g¢¢6(1\4‘ C"\l KN (\N \78 g ~LX("*V~\ r'(l —‘)Yl\
(L\T
W\QW\ Q)//%'

Note que temos um diagrama deste tipo para cada férmion na teoria que interaja com o cam-
po de Gauge. Assumindo que temos n;férmions, todos se transformando na mesma representacao
a contribuicao total para a parte divergente sera:

L(WQ,\M —’“C"\ MV c\w vB S«\“r _G?%_ \—tn{lC(m\P(l —S N\ +. ]

(eq. 204.2)

L‘> Ok! O béson ndao ganha massa daqui. A divergéncia é Log.

Usando 196.1 e 197.1 (faremos esta conta no Gauge de Feynman-'t Hooft, & = 1), calculamos
o diagrama (l1):

add o
a0 e P S

= (4 (&) 3
Onde: > (&)

T e e o o
X [ZVP\Cq + f>><1~\+ XFU"(_P iy H\\v . XU)\/(‘\H’ _(d\\\,,\‘x
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Usando o procedimento usual:
A

A :g}% . L =P v
f (.>+1\L (¥ -a) N = -umnyg\‘

Algebra: P:Q—\{_C\ 3 53‘9 Qﬂ: O j 9\"2"—_—_ B’N%

|

Y .
NV= 3 1 é (’1 ']\ ‘AN "[; \c\l+Q+x\Ll+— 1“1"@-‘\,\(’]-—)\.\;{.D@\-(_Yl-i—}:\
| )
Passando entao para o espaco euclideano e fazendo as integrais em g b"QF .

{
- Ay C&CG-\E g ) AR LS )% (4=
AAA{:\?ZWAA a_ﬁ‘.&\ o A""*"“ Er('l \a a\[b):u) Yl \]Jr

|
Hj(}_%\ Z)Hv 1\[1;()_@ v %(44 x\J r'( &» [(4 YN (1 - H1 “\@-xﬁk
/

(eqg. 205.1)

O diagrama (Il1) é obtido usando a regra 197.2:
)e, Pt

A L,v:i X_P— A ECD_;l X

““% 2\ L)

abeicde, b yG NU’*? nee bge N P ey *\)e L’CG N PE Np G
{ T ST eAE A s

¥ ”a“zvv*(m P2

(eq. 205.2)
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Em dim. reg. & (d — 4) esta integral da zero (veja 52.1 no limite m — 0), mas se quisermos checar a
estrutura de Lorentz em geral (em d — 2 onde fica o polo que indica uma divergéncia quadratica) podemos olhar
a soma dos diagramas (1) e (I11) antes de integrar e tomar um valor para d, para isso vamos complicar

a expressao 205.2:
= —KLQ(@}S\L e 14" a (1) %

Ly ° (4PN

=2 GO | sl e ) )

(1T s

(eq.206.1)

Somando 206.1 e 205.1 temos (considerando os coeficientes dos termos em verde):

(- %) ZB'N"\I (3; {ywm@«\] + [%€‘)~“\M4—w\] = L )0 im0
r\(l _,)/}\ Bﬂv 0\\ (2)‘) _—KA"\\(’] —3(,\11 i—[ik(;—\c\\ + %(14 x\j

57T | =0 somyeny

(egs.206.2)

O que precisamos é que o coeficiente de (b) e (c) sejam iguais (com sinal oposto), e que (a)
desapareca. Mais uma vez o diagrama do Ghost é essencial, calculemos (1V) (usando 194.2 e 194.3):
J <)\
Ju c C Q:ré

o G RN e co’ o
r\(? Q[\/\ (1 ()_—”\\‘\PLU)T(‘\IQBQ P %5(1 PBP

"*L c, '
+
? F> (eq.206.3)

SRETS S“ AN A e wm-qlg

L“m 0

J
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Vejamos primeiramente como isto muda o termo 206.2(a): _(x- AL\L
(@) N ST—
a
(- %) Z)'“‘\l 51 N0t - (e = w((ux\i(:“f& -1 -4 }:
0 N 2
1d-3 -4

— Y (- 13(1—/3 L)

O efeito deste (’I —-/\3 é eliminar o polo em d = 2. Lembre-se (pg. 52) que a funcao r('l - /\ tem
polosem d =2 e d =4, o que equivale a uma divergéncia quadratica (que deve sumir se vale a forma que espe-
ramos para a auto-energia). No entanto:

(T-D-TE%)

Ea fungao r(l’ rl\ sO tem p0|0 em d = 4 (o que equivale a uma divergéncia logaritmica, que é o que queremos).
Assim, podemos trocar 206.2(a) por adicionar uma contribuicao igual a:

v O (2=

Ao termo 206.2 (b):

(b) ]

P gt oot

Se tudo der certo isto deve ser o termo 206.2 (c) com sinal oposto, vejamos como ficou o ter-
mo (c) com a contribuicao do Ghost:

["(n—;{q 0\” ‘\V (C___)p 5[@—*&/}\(1 SN (1 +x\(>—x\]+[vc('l—x\\) -

:—(1‘ \(’\ ey (1O~ = _('1- (1 -2\ -
\/—\/_/—/“
)R W -

Para colocar (b) nesta forma note que estes termos se encontram dentro da integral:

1
SJL Ag—% V(_\&B onde: N\=-<(1- z\l

— 1- %

4 < L w 4‘{,04% ’LT (1-W =
D= Dy = § e f = S

4

, ((Q'KX

!
e
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Entdao podemos fazer esta troca em qualquer um do termos somados. Em particular:

\L—_f\.m+i}_xﬁl+q“—q
—_— = \_‘
X oY o~ — 2

Voltando ao (b):

SN F LS e L (1S +y0C- N (-4 -
=y _@_q-(s—’]BM 3 “_1\4-(6—1\— _5—1\+£
[ | [1/\/\/1 e g

- — —_

vz L/[‘-J/}\ M- +d-) =21 40-1)

:“fwl(’l—/ "1&4f/3+n<) 1 - L1\+ =

1 < B
o~

O\ +
Leg-0)

1 - / w —1
( (D‘ 3 A que é exatamente o termo (c) com sinal trocado.

Logo a soma dos diagramas (l1), (I11) e (IV) nos da:

EORN NG ( v “ﬂ 1)L
Gy ) (I )

) [(1- ) et 3]

(eq. 208.1)

Que tem a forma necessaria para nao dar massa ao béson de Gauge e esta livre de divergéncias qua-
draticas, como esperavamos. A parte divergente da soma destes diagramas é dada por:
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= _'«_“(R C;(@\Z (BM c]‘ - jﬁ(ﬁ P(l—bl\[— {13 HJ _

\
>
/\
(a2
b4
<
v
[
—0C
z
—0
<
N—
4\
F
f
|
o<
%
—
U1
i_ﬂ_/
M
;\
Z
v
g
\./

(eq. 209.1)

Parte dependente de Gauge 3-/}

Lembrando que este resultado foi obtido no Gauge Feynman-'t Hooft (§ = 1). Se tivéssemos
feito o mesmo em um Gauge geral, muito pouco mudaria. Basta fazer a troca:

5)
em 176.1 para obter o resultado geral:

oot e o= -1y ecare-d)..

(eq. 209.2)

w | U1

Funcao f3

Uma vez que facamos a renormalizacao da teoria de Gauge nao-abeliano teremos que intro-
duzir os seguintes contratermos:

A = (1 ?3"“%"2“33“"“53
@ = ~f
/‘é\ - u&tk%“ 3,

Poderiamos seguir a mesma logica usada para um campo escalar nas pags 152-153 e obter o analogo
da equacao 153.1 para o béson de Gauge (uma versio detalhada disso esta nas notas de QFTIl de 2013, pg 177):

\\ (?5\— N\QSB

(eq.209.3)

O mesmo raciocinio nos daria, para o férmion:

{ (3\‘ ‘cl N

A (eq.209.4)
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A funcao de Green de trés pontos nos fornece o contratermo 9, e a fungao beta:
/5\ [/i /g\ //‘%\\][E\MJFNOV\M\A»@\/\/JW[%— + O+ +®%
O _—
O o) ) o6 e P

A l6gica é analoga aquela da pag 153. A equacao de Callan-Symanzik é:

J (y\)
5}\ " ¥ P('&%X e &\é\}ﬁb\ + \(\(z\\k =0

()
As contribuic¢des para S)—(L vém dos contratermos e comecam em ordem g>:

oM

(AN ANy (Ao

&Bgt A 23 . 51 6 - 33

3}6(&\ ? A(W><+X C’O\ l’i A‘B(f\/\/\)(ﬁ—i
L . l\é\}(ub\ \6\.)(‘8\
s P
o[ At a8y g Py L

P('b\ “—3 M_(BBT'\ ('3'\“'13:&%5 'S L-%§3>

ORTEARENEY

(que pode ser comparado com o resultado para a QED, eq 155.1)

(eq. 210.1)
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Agora so resta determinar os contratermos, d; tem que cancelar a parte divergente das equa-
coes 204.2 e 209.2, portanto deve ser (= 1):

S’; _ (‘__‘g__% k‘f Y\R C(’L\ (— ,SC;(@\} '_‘(l __‘)y)_\ _ quais destes termos e incluo em

(47 (N (so mfuenca  fingho fem LO.
SU(F»Q(L\=C(&\=N (6 (RX i \
5. 5[ 560 Lrca | T
2 le 3 (N\x\l ~Yo
(eqg. 211.1)

Para obter 5, temos que calcular o diagrama:

.
— o Gy (N I _(%_\ =GR [k M (k. K
% (! (F*k\L VL ?5 . \ (mﬂ (l N}

Q

——'%—cmM o - M\r(“\ ISW RO NERAR

‘W\ A Oy (eq. 211.2)

parte divergente

Eﬁi&hsré-@—q =[5, = -3 _(‘;Q_C (Y
M (oY (N‘B ) (eq. 211.3)

Resta apenas calcular §,, que vem das correcdes ao vértice, que a 1-loop sao:
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)‘\F 3 J(krtkjclr \é‘\)(ﬁ*-ﬂaw(P*%B%\v
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Podemos obter a divergéncia deste diagrama de forma simples, tomando o limite p grande

nOS casos anteriores haviam dlvergenCIaS quadrat|cas que preCISavam se Cancelar por isso foi tomado um cuidado ma|or)
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(eq. 212.1)

Usando a mesma légica para o diagrama (b), temos:
N,&

,_6 =k -k
) 8(“8\( &@fEB (‘6& %

P.C (QL F\ (- P\
. 6 ?«LL }:6,,9(\4—9:_{)3? "'Z;P('Q _k_'_r\h’ . PF(KL_P_Q\\\)K
?.\ch tQ, tc. L %_Qq\u. ( )_h -~ lUr\ JC
conforme vimos acima
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Finalmente, usando 210.1,211.1 e 211.3: (eq. 211.3)
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Que é negativo para “p Ly < {Il_lll—(-; )
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Férmions na fundamental: C(n) = ”/:_

Teorias que satisfizerem esta condicao terao constantes de acoplamento que vao a zero (as-
sintoticamente) para energias altas, é isto que chamamos de Liberdade Assintética e isto de fato ocor-
re na QCD).





