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(Nastase, pg 147 / Lecture notes, pg 163)

e Por que o campo eletromagnetico precisa de um
tratamento "especial” na quantizacao candnica?

e H3a outros sistemas com esse mesmo problema?

e Como lidar com esse problema de uma maneira
coerente e sistematica?
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O que € um sistema vinculado?

e O processo de quantizagcao candnica de uma teoria exige a construcao de sua
formulacao Hamiltoniana pela transformada de Legendre

L—-H=Y pq —L

OL
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e Precisamos isolar as velocidades nas equacoes: p; =

e Contudo, isso sO € possivel se a matriz Hessiana for invertivel:

- 0°L
- 0Gi0gi

e Se H einvertivel, dizemos que o sistema dinamico é regular




O que € um sistema vinculado?

e Caso H seja uma matriz singular (nao invertivel), dizemos que o sistema dinamico e singular
ou vinculado

: . - __ 0L : .
e Quando isso acontece, aquelas equacoes Pi — 5g7 €m que as velocidades nao podem ser

Isoladas tornam-se equacoes de vinculo

e Temos, portanto, um numero menor de equacoes de movimento do que de variaveis

e O resultado disso € que as solugoes para as equacoes de Hamilton nao sao
unicamente determinadas por suas condicoes iniciais (ha degenerescéncia
nas solucoes)




O que € um sistema vinculado?

e Quantizacao canodnica:
o A estrutura de Poisson nao € bem definida
o Ha uma estrutura de Poisson “escondida” em um subespaco do espaco de fase
(Que € onde realmente acontece a dinamica)

e Quantizacao funcional:
o A degenerescéncia nas solucdes faz com que somemos configuracdes de campo a mais,
que ja foram somadas
o Para isso precisamos restringir o espaco de fase, excluindo essas configuracdes




O que € um sistema vinculado?

Método de Dirac:
e aplicamos os vinculos na Hamiltoniana
e reduzimos o espaco de fase para eliminar as degenerescéncias
e chegamos em um espaco de fase regular

Metodo de Faddeev-Jackiw:
e aplicamos os vinculos na 1-forma canénica do sistema
e aumentamos o espaco de fase para chegar em um regular adicionando novos graus de
liberdade
e ao final, excluimos os graus de liberdade nao-fisicos




Mecanica classica de um ponto
de vista geomeétrico

Por que usar geometria diferencial pra descrever um sistema classico?




Mecanica classica de um ponto
de vista geomeétrico

Por que usar geometria diferencial pra descrever um sistema classico?

Estado fisico de um sistema: (q, p)




Mecanica classica de um ponto
de vista geomeétrico

Por que usar geometria diferencial pra descrever um sistema classico?

Estado fisico de um sistema: (q, p)

e Nao depende do sistema de coordenadas ; ;
escolhido pra descrevé-lo — (¢’,pi) ou (Q", ;)




Mecanica classica de um ponto
de vista geometrico

Por que usar geometria diferencial pra descrever um sistema classico?

Estado fisico de um sistema: (q, p)
e Nao depende do sistema de coordenadas i i
escolhido pra descrevé-lo — (q*,pi) ou (Q*, F;)

e Podemos escolher diferentes sistemas de
coordenadas e mapear um no outro — Q — Q(Q), P = P(p)




Mecanica classica de um ponto
de vista geometrico

Por que usar geometria diferencial pra descrever um sistema classico?

Estado fisico de um sistema: (q, p)
e Nao depende do sistema de coordenadas
escolhido pra descrevé-lo
e Podemos escolher diferentes sistemas de
coordenadas e mapear um no outro — Q = Q(q), P = P(p)

e Esses mapas precisam ser invertiveis e . .
diferenciaveis — Q=0Q(¢,4),9 = q(Q)

— (qzapz) ou (Qza Pz)




Mecanica classica de um ponto
de vista geometrico

O estado fisico de um sistema € um ponto de uma
variedade diferenciavel

A variedade de fase




Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

Variedades diferenciaveis

.. O gue € uma variedade diferenciavel?
“Superficie” / e




Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

Variedades diferenciaveis

—

(dmM=n) M / .
"““"--t.___h_Vizinhanc;as . O que € uma variedade diferenciavel?
' e e Cada vizinhanca pode ser mapeada
"’ | em uma vizinhanca de R"
N *




Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

Variedades diferenciaveis

Vizinhancas ) O gue € uma variedade diferenciavel?

— e Cada vizinhanca pode ser mapeada

| em uma vizinhanca de R"
| ,' e Fazemos isso por meio de sistemas de
—— — -. coordenadas locais (local: valido

Sistema de coordenadas " somente nessa vizinhancga)
‘ -' \ | -

(Qi,Pz') .
@ (qiapi)

- -

Sistema de coordenadas




Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

Variedades diferenciaveis

M r-
;
r
I
L}
[
|
’
L}
i
]
]

\_Vizinhangas O que e uma variedade diferenciavel?

—_— — e Cada vizinhanca pode ser mapeada

| em uma vizinhanga de R"
,‘ e Fazemos isso por meio de sistemas de

——— — . coordenadas locais (local: valido
Sistema de coordenadas / o~ somente nessa vizinhancga)
' | ! | e Mudancgas de sistemas de

(Q 9 Pi) coordenadas sao difeomorfismos
S (q*, pi) (mapa diferenciavel e com inversa

diferenciavel)

l/ Sistema de coordenadas

Mudanca de coordenadas




Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

Variedades diferenciaveis

e A cada ponto p de uma variedade ha um espaco
vetorial associado: o espaco tangente 1TpM

e Se o sistema de coordenadas nessa vizinhanca é x*,
a base nesse espaco ¢é

(55}

| . e Os vetores nesse espago sao decompostos em
| g componentes como

0,
X = XIt——
oxH




Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

Variedades diferenciaveis

e Esse espaco tem um dual, o espago cotangente T, M
e Os objetos desse espaco sao covetores

_ m
o = a“da:

e Por meio de produtos tensoriais desses espacos,
. construimos tensores:
R » T,"M=T,M@T,M®...eT,M & T, M® TyM®. .. T, M

Vv ~~
k vezes 1 vezes

tensor de ordem (k,l)

0
T =T) 1 R....Q

N _. ., .,
M V1Vl Gt O Rdr'®...dx




Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

Formas diferenciais

Uma p-forma diferencial € um tensor de ordem (0,p) completamente antissimétrico

e Uma 1-forma e simplesmente um covetor: X = auda:“

e Construimos formas de ordem maior por meio do produto exterior » produto
tensorial antissimeétrico

dxr? N dx? base de2-formas (da3“ A dx¥ = —dx? N d:E“)

dwﬂ A d.’BV A d,’,E'O base de 3-formas

etc.




Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

Formas diferenciais

A derivada exterior € operador diferencial gue toma uma p-forma e transforma em uma
(p+1)-forma

€ uma generalizacao do gradiente

e escalar f = f(x) — df = % e =V f- -dz

a, .
dx” N dx*
oxV

e 1-forma o = a'uday“ S do =
etc.

operador nilpotente: d2 — ()



Mecanica classica de um ponto
de vista geometrico

e Dinamica de um sistema classico - curvas em uma
variedade diferenciavel
e Evolucao dos estados » funcao Hamiltoniana e
parénteses de Poisson
¢={q,H}, p={p,H}
e A estrutura de Poisson é definida atraves de uma 2-

forma simplética (W)

para a dinamica ser bem definida,

Y . . . 7y e
4 precisa ser uma variedade simplética




Mecanica classica de um ponto
de vista geomeétrico

O que € essa forma simplética?

Dada a Lagrangiana de um sistema, calculamos seus momentos conjugados e sua Hamiltoniana
atraves de

oL
= 5ot

Esses momentos sao as componentes de uma 1-forma da variedade de fase

Di

0 = 0,d¢" = pidg’

a 1-forma candnica,

sendo as coordenadas unificadas da variedade de fase: £# = (qi, pz-).




Mecanica classica de um ponto
de vista geomeétrico

Se o sistema for regular, os momentos sao todos independentes entre si, 0 que resulta na sua
derivada exterior sendo

W = dpi /\ dqi - a 2-forma canoénica.

Em forma matricial,

w = w,, d&" N d&”
sendo
_dqi_ 0 _Inxn-

der =
5 _Inxn 0




Mecanica classica de um ponto
de vista geometrico

Nesse caso, a 2-forma candnica obedece duas propriedades globais (independente do sistema de
coordenadas)

e Elaéfechada dw = (
e Ela é ndo-degenerada det Wy ?é 0

Uma 2-forma que obedece essas duas propriedades € dita uma forma simplética.

A variedade de fase de um sistema regular, portanto € uma variedade simplética.

Essa forma simplética gera naturalmente a estrutura de Poisson da variedade de fase
da seguinte forma:




Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

Estrutura de Poisson

se W simplética % (det Wy + O) entao Wuv € invertivel

Podemos definir o seguinte campo tensorial W pelas componentes de sua matriz inversa:

0o 0
L % 5% __
W dE" NdE — w e e W

vp __ P
Wyw P = 5#



Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

Estrutura de Poisson

Of Og
ogH g

Propriedades deste objeto:  W|[f(§), g(&)] = w"”



Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

Estrutura de Poisson

Propriedades deste objeto:  W|[f(§), g(&)] = w"”

e Ac&o navariedade de fase: C'°(]

) x C°(

Of Og

F) — C>(F

ogr 0g”




Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

Estrutura de Poisson

Of Og

Propriedades deste objeto:  W|[f(§), g(&)] = w"”

* Acéo navariedade de fase: C'°(F) x C°(F) — C*°(F

o Antissimetria: W|f(&), g(&)] = —Wlg(£), f(£)]

ogr 0g”




Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

Estrutura de Poisson

Of Og
ogH g

Propriedades deste objeto:  W|[f(§), g(&)] = w"”

* Acdo navariedade de fase: C(IF) x C*(F) — C*(F) — W|[f(&), g(&)]

o Antissimetria: W|f(&), g(&)] = —Wlg(£), f(£)]

* Bilinearidade: W(f(¢), ag(§) + Bh(§)] = aW([f(£), 9(£)] + BW[f(£), h(£)]



Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

Estrutura de Poisson

Of Og
ogH g

Propriedades deste objeto:  W|[f(§), g(&)] = w"”

* Acdo navariedade de fase: C(IF) x C*(F) — C*(F) — W|[f(&), g(&)]

e Antissimetria: W[f({),g(f)] — —W[g(f)a f(g)]
* Bilinearidade: W|[f(§), ag(§) + Bh(&)] = aW|f(£), 9(§)] + BW[f(E), h(E)]

* Regrade Leibnizz W|f(), g(§)h(€)] = WIF(£), 9(§)|h(£) + WIF(£), h(£)lg(E)



Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

Estrutura de Poisson

Of Og
ogH g

Propriedades deste objeto:  W|[f(§), g(&)] = w"”

 Acdo navariedade de fase: C°(IFF) x C®(FF) — C*°(F) — W|[f(£),9(&)] = h(§)
e Antissimetria: W[f({),g(f)] — —W[g(f)a f(g)]
* Bilinearidade: W[f(£), ag(§) + Bh(£)] = aW|f(€), 9(§)] + BWf(£), h(£)]

* Regrade Leibnizz W|f(), g(§)h(€)] = WIF(£), 9(§)|h(£) + WIF(£), h(£)lg(E)

* Identidade de Jacobi: W[f(£), Wlg(€), h(&)]] + W h(E), WIf(£), 9()I] + Wig(&), Wh(E), f(£)]] = O



Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

Estrutura de Poisson

Essas 5 caracteristicas sao a definicao de um paréntese de Poisson

o0f Og

{£(€),9(8)} = OEH OEV




Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

Estrutura de Poisson

Essas 5 caracteristicas sao a definicao de um paréntese de Poisson

o0f Og

— )MV

Substituindo as componentes da matriz simplética, L = 0 —Inxn W — 0 Insn
: _I’I’LX’I’L O _ __Inxn O




Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

Estrutura de Poisson

Essas 5 caracteristicas sao a definicao de um paréntese de Poisson

o0f Og
, = wh”
{£(€),9(8)} OEL OEY
Substituindo as componentes da matriz simpléetica, Wy = 0
_Inxn

of ., 0g {81’ @] O 1113

{f,9} = oer e

_Inxn

__Inxn

ITLX’I’L




Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

Estrutura de Poisson

Essas 5 caracteristicas sao a definicao de um paréntese de Poisson

o0f Og

— )MV

Substituindo as componentes da matriz simplética, L = 0 —Inxn W — 0 Insn
8 _Inxn O i __Inxn O i

2
(f.gh= 9 w09 [of 2] Do |oe| —0f B9 Of Og
I e aer 1 of |%| O¢' 9pi  Opi I¢’




Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

Estrutura de Poisson

Para a quantizacao candnica, precisamos dos parénteses de Poisson
fundamentais:

0", 08"

0E° 0EP

:w,ul/

{¢",¢"} =




Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

Estrutura de Poisson

Para a quantizacao candnica, precisamos dos parénteses de Poisson
fundamentais:

|24
o, 08

W

0E° 0EP

= wM” - sdo as componentes dainversa
da matriz simpletica

{¢",¢"} =



Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

Estrutura de Poisson

Para a quantizacao candnica, precisamos dos parénteses de Poisson
fundamentais:
oEH o0&
{€H; €7} = 85‘7 w? (‘fp — wM” - s80 as componentes da inversa
3 3 da matriz simpletica

explicitamente,

v 0 I n K ' .
W= 0 {¢5¢’} =0, {pisp;} = 0, {¢";p;} = 9

Inxn




Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

Estrutura de Poisson

Para a quantizacao candnica, precisamos dos parénteses de Poisson
fundamentais:

ok, 0¢" N |
R eV} = w? — wh” > sédo as componentes da inversa
&% € 56" Bes
3 3 da matriz simpletica
explicitamente,
T i, o i i
U=, 0 {¢';¢’} =0, {pi;p;} =0, {g";p;} = 9;

(mas isso nao € verdade em qualquer sistema de coordenadas)



Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

O teorema de Darboux

Essas formas dos parénteses de Poisson

_ O0f 99  Of Og i, 1 S Loy L — §t
9t = 550~ B Bat” {¢5¢’} =0, {pi;p;} =0, {¢";p;} = 03,

nao sao validas em todo sistema de coordenadas. SO agueles em que a 2-forma candnica tem
Ccomo componentes

O _Inxn
Lxn 0

W = dpz /\ dqz Wyy —

mas como demonstramos antes, a dinamica de um sistema nao depende do sistema de
coordenadas - transformacodes pra outros sistemas mudam as componentes da 2-forma

candnica



Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

O teorema de Darboux

Para que essas equacoes facam sentido, € preciso que em todo ponto da variedade de fase sejamos
capazes de encontrar um sistema de coordenadas em que a 2-forma candnica figue assim

O _Inxn
Inx'n, O

W = dpz /\ dqz Wyy —

Em um sistema regular isso é garantido pelo teorema de Darboux.

Teorema de Darboux: Toda variedade simplética admite em todas as suas vizinhangas um sistema
de coordenadas canbnico, em que a 2-forma candnica toma a forma

w = dp; A dq’.



Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

O teorema de Darboux

Nao temos problemas em quantizar sistemas regulares utilizando a prescricao

{¢"(@), 7,(9)} = 0,8°(@ — §) — [¢"(F), 7, (9)] = ih18,6°(Z — 7)

pois estes tém uma variedade de fase simplética, portanto obedecem ao teorema de Darboux e
pode-se sempre achar um sistema de coordenadas em que os PP tomam essa forma.



Mecanica classica de um ponto de vista geomeétrico

O teorema de Darboux

Por que nao podemos aplicar essa prescricao para o campo eletromagnetico?

oL
O campo eletromagnetico nao € um sistema regular, sua matriz Hessiana, HW — . :
é singular: OArOAY
det H,, =0

Isso faz sua variedade de fase nao ser simpletica » nao conseguimos encontrar um sistema de
coordenadas de Darboux e também nao podemos definir uma estrutura de Poisson

Precisamos modificar a variedade de fase de alguma forma pra que isso se torne possivel



Geometria simpléetica de campos

Para estudar a estrutura geomeétrica da variedade de fase de um sistema com infinitos graus de
liberdade, precisamos fazer algumas alteracoes

Em um sistema com graus de liberdade finitos, cada ponto de [F' & um numero (ou uma colecao
finita de numeros)

Em um sistema com infinitos graus de liberdade, cada ponto € uma
configuracao de campo, uma funcao (ou uma colecao finita de funcgoes)

qi — ¢%(x), pi = ma(z) Hz) = To(x)




Geometria simpléetica de campos

0
Isso faz com que: X =X* PV > X = /dgil? Xﬂ(x)
e Derivadas - derivadas funcionais f
e Funcdes - funcionais
e Somas - somas+integrais

5
0¢H ()

a=o,df! = a= /dgac a,(z)dEr (z)

| omitindo as integrais

Pra nao deixar a notacao carregada, 5
vamos omitir as integrais (assim como ja X = XH o = O 65“
omitimos as somas nos indices) 5{# f

: 1-forma
campo vetorial



Geometria simpléetica de campos

A derivada exterior € calculada como uma variacao de um funcional

a=qa,df" = a= /d3w a,(x)éEH (z)

0o, ()

da =
6&¥ (y)

O, dE¥ N dE —s So — /d3wd3y 68" (y) N 6&H ()

0/

oo = 0 B SEY A SEM|  derivac
—_— - erivada exterior




Geometria simpléetica de campos

A 1-forma candnica em um sistema de coordenadas candnico se torna

0 = p,dg’ — 0 = /d?’w mo(x)dp%(z) — [0 = 7Ta5§ba

a 2-forma candénica

w=df=dp; Ndq" = w=60= /dga:dSy 528%(Z — §)omp(y) A 6¢%(x)— |w = Iy A 6P

e 0s parénteses de Poisson fundamentais

{£4,8" = Wt {§"(z),&"(y)} = W (z,y)
{¢',pi} =0 — {¢%(x), m(y)} = 030°(Z — ¥)



A geometria de sistemas vinculados

Para um sistema regular, as equacgoes T, — 8.5 nao geram equacoes de vinculo

Heha

Portanto os momentos sao independentes entre si, e ao derivar a 1-forma
candnica

0 = m,00"

temos

50 = 61, A 6% = w




A geometria de sistemas vinculados

Em um sistema vinculado, contudo, alguns dos momentos candnicos podem ter uma
dependéncia nas coordenadas ou em outros momentos, o que faz sua derivada exterior
ser

0T g - O0Tg .
o0 = (&rbém’ "5 9 ) A 0g

A 2-forma resultante desse processo se torna singular, nao invertivel

w=0900 — detw,, =0

Nao temos, portanto, uma estrutura de Poisson bem definida, pois a
matriz inversa nao existe

(6"(2),6" ()} # W™ — {d%(Z), mp(Y)} # 636°(Z — ¥)




Método de Faddeev-Jackiw

Pra resolver esse problema, utilizamos do fato que uma matriz degenerada possui
necessariamente autovetores cujo autovalor é nulo

WX =0

prova-se que para cada autovetor X, temos a sequinte equacao

SH
_ /,l, .
X=XV =0

gue é o que definimos como uma equacao de vinculo do sistema. Cada X é denominado
um vinculo dinamico, pois resulta da Lagrangiana de cada sistema




Método de Faddeev-Jackiw

Para incluir esse vinculo na dindmica do sistema, aumentamos o espaco de fase
adicionando um novo grau de liberdade,

gu — (¢a7 Tay ’LL)

e estendemos a 1-forma candnica adicionando esse vinculo

01 =0+ you = 7,00 + xou

calculamos sua derivada exterior funcional e definimos uma nova 2-forma candnica

w1 =067 =00+ ox N\ ou = w ggéﬁ“/\éu.




Método de Faddeev-Jackiw

Se essa nova 2-forma for regular, entao a matriz se torna invertivel, podemos definir uma
estrutura de Poisson

{€"(2),8" ()} = vy’

onde os parénteses de Poisson envolvendo o grau de liberdade nao fisico € simplesmente
ignorado e os restantes determinam a dinamica do sistema.

Caso a 2-forma resultante desse processo ainda seja singular, o repetimos iterativamente
até que ela se torne regular.

Existe um tipo de sistema vinculado em que esse processo precisa ser ligeiramente
modificado, um sistema com liberdade de gauge » veremos como isso se dacom o
exemplo do campo eletromagneético




O campo eletromagnético

Partimos da Lagrangiana

1 .
L= _ZFWFW g = diag(+1,-1,—1,—1)

calculamos os momentos candnicos
- nao depende das

8,6 ﬂ-i — FiO — 82140 — 8OAZ coordenadas nem de outros

™, — M, = F momentos
p : 7 10 _ —
814'“ {ﬂ-O T FOO T O - gera uma equacao de

vinculo
e montamos a Hamiltoniana

1 1 ..
H = 57’('2'71'2' — 7'('@(8@140) - ZFZ]FZ']'

y



O campo eletromagnético

Como mg = 0, nossas variaveis candnicas sao
¢ = (A°, A", ;)
e a 1-forma candnica
0 = m,0A" = mi6A" + 05A°,
entao

w =00 = dr; \SA"

matricialmente,

0 0 0 detw,, =0
W (T, y) = 0 033 —1au3 53(5 — ) a 2-forma canénica é singular.
_O IS><3 03><3 | ‘



O campo eletromagnético

Partimos para a primeira iteracao do processo, o autovetor dessa matriz com autovalor
nulo e

a(x) SH
XH(z) = 0 — X'uég_ﬂ
0

- - equacao de vinculo

— a@im =

O vinculo que encontramos € simplesmente a lei de Gauss
T __
82'71' =0

lembrando que

—

mn=FY=F" 5|V-E=0




O campo eletromagnético

Aumentando o espaco de fase, adicionamos o vinculo na 1-forma candnica,
01 =X, + 8@7‘(’@5’&,

e em seguida calculamos a derivada exterior

wn = 88y = b, N OAT 1 (o ) oy A du

ox

matricialmente,

0 0 6 o0
P = det w =0
0 O —1I 0 1,uv

Wigw = | 33 33 53(53' —y) a 2-forma candnica
0 Is.3 0343 V continua singular.
0o 0 -V 0.




O campo eletromagnético

Calculamos novamente os autovetores com autovalor nulo dessa matriz

-
v SH
i@ = [V o XIS = 9,80, = — 8,0, F = 0
0 0§ —
 B(z) -

A equacao de vinculo € uma identidade:

entao nao e possivel adicionar na 1-forma.




O campo eletromagnético

Esse problema sempre acontece com sistemas de gauge, pois a Lagrangiana tem uma
simetria interna. Mesmo impondo todos 0s seus vinculos ela continua apresentando
degenerescéncia nas solucgoes.

Para continuar, precisamos fixar um gauge, gque iremos impor na 1-forma assim como
qualquer vinculo

X1:AO:O

auge de radiacao: AO:O,V-JEZD: .
Gauge d diac Xz:&iAZ:O

Novas variaveis canonicas:  £H — (AO, Ai, iy Uy U, ug)

1-forma: 609 = 01 + A05u1 -+ 6‘Z-A735u2,




O campo eletromagnético

9,
oz’

2-forma canoénica:

w2:w1+5A0/\5u1+( )5Ai/\5u2

em forma matricial,

0 0 0 0 1 0
6 O3><3 IS><3 6 6 V
6 Isw3 0O343 V 6 6 8. essa matriz é regular
W my; aj’y — . 6 L — y
wABY =105y 00 of © Y 7 e w2 = [det(V7)]*
1 0 0 0 0 0
0 0 O

0 -V 0 ] ‘



O campo eletromagnético

Quantizacao canonica

Para encontrar os parénteses de Poisson, precisamos inverter essa matriz (Que contém
operadores, portanto sua inversa vai conter funcdes de Green)

0 0 0 0 1 0
0 O3y  Msys 0 0 -V/V?

[w2,,u1/]_1 _ 6 _]\{3><3 03><3 _V/V2 6 6 53(55 o g)’ MZ R 5 . 828]
0 0 V/VZ 0 0 1/V? J tJ V2
1 0 0 0 0 0
0o Vv/vZ2 0 -1/V? 0 0




O campo eletromagnético

Quantizacao canonica

Temos {&H, €Y} = wh?,

entao ignorando os graus de liberdade nao fisicos do sistema, os unicos PP
nao-nulos sao

{41, 1), m(5 1)} = (6 8;523' )8%(@ - )

que € exatamente o resultado esperado. I



O campo eletromagnético

Quantizacao funcional

Podemos também fazer a quantizacao por integral de trajetoria a partir desse resultado.

O procedimento consiste em calcular o funcional gerador do sistema (agora regularizado) em
um sistema de coordenadas canonico:

7 = /Dﬁeis[ﬂ = /DEGXP {’i/d437£(§)}

Para fazer a mudanca de coordenadas do resultado em que chegamos para um sistema de
coordenadas candnico, temos

§— ¢ De — | det 25

D¢ — D¢’ “ B Pt

y



O campo eletromagnético

Quantizacao funcional

Mas sabemos que

_ogr o
pv o 8€y po 851/

w’uy%w

entao
'p

g %)

det w),,, = det ( T

) det w,, det (




O campo eletromagnético

Quantizacao funcional

Mas sabemos que

, 8€Ip 8&-/0

Wyuy —7 wW — 8&:“ W po Bg’/
entao
/Ip 8&-/0'
det w),,, = det ( )det W, det ( - )
N—— 85“ N e’ 8€

=1 [det(V?2)]?

, 0 I
W. . =
HY I 0




O campo eletromagnético

Quantizacao funcional

portanto

D¢ = det(V?)DE’
Z — det(V?) / Dg' exp { / d'2L(e)).
Outro detalhe € que para esse procedimento consideramos a Lagrangiana candnica

L(&) — H,Méu o Ha

que No espaco de fase aumentado se torna

.. . 1 1 .. I
E(&) — 8Z7TZ’LL —+ 7'('7;AZ -+ AOﬂl —+ 87;147"&2 — 57‘('7;7'('2' — 7'('@(8@140) -+ ZFZ]Fij.



O campo eletromagnético

Quantizacao funcional

Utilizando a identidade do delta de Dirac funcional,

olg] = /Df exp{ —i/d4xfg},

integrando nos momentos e fazendo um bocado de manipulacao, resulta

Z = N det(V?) / DA exp {z / d%( _ iF’“’FW) }5[&;#],

que tem a forma

Z = N det(V?) / DAPES 6] yunge],

a mesma encontrada em Peskin and Schroeder, pg 296, porém com o gauge de Lorentz. ‘
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Muito obrigado!




