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Introducao

@ Supersimetria: extensdo do grupo de Poincaré.
@ Introduz geradores fermidnicos Q.

@ Algebra basica: _
{Qu. Q3) = 20",y (1)

{Qu, s} = {Qa, Qg} =0 (2)
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Numero de estados

Para representacoes de dimens3o finita:
Ny _
Tr((=1)"F) = ng — ng. (3)
Operador nidmero fermiénico:

(-1)"B) = 1B), (~1)"|F)=—|F). (4)
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Demonstracao

Natureza fermidnica de @, implica:

()" Qu = —Qu(-1)". (5)

Logo, _
Tr((—1)"{Qu, Qa}) = Tr((-1)" 20" . P,) = 0. (6)

Portanto ng = nf.
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Acdo de Dirac para Espinores

A acdo de Dirac para espinores é dada por:

e = i [ atx (Taio™ 05 + 5 (0w + Ta5) (1)
Isso leva as equagdes de movimento:
"B Ompg = iMP®, o amwﬁ Mg, (8)

Dwoc — MQwa (9)
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Graus de Liberdade e Acdo Bosonica

Das EOM, restam dois graus de liberdade fisicos:
G 00 =2 gl (10)

Para igualar aos graus de liberdade férmicos, usamos um escalar complexo

© =1+ ip.
Ac¢3o bosodnica:

Sg=— / d*x [Ompd™ 3 + M| (11)
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Equacdes de Movimento

As equacdes de movimento para os campos bdsonicos s3o:
Op = M?p, Op= Mg (12)

A acdo total:
S=5+SF (13)

é invariante sob transformacdes supersimétricas.
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Notacdo, Espinores e Matrizes de Pauli em 4D

Espinor de Dirac em 4D:
Ve, Py (%, 0) — Weyl espinor esquerdo
Vp = _ onde _

XO{

y184

X% : (0, %) — conjugado de Weyl direito

Caso Majorana:
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Matrizes de Pauli 0™.:
af

e R e G R G R (VR

Relacao entre 6 e o™:

gmaB = g4 B0 U[;',’-Y (15)
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Transformacio entre &, e £°:

fa=eap’ | £ =e"g (16)
com

—et? =E10 = —€91 =gl =1 , €11 = €22 =ell=¢2 =9
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Transformacoes SUSY

Sob os pardmetros SUSY £%, €%, os campos transformam como:

5P = V28 o, P = V2L (17)
00t = iV20MEYDmp — V2ME, (18)
3" = iV26™ 0 Omp — V2ME (19)
Onde: o
6 =£"Qa +&Q% (20)
[6,, 0¢] = —2i (not'€ — Eati)) O (21)
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Algebra SUSY: On-Shell

O comutador de transformagdes SUSY gera uma translag3o:
56, 0g)e = 2i(§10™& — &0™E)Omp = 20pp (22)
Similarmente, para 1., até termos que anulam on-shell:
[66, 651 = 26pibq + termos on-shell (23)

Portanto, a algebra SUSY fecha on-shell.
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Equacoes com Campos Auxiliares

S= / d4x[ — Omp OB — i (G") P Ombs + FF+
EM(OF + BF — 2o — S 5a0?)] (24)
Dessa ac3o:
Op=-MF, Op=-MF, F=-Mp, F=-Mg (25)

0" Omth = iMi),  FTOmtp = iMa) (26)

Logo, Uy = Mzgo, mostrando que F, F s30 auxiliares.
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Transformacoes SUSY: Off-Shell

Agora: B
0Qta = i\@(amﬁ)aamso + \fzfa": (27)
SoF = iV2EG™ Dy (28)
e similarmente para 9, F. Isso garante que a algebra SUSY fecha:
(6%, 55]va = ptha (29)
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Superspace e Supercampos

Estendemos as coordenadas de Minkowski x™ para (x™,6%,6%) e
definimos:
Yy =x" 4 i0c™), §™ =x" —i0c™) (30)

Supercampos quirais:

O(y,0) = o(y) + V20" aly) + 0*0aF(y)

OX™ = —i(¢a™0 +E5M), 60% =&, 60 =&

(31)

®(7,0) = 3(7) + V20,0%(7) + 0.0°F(7) (32)
(33)

= 6y™ = —2i£5™M0, 6™ = —2ifc™f (34)
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SUSY Superfields e Geradores

Os geradores de supersimetria s3o:

.9 _. 9 . )
__Z _;ompi_ “ a_ 7 _ jzmaBpg, T
Qo 500 iol0 B’ Q o0, im0 v (35)
Para a mudanca de coordenadas (x, 6,0) — (y,#,0), temos:
0 = 0 - 0
o= oy QY= —2ig™g, Z
Q 200 Q a0, 1o ﬁay’" (36)
Para a transformacio (x,6,0) — (7,6, 0):
.9 _. 9
= —— — 2i0M. §& , a_ 7
Qo = Fga —20aal 5m 1= 5 (37)
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Integracdo no Superespaco

Definimos a seguinte integral:

/d49 f(x,0,0) = /d49 (A(x) + 0B(x) + - - - + 0000D(x)) = D(x)

(38)
ou equivalentemente:

1/0 0 a 8
/ 0f =14 (aaa 90, 905 D0, ) (39)

0=6=0
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Acao Cinética em Superespaco

Propomos que a seguinte integral fornece a parte cinética do modelo de
Wess-Zumino:

/ d*9 d(y,0 / d*0 d(x + i000,0) d(x — i050,0)  (40)
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Expans3o da Supercampo ¢

Expandindo:
O(x +i000,0) = o(x) + i00™Ome + = (190’"9) OmOne
V200 + iV20%(00™0)Omipe + OOF + - - - (41)
% 34 = 1, - __
®(x — 00, 0) = §(x) — i05"00mE + 2000005 + V204

000, D0™T + GOF 42
f (42)
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Resultado Final

_ _ 1 1
/ d*0dd = FF + Z(gomgz + @yp) — Eamgoamgz
i _ _
-5 (Vo™ Omth — Omtpa ™)) (6.10)

/ d*x / d*9 od = / d*x (—=0mpd™ @ — i O + FF)  (6.11)

Alef Ruela Siqueira Supersimetria e Renormalizagdo 01/07/2025



Motivacdo: Derivadas Fermionicas

Queremos construir derivadas covariantes sob supersimetria, ou seja,
derivadas que anticomutam com os geradores supersimétricos Q, Qa:
{Da;Qﬂ} :07 {DdaQﬁ'} =0 (43)

Isso nos permite definir objetos "invariantes” ou " covariantes” sob SUSY,
essenciais para escrever agoes supersimétricas.
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Definicdo das Derivadas Fermionicas

Em coordenadas usuais (x™, 6%, 6%), definimos:

B 5 0
= 0 0
Da =~z — 60l o 4
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Transformacoes de Coordenadas

Ao passar para coordenadas (y™, 8, 6), com:

Y™ =x"+ 6o

As derivadas se simplificam:

0 . = 0
Dy == +2ic0:0%——, Dsj=——
06« + 2o aym 00«
De forma andloga, em coordenadas y™ = — i0c™:
0 = 0
Do = 2=, Da=——= —2i6"
o9’ EYE ! 0/3068 m
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Campos Quirais e Anti-quirais

Usamos as derivadas para definir os supercampos quirais:
- Um supercampo @ é quiral se:

D;d =0 (49)
- Um supercampo & é antiquiral se:

D,® =0 (50)

Essas condi¢cOes garantem que os supercampos dependem apenas de
(y™,0 ) ou (y™, 6) e facilitam a construgcdo de integrais quirais como:

/ d?0 f(d), / d*0 f(®) (51)
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Termo de Massa

Siassa = Az/l/d4x (/ d?0 ¢2+/d2§&>2>

1 [ o (oF = Jov + oF - 507) (52)
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Invariancia SUSY da Integral Quiral

Se f é um supercampo quiral (Dsf = 0), entdo a seguintes integrais sdo

supersimétricas:
B </ d4x/d29 f(d>)> =0 (53)

B (/ d4x/d2§ f(&>)> = (54)
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Demonstracao:

</d4 /d29f ):/d4x/d29(5f)
/d4 /d2 _5 <69a—10 eaafm>+'d

A .9 _ /- O\
— 4 2 el _j.m pa_Y . &  ~r=mafpy Y
/d X/d 0 _§ <890‘ 050 me> +£a< 2ic 958x’">_ f

1 . [0 0 o 0 B
= 4/d X (890‘890) (§ %f—termos de contorno)] =0

De fomrma similar,
b (/d“x/cﬂa‘f(u'z)) =0
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Acao Supersimétrica Geral

S = /d4x V d49¢&>+/d29 (AQ/'¢2+ ‘§¢3> +/d2§ (Az/'é%r

+58%) = / d*x [~ Ompd™F — itp0 ™) + FF+---]  (55)
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Teorema de N3ao-Renormalizacao

Modelo de Wess-Zumino para n supercampos quirais ¢,, com
superpotencial W(®,):

S = / d*xd*0 .0, + / d*x d?0 W(®,) + h.c. (56)
S= /d4x d*0 Z.p <T>a¢b+/d4x d?0Y W(®,) +h.c. (57)

S\ = /d4xd4c9 K(®,9,, Zop, Y, \7)+/d4xd20 Wi(®,, Y) +h.c. (58)
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A holomorfia e a simetria R exigem que o superpotencial efetivo tenha a
forma:

Wi (P, Y) =Y W(P,) (59)

Assim, concluimos:
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Lagrangiana em Supercampos

Modelo de Wess-Zumino:

ﬁ:/d49&>¢+ [/dze <;m¢2—|—;\|¢3> +h.c} (61)

o A (inica parte que gera divergéncias UV é [ d*0 ®o.

@ O superpotencial n3o renormalizal
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Lagrangiana em Componentes

A Lagrangiana do modelo Wess-Zumino é:
/d4 —Omp ™G — ih MO + FF + A\F+
+M (@F = 2¢¢> +8 ($°F — U "Paip) + AF

Wy (@ﬁ ! ‘@z) T g (F°F — 5ai) (62)

N |
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Equacoes de Movimento e Ac3o Eficaz

Equacoes de Movimento:

—0p = MF +2gpF — gy (63)
~Op = MF +28@F — gin) (64)
—i0 05 0m™ = Mo + 28 0tba (65)
— T D the = M + 2850 (66)
F=-X—Mp—gg? (67)
F=-X—Mp—gp (68)

Implica:
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Acdo do Modelo

S= /d4x [—8mgo MG — YoM Imth — %szp — %/\'41/71/7

—goo — Evd — V(p, @) (71)
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Potencial do Modelo

O potencial é:
— 2
V(e,p) = A+ Mo+ge?|”. (72)
Expandindo:
V = AP+ AM@ + AMy + A\g3> + Agp?

_ P _ (73)
+ |MPo@ + Mgp@? + Mg 30* + |g|* ¢*3>.
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Renormalizacao das Funcdes de Onda

Renormalizacao

020, v 2%y (74)

Precisamos calcular:
o Correcdo ao propagador de ¢

@ Correcdo ao propagador de 1
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Renormalizacao das Funcdes de Onda

S:/ﬂ&—ﬂwﬂW¢—wmmhi—éaﬁmMW¢—&waW%&+

—ginhp — PP — g’ @ (75)
para
M=X=0 (76)
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Existem dois diagramas 1-loop que corrigem o propagador do escalar:

@ Loop escalar: interacio quartica 2.

@ Loop fermiénico: duas interacdes g Y1 e gi@.
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Loop Escalar

Temos os seguinte diagrama:

Figure: Correcdo do campo escalar
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Loop Escalar (Quartico)

Integral correspondente:

, dv% i
(scala )( ) — ( ‘g’2)/ (27T)dp_
Simplificando:

d% 1

(scalar) — 2 s
E6=(0) = e [ i
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Valor do Loop Escalar (DRED)

Na reducdo dimensional (DRED):

dik 1P (1
Q) k2~ (4n)2 \e )

Portanto:
dik 1
Z(scalar) — 2/ ity
d
6Z, = — Y (p? .=0
® dp2 @(p ) 20

N3o gera termo proporcional a p2.
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Loop de Férmions Fermionico

Figure: Correcdo do campo escalar
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Loop Fermionico

Autoenergia:

d i i(k—
SN = (1) % [ 5 T (i) s () (o)
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Loop Fermionico - Resultado

Fazendo a reducio dimensional, temos como resultado

d9k 1

07 =267 | Garye (k=

No esquema de Dimensional Reduction (DRED), vale:

/ddk 1 _ (o —p2+
) k2 (k—pY2 1672 \e o 42 '

Logo,
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Loop Fermionico - Valor

1 /1 —p?
I—I(p2):_2g2p2x 63 <e_|og MZ _|_) =

2 2
g~ o1 —p
=—=_p? (= —log—+-- ). 77
g2 P (6 g+ ) (77)
Portanto, ,
d g- 1
6Z, = —MN(p? =—_>_.2 78
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Loop no Propagador de 1

k
—_— R
1
k—p

Figure: Corre¢do do campo fermionico
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Autoenergia de 1) no Wess-Zumino (DRED)

Amplitude:
d% ik i

—i¥(p) = (—"g)Q/ (2m)d k2 (p— k)2

Resultado (DRED):

2 2
_ & (1 P
2(p) = g p<€ log 2 + >

Logo:
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Conclusao

O férmion 1 renormaliza a 1-loop.

°

@ Ha divergéncia proporcional a p.

@ N3o ha cancelamento entre loops escalar e fermidnico para §Zy.
°

Isso é consistente com supersimetria:
Z, =2y

@ Portanto:
02, = 02y,

no nivel 1-loop.
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Cancelamentos

Cancelamento de divergéncias:

Nos diagramas de 1-loop com pernas externas de campos escalares ou
férmions, as divergéncias do tipo:

gl 1
Z(p) ~ (47’(’)2 gp ou p2

sao precisamente absorvidas pelos contratermos 67, e Z,, garantindo a
finitude das amplitudes fisicas.

Conclusao:

@ A supersimetria exige Z; = Z,, e verificamos isso explicitamente.
@ Todos os residuos divergentes sdo removidos pelos 6Z, conforme
esperado pela estrutura ndo-renormalizavel dos termos SUSY.

@ A consisténcia do modelo Wess—Zumino com DRED e regularizagao
minima estd preservada a 1-loop.
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